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GROUPES ASSOCIÉS AUX ALGÈBRES DE KAC-MOODY

par Jacques TITS

Séminaire BOURBAKI

4;!.ème année, 1988-89, n° 700

Novembre 1988

1. PRÉLIMINAIRES ET POSITION DU PROBLÈME

1.1. Une matrice carrée A = est appelée de Cartan généralisée
lJ l, J

si I est un ensemble fini (hypothèse souvent superflue), Aii = 2 pour tout

i E I , A.. E -N si i ~ j et A.. 
= 0 implique A.. = 0 . Si, de plus, A est

produit d’une matrice diagonale par une matrice symétrique (resp. symétrique défi-

nie positive), elle est dite symétrisable (resp. appelée de Cartan). On

sait, depuis W. Killing et E. Cartan, que les classes d’isanorphisme d’algèbres
de Lie complexes semi-simples sont en correspondance bijective naturelle avec les

matrices de Cartan : une présentation simple de l’algèbre correspondant à la ma-
trice A consiste en un système générateur (e. , f. , hi) iEl de 3 card I élé-

ments assujettis aux relations suivantes, où i,j E I :

[hi,hj] = 0,

[hi,ej] = Aijej , [h.,f.] = -A..f. ,
[ei,fi] = -hi ,

si i  j, ] = (ad ei) 1J (ej) - (ad fi) 1J (fj) - 0
(c~. p. ex. [Ser 1]). Pour toute matrice de Cartan généralisée, on note g (A)

l’algèbre de Lie définie par cette même présentation ; si A n’est pas une matrice

de Cartan, Les algèbres g (A) , appelées algèbres de Kac-Moody,
ont fait récemment l’objet de nombreux travaux ; la référence de base en ce qui
les concerne est [Kac 2].

Les algèbres de Lie (de dimension finie) n’étaient, à l’origine, qu’un outil
commode pour l’étude de ce que Lie, Killing et Cartan appelaient "groupes continus

finis", et il est naturel de se demander si l’on peut aussi obtenir des groupes
intéressants par "intégration" des algèbres g (A) . C’est la version la plus sim-

ple du problème qui fait l’objet du présent exposé.
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1.2. ° Plus généralement, soit  = (I,O, (ai) i~I’(03B1vi)i~I) la donnée constituée par

un ensemble fini I , un groupe abélien libre A , dont le Z-dual est noté 

et des systèmes indexés par I d’éléments a. 1 E A et ai E Ces notations

seront conservées tout au long de l’exposé et l’on supposera toujours que la ma-
trice A = (A..) , avec A.. = a. (a.) , est une matrice de Cartan généralisée.

Lorsque A est une matrice de Cartan, un résultat fondamental de C. Chevalley
([Ch 2]), précisé par M. Demazure ([De]), attache à V un schéma en groupes né-

A est le groupe des caractères d’un tore déployé maximal,
est une base du système de racines relatif à ce tore et ai est la co-

racine associée à ai . L’importance des schémas en groupes GV réside notamment

dans le fait que, si K est un corps algébriquement clos, la correspondance
V 2014> GV K met les systèmes V du type envisagé en bijection avec les K-groupes
réductifs connexes.

La question se pose de généraliser la construction de Gp à un système P

quelconque (sans restriction sur la matrice de Cartan généralisée A ). L’exemple
du numéro 1.3 ci-après laisse prévoir l’existence de plusieurs façons d’aborder ce

problème, conduisant à des solutions de nature différentes quoique liées entre

elles. Le présent exposé sera principalement consacré à la description de deux

objets, notés EV ( E pour "élémentaire") et Le premier, que l’on pour-
rait appeler le "foncteur minimal" associé à ~ , est un foncteur en groupes sur

la catégorie des anneaux ; il ne généralise pas à proprement parler GV (rappe-
lons que les schémas en groupes sont des foncteurs en groupes particuliers !),
mais si A est une matrice de Cartan, il existe un homomorphisme canonique

EV --~ ~~ qui est un isanorphisme sur tout anneau euclidien (par exemple, sur

tout corps). Quant à c’est un ind-schéma en groupes qui se réduit précisé-
ment à ~~ lorsque A est une matrice de Cartan. Sur un corps K , le groupe

GV (K) est le complété de EV (K) pour une topologie convenable. A un détail de

définition près, le foncteur Ep a été introduit dans [Ti 6] 1 (et même déjà, en

substance, dans [Ti 2]). La construction, beaucoup plus subtile, de êp , est
due à 0. Mathieu (c~. [Mat 5], [Mat 7]).

A une matrice de Cartan généralisée A donnée sont associées canoniquement

plusieurs données ~ ; les plus importantes sont :
- la donnée adjointe Dad, obtenue en prenant pour a . le vecteur 

de Z et pour A le sous-groupe de Z engendré par les a., ce qui détermine

^v et les ai (lorsque A est inversible, on a A = -LL Z aj) ;
- la donnée , caractérisée par la relation ^v =  Z 03B1v1 ;
- la donnée. universelle Dun , obtenue en prenant pour A , ^v deux copies de

Z2 dont les bases canoniques sont notées (ui’vl) i~I , en .

posant a. 
= 

u. , ai = v! , et en mettant A et ^v en Z-dualité par la forme



bilinéaire représentée par la matrice = Card l .

Nous simplifierons les notations en écrivant E ~ 

pour etc. Les £A~ad (C) , ~A’ ~ (C) , et 
c.onnexe.6 EA (C) , 6 (C), fournissent des réponses - parmi d’autres - au
problème posé à la fin du n° 1.1.

1. 3. Ex le

Soient H un schéma de Chevalley quasi-simple, simplement connexe, A le

groupe des caractères d’un tore déployé maximal, (a1,... ,ai) une base du système
de racines relatif à ce tore, ao l’opposée de la plus grande racine, I l’en-

semble f0,1,...,~} , ai E A~ la coracine de H correspondant à ai pour i E I

et P = (I,A, (a.) . r La matrice A = (ai (a . ) ) est la matrice de Cartan

généralisée décrite par le graphe de Dynkin complété de H ( c. 6. [Bo], VI. 4 . 3) .

Si h désigne l’algèbre de Lie du groupe algébrique canplexe H (C) , on sait

(voir p. ex. [Kac 2], chap. 7) que g (A) est extension centrale de h ~ C[t,t ~] ]

par C . Ce fait, en plus d’autres considérations que nous ne développons pas ici,
suggère que, pour la donnée P qui vient d’être décrite, une solution naturelle

du problème posé au n° 1.2 est le foncteur en groupes R ~--~ ,

où R désigne un anneau (la disparition de l’extension centrale est due au choix

que nous avons fait pour A : si l’on remplaçait P par P sc (A) , on aurait plu-
tôt à considérer une extension centrale de H(R[t,t ] ) par RX ). Il s’avère

que Gp coincide effectivement avec EV sur les corps (c.6. le § 4 ci-dessous) ;
ccmme foncteur sur la catégorie de tous les anneaux, GV est sans doute plus na-
turel que £~ .

Une variante du foncteur précédent, et qui se prête mieux à une interpréta-
tion algébro-géanétrique, est son "complété à l’infini" R ~ H(R((t))) . Soient

K un corps parfait et B un sous-groupe d’Iwahori de H(K((t))) (c.6. [BrT 2]).
On sait que B est le groupe des points entiers d’ un K[ [t] ]-schéma
en groupes lisse de fibre générique ° Par application du foncteur de

Greenberg, on obtient sur B une structure de groupe proalgébrique (sur K ) et

il est indiqué dans l’introduction de [BrT 1] ] que, via la décomposition en doubles
classes module B , on devrait pouvoir en déduire une structure de groupe ind-

proalgébrique sur K(K((t))) . Cette structure n’a jamais été explicitée jusqu’ici,
mais il me semble très probable que l’ind-schéma de Mathieu fournit la solution

de ce problème (sans rien dire toutefois du cas d’inégale caractéristique, qui
est aussi considéré dans [BrT 1]).

1.4. Quoiqu’il en soit, l’exemple précédent fait apparaître deux différences es-
sentielles entre les foncteurs £~ et ~~ : le premier est de nature plutôt
arithmétique et fait jouer un rôle symétrique aux e. et aux fi , , donc aux



racines positives et négatives, tandis que le second, qui est de nature algébro-
géométrique, privilégie les e . , ce qui correspond au choix de l’un des deux
points à l’infini de Spec .

De manière générale, la plupart des solutions données dans la littérature au

problème de 1 "’ intégration" des algèbres de Kac-Moody peuvent se classer en solu-
tions de type qui coïncident avec £~ sur les corps (mais peuvent en

différer sur des anneaux plus généraux, ccmne le foncteur ~~ du n° 1.3 par exem-

ple), et solutions de type qui sont des complétées des précédentes. (Nous
ne chercherons pas à donner un sens plus précis à ces expressions, utilisées au

paragraphe suivant dans un but descriptif.) Echappent à cette classification les
solutions de type analytique, de R. Goodman et N. Wallach (pour des matrices A

de type affine standard : c~. [GdW]), et les groupes de R. Marcuson [Mar], qu’on
peut voir comme un premier pas vers une complétion mais qui sont cependant encore
de nature purement algébrique (non topologique).

1.5. L’intérêt des groupes associés aux algèbres de Kac-Moody dépasse celui d’une

simple généralisation formelle du cas classique à la dimension infinie. Cela
ressort notamment des observations suivantes.

Conservons les notations de 1.3. Il résulte facilement de la définition et

des propriétés élémentaires de £~ que, si K est un corps, le groupe E ,sc (K)
est une extension centrale non triviale de = N(K[t,t ~]) par Kx . Par

complétion, on en déduit une extension centrale non triviale de H(K((t))) par

Kx , laquelle est sans aucun doute le groupe ~A sc (K) . . L’existence de ces ex-
tensions centrales est loin d’être évidente d’un point de vue classique (voir les

références du n° 1.6).

La théorie de Kac-Moody semble bien être le cadre naturel pour l’étude des
de Schubert qui sont toujours, quelle que soit la matrice A , des va-

riétés de dimension finie (ou, dans la version de Mathieu, des schémas de type
fini). La remarque suivante est significative à cet égard. Rappelons d’abord que
les surfaces algébriques conplexes compactes réglées rationnelles et non singu-
lières, ou "surfaces de Hirzebruch", traditionnellement notées En , sont clas-

sées par un invariant entier positif n (c~. p. ex. [BaPV], p. 141). Il s’avère

que si G désigne le groupe GV (C) (ou, indifféremment, et B un

sous-groupe de Borel, la sous-variété de Schubert de G/B correspondant à l’élé-
ment r.r. du groupe de Weyl (i,j E I , i ~ j) est une surface En pour

n = -A .. (cf. [Ti 1], 4.2, ou [Ti 2], 8.3.e)). Ainsi, les variétés de Schubert de
dimension 2 des quotients G/B de "groupes de Kac-Moody" ne sont autres que
les surfaces En , mais si l’on considère seulement les groupes simples G de



dimension finie, seules les surfaces d’invariant n ~ 3 apparaissent, et si l’on

accepte en outre les matrices A de type affine, on ne gagne que les surfaces E4 .

Ajoutons que, bien qu’introduits plus recentrent que les algèbres de Kac-Moody,
les groupes qui leur sont associés ont déjà eu, eux aussi, des applications inté-

ressantes dans plusieurs domaines : c.6. notamment [IDGA], [ReS], [SegW] (et aussi

la référence [5] ] de [SegW]), [SI 1].

1.6. Dans cet exposé, on s’intéressera surtout aux,aspects de la théorie qui con-
cernent des matrices de Cartan généralisées quelconques (ou éventuellement suppo-
sées symétrisables). Pour cette raison, et aussi faute de temps et de compétence,
je laisserai de côté la théorie des groupes de lacets, me bornant à dire ici, en

deux mots, en quoi celle-ci est liée au sujet qui nous occupe. Reprenons les no-

tations du n° 1.3. Les points du groupe Cp(C) = > sont les morphismes
(p : Cx - H (C) . La restriction de (p au cercle {z 1 1 z 1 = 1} est un lacet

Si ----+ H(C) qui détermine 03C6 ; ainsi est un espace de lacets, que cer-

tains appellent "algébriques", dans H(C) . En changeant la catégorie dans laquelle
sont prises les applications, on obtient d’autres groupes de lacets dont l’étude
relève de la géométrie algébrique, la topologie, l’analyse ou l’analyse fonction-
nelle selon la catégorie envisagée. Ces groupes et les extensions centrales non
triviales par qu’ils possèdent dans tous les cas intéressants, peuvent aussi
être considérés comme des groupes de Kac-Moody de type affine ; ils ont fait l’ob-

jet de nombreux travaux : c.6. notairrnent [GoW], [Le], [PS], [Seg l], [Seg 2],

[SegW] et la référence [5] de SegW.

2. APERÇU HISTORIQUE

L’article de N. Iwahori et H. Matsumoto sur les groupes de Chevalley p-adiques
suivi peu après par ceux de H. Hijikata [Hi] et de Bruhat - Tits (p. ex.

[BrT 1]), marque l’apparition dans la littérature des groupes qui nous intéres-
sent. Il précède de trois ans l’introduction par V. Kac [Kac 1] ] (voir aussi

I.L. Kantor, [Kan 1] et [Kan 2]) et R. Moody 1] des algèbres qui portent leurs
nans.

La première construction de groupes à partir d’algèbres de Kac-Moody est due
à R. Moody et K. Teo [MooT] ; ils associent à une algèbre de Kac-Moody g (A) sur

un corps K de caractéristique 0 le sous-groupe de Aut g (A) engendré par les

exp tei et exp tfi pour t E K . Le groupe qu’ils obtiennent ainsi et dont ils
prouvent certaines propriétés (notamment l’existence d’un "système de Tits" de
groupe de Weyl W ) est le groupe noté ici E (K) . ° Une construction indirecte,
basée sur un procédé de réduction mod p à partir d’un corps valué de caracté-

ristique 0, leur permet aussi de définir des groupes sur un corps quelconque
de caractéristique p > sup {|Aij| | i,j E I} .



R. Marcuson [Mar] se place en caractéristique 0 et, au lieu de la représen-
tation adjointe utilisée par Moody et Teo, il définit (indépendamment de V. Kac)
et utilise les g (A)-modules à poids dominants. Il prend pour générateurs non

seulement les exponentielles des ei et fi mais celles de tous les vecteurs

propres de l’algèbre de Cartan Z K . h. correspondant aux racines positives
("réelles ou imaginaires" au sens de Kac). Il laisse ouvert le problème des liens

entre les groupes obtenus à partir de poids dominants différents.

Dans [Ga 2], H. Garland considère seulement le cas des matrices A de type

affine (standard). Sa méthode s’apparente assez à celle de Marcuson mais il pousse

plus loin l’analyse des groupes obtenus, ce qui lui permet notamment de définir

des groupes sur un corps K quelconque et de les relier aux groupes de la forme

H(K((t))) , , où H est un schéma de Chevalley. Il aborde aussi l’étude de certains

sous-groupes arithmétiques (sur Z et Z[i] ).

La question est reprise d’un point de vue différent dans [Ti 1] ] et [Ti 2],

dont l’objectif premier est de s’affranchir de toute restriction de caractéristique
et de donner une construction "intrinsèque", indépendante du choix d’une représen-
tation linéaire de g (A) . La méthode adoptée, une définition par générateurs
(les groupes B et N d’une m-paire) et relations, fournit non pas un mais

une famille de groupes, parmi lesquels un groupe minimal - le groupe EV (K) du

présent exposé - et un groupe maximal (de type formel), dont la structure en ca-

ractéristique 0 a été ultérieurement précisée par 0. Mathieu [Mat 1]. Les don-

nées V du n° 1.2 ci-dessus sont introduites dans [Ti 1] (c.6. aussi [Ti 3]) ;
diverses spécialisations de cette notion ont été utilisées par la suite sous le

non de "réalisations de A " (c.6. notamment [Kac 2], [Mat 5]). Parmi les contri-

butions de [Ti 2], citons la description "concrète" d’un foncteur en groupes
associé à une matrice A de type affine - standard ou tordu - pour un choix par-

ticulier de V évitant le problème de l’extension centrale (c. 6. aussi l’appen-
dice 2 de [Ti 3] ] et, pour le cas d’un corps de base de caractéristique 0 , J. NIo-

rita [Mor 1]), la définition des variétés de Demazure et de Schubert sur C et

la conjecture que, au moins sur C et pour un choix convenable du groupe ~~
associé à une donnée ~ , les images réciproques des variétés de Schubert dans

êp(C) sont des variétés proalgébriques, ce qui ferait de êp(C) un groupe ind-

proalgébrique : cela a été établi récemment par 0. Mathieu sous des hypothèses

beaucoup plus générales (voir ci-dessous). Les variétés de Schubert avaient d’ail-

leurs été considérées déjà - notamment du point de vue de leur cohomologie d’in-

tersection - par D. Kazhdan et G. Lusztig dans [KL 1] 1 et [KL 2], où cependant

seul le cas affine est envisagé, bien que les auteurs aient sans doute eu connais-

sance du cas général.



Dans cet aperçu qui se veut à peu près chronologique, c’est ici que doivent
être mentionnés les premiers travaux de G. Segal [Seg 1] ] sur les groupes de lacets

(voir ci-dessus, n° 1.6). Citons aussi un manuscrit inédit de R. Moody 2]

donnant la preuve d’un théorème de simplicité (en caractéristique 0 ) pour des

groupes adjoints complétés, définis comme dans MooT mais à partir d’un complété
de l’algèbre de Lie g (A) .

Plusieurs articles de V. Kac et D. Peterson ([KacP 1], [KacP 2], [KacP 3],
[KacP 4], [PK] ; voir aussi [Kac 3]) concernent les groupes attachés aux algèbres
de Kac-Moody. Les groupes qu’ils considèrent sont, avec nos notations, les groupes

£A sc(K) sur un corps K , en général supposé de caractéristique nulle. ° Carme
R. Marcuson, ils utilisent les modules à poids dominants mais leur définition est

conçue de façon que le résultat soit indépendant du poids dominant choisi : en
termes imagés, on peut dire, en se plaçant sur C pour fixer les idées, que le

groupe qu’ils introduisent est engendré par des éléments notés exp tei et exp tfi
pour t E C , qu’il opère sur tout g (A)-module à poids dominant (et même sur tout

module "intégrable", en un sens convenable) de telle façon que ces éléments soient
effectivement les exponentielles de te . et tf., et qu’il est "universel" pour
ces propriétés. L’étude algébro-géométrique des groupes en question est abordée
dans [KacP 1] : : les auteurs y considèrent deux anneaux de fonctions - dites "régu-
lières" et "fortement régulières" - sur le groupe et prouvent un "théorème de

Peter - Weyl" pour les fonctions fortement régulières (voir le n° 5.3 ci-dessous).
D’autres résultats de V. Kac et D. Peterson seront mentionnés au § 7.

La structure de groupes proalgébriques des sous-groupes de Borel et, plus
généralement, des sous-groupes paraboliques "de type fini" (i.e. à groupe de Weyl
fini) est explicitée pour la première fois - sur C et dans une version complétée
de par P. Slodowy [SI 1] ] (c.6. aussi [Sl 2]) qui utilise ces résultats en
théorie des singularités. L’homologie de la variété de drapeaux (espace homogène
G/B) sur C est étudiée notamment dans [GuS], [Kac 3] ] (voir pp. 197-207) et [KoK].

La présentation des groupes "mindjnaux" exposée au paragraphe suivant,
présentation différente de celle de [Ti 1] ] et [Ti 2] ] et beaucoup plus élémentaire,
provient de [Ti 6] (c~. aussi [Ti 5]). Pour les groupes définis à la façon de
Moody-Teo ou de Kac - Peterson en caractéristique 0 , une présentation très sem-
blable avait été conjecturée par E. Abe (c~. [Mor 2]) et par Kac - Peterson

([KacP 3]), et prouvée par J. Morita [Mor 2] et Kac - Peterson [KacP 3] en rang 2 ;
une caractérisation axiomatique de £~ donnée dans [Ti 6] ] (voir ci-dessous,
n° 3.6) entraîne cette conjecture dans le cas général.

Plusieurs notes et articles récents de 0. Mathieu ([Mat 2] à [Mat 7]) sont

consacrés à une étude approfondie des variétés de Schubert des "groupes de Kac -



Moody" ( c ~ . aussi S. Kumar [Ku 1 J à [ Ku 3]) ; ; cela le conduit notamment à la dé-
finition des ind-schémas 6p dont il a été question plus haut et qui font l’ob-

jet du § 6 ci-dessous.

Signalons enfin que dans [ AT] (reçu depuis la rédaction du présent exposé)
E. Abe et M. Takeuchi donnent un procédé général de construction (en caractéristi-

que 0 ) de groupes ind-proalgébriques à partir de certaines algèbres de Lie de
dimension infinie, comprenant les algèbres de Kac-Moody. .

D’autres références à la littérature seront encore données au § 7.

3. LE FCNCTEUR EV
Les résultats exposés dans ce paragraphe sont démontrés, pour la plupart,

dans [Ti 6].

3.1. On reprend les notations du § 1, notamment celles du n° 1.2, et l’on note A
le groupe ZI , dont la base canonique est désignée par . Soient

U = U (g (A) ) l’algèbre enveloppante de g (A) et Uz le sous-anneau de U engen-

dré par les éléments e(n)i = er: ln!, f(n)i = fn/n! et

( ml) = h . (h . -1 ) ... (h . - i m + 1 ) /m! i pour n,m E N . (Pour l’histoire de cette défi-

nition, c.6. [Ko], [Ga], [Ti 1], [Mi], [Ti 6].)

Pour i, j E I , i ~ j , posons mij = 2 , 3 , 4 , 6 ou ~ selon que

A..A.. = 0 , 1 , 2 , 3 ou ~ 4 ; soient W le groupe défini par la présentation

et pour tels que j ~ k et 

rjrkrj ... où les deux membres ont mjk facteurs> ,

W le groupe de Weyl, quotient de W par le plus petit sous-groupe normal conte-
nant les et r. l’image canonique de ri dans W. Le groupe W opère
sur A, AV , ÎI par r. (À) = , ri(03BBv) = 03BBv - 03BBv(03B1i)03B1vi ,

= âj - Aijâi (ces trois opérations se factorisent évidemment à travers W ),
ét sur g (A) (donc sur U et, comme on peut le vérifier, sur Uz ) par

i ~ exp ad e..exp ad f..exp ad e. = exp ad f..exp ad.e..exp ad f..
Soit 4l l’ensemble des transformés des a. 1 par les éléments de W ; on les ap-
pelle (sic) ou Posons ~+ _ ~ n (E N et

4l = -~+ ; ; les éléments (resp. ~- ) ) sont dits (resp. 

On montre que, pour i E I et w E W , le libre w(Zei) ne dépend
que de la racine a = w(a.) ; 1 ; notons-le 9 a, Z et soit U le Z-schéma en grou-

pes additifs dont il est l’algèbre de Lie. Le groupe U (C) s’identifie canoni-

quement à son algèbre de Lie ; celle-ci est une sous-algèbre de dimension 1 de

g (A) qui se plonge dans Aut g (A) par l’application exp ad . Ainsi, les U (C)



peuvent être vus contre des sous-groupes de Aut g (A) ; il est clair qu’ils sont

permutés entre eux par W qui opère même, plus généralement, sur la réunion des

U (a E ~) . .

3.2. Relations de camntation

Une paire as d’éléments (non nécessairement distincts) de ~ est dite

prénilpotente si elle possède les propriétés suivantes, dont on montre qu’elles
sont équivalentes :

- il existe w,w’ E W tels que w(a) , w(S) soient positifs et que w’ (a) ,
w’ ( S ) soient négatifs ;

- toute racine, au sens de Kac et Moody (racine "réelle" ou "imaginaire"), qui
est combinaison linéaire à coefficients positifs de a et (3 appartient à 4l

(donc est "réelle").

Soit (a, ~} une telle paire ; posons 0 (a, S) - (N*a + N* S) . On montre que,

moyennant le choix (d’ailleurs quelconque) d’un ordre sur 0(a,P) , il existe un

Z-morphisme unique ~ : U x --~ TT U , y où y parcourt 0(a,s) dans l’ordre

prescrit, tel que l’application commutateur [,] : : U (C) x - Aut g (A)

soit la composée de ~ (C) et de l’application produit TT U (C) --~ Aut g (A) :
cela généralise le théorème fondamental de Chevalley sur l’intégralité des coef-

ficients dans les relations de commutation. (Signalons que, selon J. Morita [Mor 4],
ou bien a et S engendrent un système de racines fini, auquel cas les relations
de commutation de Chevalley s’appliquent, ou bien l’on a 0(a,P) = (a + S} et,

pour des "paramétrisations entières" xa : Aùù --~ x.. : Aùù --~ U, ,
Aùà ---+ lla+S ’ r

Xs (v)] ] - â+s ( t (P + 1 ) uv) ~
où p est le plus grand entier tel que a - ps E 4l .)

3.3. Définition du foncteur EV
Pour tout i E I , donnons-nous une copie ~~21) du schéma en groupes ~;C2 ,

. 

et soit (p : â, 1 --> ~~21) le monomorphisme dont la dérivée à l’élément neutre
envoie ei sur l’élément de l’algèbre de Lie de ~ f-i ~ représenté par la matrice

~0 11 . Pour tout anneau R , on définit le groupe £ (R) par une présentation
"à la Steinberg". Le système générateur est la réunion disjointe des groupe

Ua(R) (a E ~) , , ~~21) (R) (i E I) et 1 (R) = Han (A,RX) ; quant aux relations,
pour éviter l’introduction de notations encombrantes, nous les décrirons en lan-

gage courant :

a) les applications canoniques de U (R) , dans EV CR) sont

des homomorphismes ;



b) l homomorphisme canonique ~ ED (R) est le composé de 03C6i (R) et

de l’homomorphisme canonique ~L21) (R) ---~ 

c) pour x E Rx et i E 1 , l’image dans E~(R) de l’élément À ~ x~ (ai)
de 1 (R) coïncide avec celle de l’élément de (i)2 (R) représenté par la matrice

(x O1. 
2

o x-~~ ’
pour énoncer les relations suivantes, on se permettra l’abus de langage audacieux (mais

justifié a cf. 3.4) consistant à identifier les (R) et C (R) avec leurs

images dans £p (R) , et l’on note que W (et même W ) opère sur t (R) de façon évidente ;

d) par oonjugaison, l’image dans £ (R) de l’élément de ~~~ (R) représenté

par la matrice (0 1 -1 0) - image que nous noterons rt - opère sur les U (R) et

1 (R) ccmne i ;
e) par conjugaison, un élément n de t (R) = opère sur lk-, (R) ,

identifié à R , par multiplication par ;

f) si {a,s) est une paire prénilpotente d’éléments , l’application com-

mutateur [,] : : U (R) x Uo(R) ~ ED (R) est composée de 03C8 (R) (cf. 3.2) et de

l’application produit ---~ £~ (R) , où y parcourt 0(a, $) comme en 3.2.

Cette présentation étant fonctorielle en R , l’homomorphisme Ep (f) corres-

pondant à un homomorphisme d’anneaux f se définit de façon évidente.

Examinons d’emblée les deux questions qui se posent presque toujours lors-

qu’un groupe est défini par générateurs et relations : le groupe n’est-il ni trop

petit (par exemple réduit à l’élément neutre !), ni trop gros (en particulier,
dans le cas présent, est-il raisonnable de n’imposer aucune relation de commuta-

tion entre U (R) et lorsque la paire £a, S) n’est pas prénilpotente) ?
Les deux numéros suivants y donnent une réponse.

3.4. Le groupe Ep(R) n’est "pas trop petit", au moins lorsque R est intègre,

ce que nous supposons dans ce numéro (bien que cette hypothèse soit sans doute

superflue) ; c’est ce que montre la proposition suivante. Notons Ua et T les

images canoniques de U (R) et t (R) dans Pour w E W , posons

~(w) _ ~+ n w~ (~_) et soient U (resp. Il+ ; resp. U_) > le groupe engendré

par les Ua pour a E 1J; (w) (resp. 4l + ; resp. ~- ) , , N le groupe engendré

par les ri et B le groupe TU . On montre que l’application ri t2014~ ri se

prolonge en un homomorphisme v : N --> W de noyau N n T . Soit C (w) la double

classe Bv-’ (w) B .

PROPOSITION 1.- (i) Les homomorphismes canoniques 03B1(R) ~ Ua (a E 03A6) et

t (R) ~ T sont doe isomorphismes. Les applications pnodult U- x T x U+ ~ U_B et

n (w) U a 
~ U Si (03B1,03B2} est une paire non nilpotente d’élé-

ments de 03A6 , U03B1 et Us produit libre dans ED(R) . Les doubles



C (w) sont deux à deux (pour w E W ).

(ii) R ut un (B,N) ut une BN-paire dans ED (R) qui est donc,
en la réunion du C (W) .

3.5. R ut un canpb, on ne peut ajouter d’autres relations à celles

que une "dégénérescence indésirable" du groupe.

De façon précise :

PROPOSITION 2.- Si R ut un corps et si 03C0 : ED (R) ~ G un homomorphisme
de groupes, surjectif et non dont le noyau intersecte T trivialement,

eXÁÁte i E I que contenu dan 1T (U+) u 03C0(U-).

La preuve de cette proposition est géométrique et s’inspire de la démonstra-
tion de Serre d’un théorème de Nagao ( [ Ser 2 ] , II . 1 . 6) ; ; elle utilise de façon
essentielle l’existence de deux BN-paires (en général non conjuguées) (B,N) et

(TU ,N) , et la simple connexité des immeubles de rang ~ 2 .

3.6. La proposition 2 n’est pas contenue telle quelle dans [Ti 6] mais résulte de

la preuve du théorème 1 de cet article. Ce théorème fournit une caractérisation

axianatique du foncteur EV : plus exactement, il montre que tout foncteur en
groupes satisfaisant à cinq conditions, qu’on ne rappellera pas ici mais qu’il
semble naturel d’imposer aux groupes (de type minimal) attachés coincide

avec ED sur les corps. Cela justifie a les choix faits dans la dé-

finition de EV’ par exemple celui de la Z-forme UZ de U (il n’était pas

évident, a qu’une autre Z-forme ne pourrait convenir et donner des grou-

pes différents). Notons enfin que, si A est une matrice de Cartan, EV coincide

évidemment, sur les corps, avec le schéma de Chevalley-Demazure.

4. CAS DES MATRICES DE TYPE AFFINE

Lorsque la matrice de Cartan généralisée A est produit d’une matrice sy-

métrique semi-définie et d’une matrice diagonale, la caractérisation aximatique
dont il vient d’être question permet d’identifier les groupes EV (R) sur un an-

neau R intègre. Si A est de type affine standard, c’est-à-dire représentée
par un graphe de Dynkin complété usuel, le résultat est sans surprise : supposons
par exemple P choisi comme au n° 1.3 et reprenons les notations introduites là ;

est alors le sous-groupe de H(R[t,t-~]) engendré par les points à coef-
ficients dans R[t,t"~’] ] des sous-groupes radiciels de H .

Le cas des matrices de type affine tordu est plus amusant. Donnons un exemple
tiré de [Ti 2] (sauf que là, le point de vue adopté était formel et non, comme ici,
minimal). Supposons que A soit la matrice représentée par le graphe de Dynkin



et que D = V ad (A) : cela veut dire que pour une base convenable (ei) de A, ’
dont la base duale est notée (ei) , on a 1 = {0,1, ... ,n) ,

(oU Oc’n _ - (e1 , -e~ + e2 , -e2 + e3 , ... , + en , -2en) et

(03B1jv)0~j~n = (2e’1 , -e’1 + e2 , -e2 + e3 , ... , -e’n-1 + en ’ sait (cf. ° p. ° ex. °

[Kac 2], chap. 8) que l’algèbre de Lie g (A) est l’algèbre de Lie du groupe uni-
taire (C[t,t~]) relatif à l’involution t !2014~ -t et à la forme hermitienne

déployée standard. Il est donc naturel de conjecturer que sur un corps K de ca-

ractéristique différente de 2, ED (K) = (K[t,t-1 ] ) pour les mêmes choix

de l’involution et de la forme hermitienne (passant au groupe de type formel oor-

respondant, à savoir 1 on se souvient d’ailleurs que (*) est pré-
cisément son graphe de Dynkin résiduel : c.6. [BrT 1], § 7). Mais qu’arrive-t-il
lorsque car K = 2 ? La réponse est donnée par la description suivante de E~ (K) ,
valable pour tout corps K .

Soit V le libre Z[t2’t-2]4n+2 dans lequel on introduit
les coordonnées yi (i = -n,...,n) , et dont on fait aussi un Z[t,t-1]-mo-
dule libre de rang 2n+ 1 en posant t. (x . ,y. ) = (t2Yi,xi) . . Soit H le sous-

Z[t2,t-2]-schéma en groupes de GC(V) dont les points à valeurs dans une

Y sont les autarorphismes de déterminant 1 de V ~ Y , consi-
déré comme qui conservent la forme quadratique Y )

n

q : .2 (x .x. - t2y .y.) et la forme alternée

a : ( (x , y ) , (x’, , y’ ) ) (x- y’ - y x’ - y x’ + x y’ ) . , On montre alors, à
l’aide de la caractérisation axiomatique de EV dont il a été question en 3.6, ’

que

K e~~ un canpd, on a £~ (K) = H (K[t2’t-2 ] ) .

Observons que si R est un anneau dans lequel 2 est inversible et si s dési-

gne la forme bilinéaire symétrique associée à q , alors N(R[t2,t-2]) n’est autre

que le groupe relatif à l’involution t ~ -t et à la forme

hermitienne s + ta et l’on retrouve, dans le cas d’un corps K de caractéris-

tique différente de 2 , l’assertion conjecturée plus haut.

On a envie de dire, comme en 1.3, que dans le cas présent, le foncteur

6p : ~]) > est, plutôt que la solution "naturelle" du problème

qui nous intéresse (du point de vue minimal).

On trouvera dans l’appendice 2 de [Ti 3] un énoncé à peu près uniforme s’ap-

pliquant à toute matrice A de type affine tordu (le cadre adopté dans [Ti 3]

est le cadre formel, mais la forme du résultat suggère aussitôt quel est le bon

énoncé dans le cadre minimal).



5. MDDULES A POIDS DOMINANT ET MODULE ADJOINT

5.1. Dans tout ce paragraphe, À désigne un élément de A que l’on suppose domi-

nant, c’est-à-dire tel que 0 pour tout i. (Notons que 0 peut être le

seul élément dominant de A , mais que cela n’arrive pas si Card rgA > 0 .)
Soit h la sous-algèbre de Lie de g (A) engendrée par les hi et les e.. Pour

tout À , on note CÀ le h-module constitué par C sur lequel ei opère par 0

et hi par a (ai) , V. le module de 
(h) C03BB (où U ( ) signifie "al-

gèbre enveloppante" et l’on pose, ccmne plus haut, = U ), L03BB le quotient
de V. par le sous-U-module engendré par les 1 , v. l’élément de L.
image de 1 ~ 1 par l’application canonique V~ ---~ L~ et L. - (resp. g (A) Z )
le sous-Uz-rrodule de L~ (resp. 3 (A) ) engendré par vÀ (resp. par les ei ).
Dans le cas symétrisable, L~ est un simple (c.6. [Kac 2], 10.4.6) ;
on ne sait pas si cela reste vrai en général mais les travaux de Mathieu font

ressortir l’importance des modules L~ quelle que soit la matrice A . Pour tout

anneau R , on pose = L~rZ ~ R , S (A)- = S(A)- 0 R et l’on note encore

v03BB , ei , fi , hi les éléments v03BB ~ 1 , e. (K) 1 , etc. de ces modules. L’endcmor-
phisme de L03BB ou L. représentant un élément u de U ou de R est

noté u|L03BB ou 

5.2. Un endcmorphisme f d’un espace vectoriel est dit localement nilpotent si

U Ker fn est l’espace entier. On montre que les ad e. , , ad f. ( E End 9 (A))
et les sont localement nilpotents. Pour x E R , cela donne un

sens aux expressions exp x ad e. , exp x ad fi , exp xe. 1 L, R’ ~ exp ,

lesquelles représentent, selon le cas, des automorphismes de 3 (A)- ou de LÀ, R . °
Pour i E I , l’algèbre de Lie du schéma en groupes U- (resp. U - ) s’iden-
tifie à Zei (resp. Zfi ) et nous notons exp l’isomorphisme canonique du
schéma en groupes additif de cette algèbre de Lie sur le schéma en groupes en

question ; ainsi, pour x E R , exp xei (resp. exp xfi ) désigne un élément
de â (R) (resp. U - (R) ). La proposition suivante est facile.
PROPOSITICN 3.- g(A)R et LÀ,R de 

caractérisées pM le6 propriétés suivantes :
- et x ER, exp xei exp xfi ) apène 

LÀ , R exp x ad ei et exp exp x ad fi et exp 
- un élément T = Han (A,RX) e. f. )

(A) 
R pah T ° T (03B1i)-1 ) et l’élément v03BB de °

L’élément v03BB de patc 03B1 (R) paun toute racine a ~ 03A6
+ (cf.

3.1).

On montre que l’application ri I--~ ri (c.6. 3.3 d)) se prolonge en un hano-

morphisme de W dans par le truchement de cet hananorphisme, W opère



sur g (A) R et L03BB,R . L’homomorphisme EV (R) défini par la propo-
sition précédente est appelé la représentation adjointe de £ (R) ( "dans l’ algèbre
de Lie du groupe simplement connexe").

5.3. Nous énoncerons à présent deux résultats de V. Kac et D. Peterson [KacP 1]
qui donnent une idée de la nature algébro-géométrique du groupe E sc(C) . Dans
ce numéro, on suppose A symétrisable, on = E ’ (C)
Ua = H (C) et l’on reprend les notations 4l U+ , U- du n° 4 pour R = C Une
fonction f : G ~ C est dite faiblement régulière si, pour toute suite

... , d’éléments de 03A6 , l’application produit
’" ~ U8m -, G composée avec f est une fonction régulière (i.e.

un polynane) sur U03B21 x US2 x ... ° x USm . ° La fonction f est dite fortement
régulière si elle est faiblement régulière et s’il existe des sous-groupes X , X
de G , intersections d’un nanbre fini de conjugués de U + , resp. U , , tels que
f soit constante sur les doubles classes X gX pour g E G (on note que cette
définition n’est pas symétrique en + et - , c’est-à-dire en les ei et les f. ).

A tout élément ~ de A prenant des valeurs sur les ai (éléments
"antidaninants") , on associe, comme en 5.1 et 5.2 mais en intervertissant les e i
et les f. , , un G-module L~ et un point v E L - {0~ fixé par U (de même i
que vx est fixé par U+ ). On montre que, pour tout À (dominant), il existe
une et une seule forme bilinéaire G-invariante ( , ) : L-~ x L~ ---~ C telle que

(v-,v03BB) = 1 ; elle identifie L-03BB à un sous-espace du dual de L.. Soit 03C603BB
l’application linéaire de L ~ ~ L~ dans l’espace des fonctions G ---~ C définie

par ~P~ (~ ~ ~’ ) (g) - (~,g~’ ) (ainsi, c~~ (L-~ ~ L~) est un espace de coefficients
de la représentation de G dans L03BB ). Voici à présent les résultats de Kac -
Peterson annoncés plus haut :

PROPOSITION 4 ("Théorème de Peter - Weyl" ) .- La somme directe des 03C603BB , où. À par-
court l’ ens emble des élément.6 de A , est une bijection de la somme di-

recte ~ (L-03BB ~ L03BB) sur l’algèbre FR(G) des fonctions fortement régulières
sur G .

PROPOSITION 5.- FR(G) un anneau 

6. L’ IND-SCHÉMA EN GROUPES D DE MATHIEU

Les résultats esquissés dans ce paragraphe proviennent de [Mat 5] ] et de
[Mat 7].

6.1. Pour motiver ce qui suit, commençons par décrire la situation que l’on a en
vue : cette situation sera effectivement réalisée in mais la construction

qui y conduira suivra un ordre à peu près inverse de la présente description.



Pour simplifier, on travaillera sur l’anneau des entiers Z mais le passage à

un anneau quelconque par changement de base ne pose pas de problème. On va cons-

truire un ind-schéma en groupes (en un sens que la construction rendra clair),

noté D ou, simplement,  . Celui-ci possède un sous-schéma en groupes "de
Borel" B = B , et une famille (~ (w) ) ~ , indexée par le groupe de Weyl W,

de sous-schémas fermés qui sont "moralement" les adhérences des doubles classes

de B dans ~ et dont ~ est la réunion. Le schéma en groupes B opère sur

chaque 6(w) "par translations à droite" ; cette opération fait de G (w) un fi-

bré localement trivial dont la base, notée ~(w) , est un schéma projectif normal.

Ces (w) sont cas particuliers des schémas de Schubert. On voit en particulier

qu’il existe un du drapeaux ë/B , réunion des (w) .

6.2. La notation 1 = Han (A,?) est reprise du n° 3.3. Soit u+ la sous-algèbre
de Lie de g (A) engendrée par les ej (j E I) . Pour i E I , elle est produit
semi-direct de Cei et d’une sous-algèbre ui invariante par 1 (C) (qui opère
sur g (A) par la représentation adjointe : c.6. 5.2) ; cela caractérise ui .
Pour x = u+ ou ui , , soient U (x) l’algèbre enveloppante de ~c et H (X) le

sous-espace du dual U (x) * de U (~c) formé des fonctions linéaires sur U(x) qui

sont canbinaisons linéaires de vecteurs propres de 1 (C) (pour l’action évidente

de 1 (C) sur U (x) * ) et dont les translatées (à gauche ou à droite : on montre

que cela revient au même) par U (x) engendrent un sous-espace de dimension finie

de U (~c) * . Soit > l’ensemble des éléments de H (x) > qui appliquent

U(x) fl U z dans Z . On montre que la loi naturelle d’algèbre ccmnutative de 

(c.6. [Di], 2.7.5) et les applications U(x)* --~ (U (X) 0 U (~c) ) * , U (X) * --~ U (X) * ,

U(x)* ~ C , transposées de la multiplication U(x) 0 U (X) ~ U (x ) , de l’anti-

automorphisme principal U(x) ~ U(x) (ibid. 2.7.6) et de l’injection canonique
C - U(x) , induisent sur une structure de bigèbre cosymétrique, faisant

de Spec un schéma en groupes X. Pour x = u+ (resp. u’ ), on pose
X = U (resp. Le tore t opère sur U de façon naturelle et B est

défini comme le produit semi-direct de ces deux schémas en groupes. De même, le

schéma de Chevalley - Demazure de rang semi-simple 1 défini par la donnée

({i} , A , opère sur u’i et l’on désigne par Pi (sous-groupe pana-

bolique de rang semi-simple 1 ) leur produit semi-direct. Le schéma B se plonge
dans Pi comme sous-schéma en groupes fermé.

6.3. Soient M(I) le monoïde libre sur I , M(I) -~ W l’application

il ... i 1----+ r.... r. et M (I ) ~ W l’application définie inductive--

ment par la propriété suivante : = 1 et pour 1 E M(I) et i ~ 1 ,

est celui des deux éléments et de ~~ dont la

longueur dans W est la plus grande. Four w E W , on note p(w) l’ensemble

{i E M (I) ~ ~ (i) = c~r~ (i) = w} des il ... tels que (ri 1, ... soit une



décomposition réduite de w . Rappelons que, pour w,w’ E W , on écrit w’ _ w

s’il existe i = il ... im E p(w) et i’ = ii ... i~, E W-1 (w’ ) > tels que

(ii, ... ,im,) soit une suite extraite de (il, ... i ) , auquel cas i’ existe

pour tout i E p(w) et peut être pris dans p(w’) . On montre que, pour w,w’ E W
et i E p (w) , i’ E p (w’ ) , l’élément de W ne dépend que de w et

w’ ; on le désigne par w * w’ .

6.4. Si B opère à droite sur un schéma X et à gauche sur un schéma y , on
note X xB y le schéma quotient X x Y/B pour l’action b. (x,y) = 
de B sur X x y , lorsque ce Pour tout i = il ... im E M(I) ,
les 

1 x$ , , , et D(i) = D (i) /$ existent. °

Rappelons que dans le cas classique des groupes réductifs (de dimension finie),
si i E p(w) , D (1) est, selon Demazure, une désingularisation de la variété de
Schubert associée à w . Cela sera encore vrai (par décret !) dans le cas général.

6.5. Dorénavant et jusqu’à la fin du n° 6.7, nous ferons l’hypothèse que les ai
sont linéairement indépendants et que le quotient Z ai est sans torsion.

Pour être en conformité avec les articles de Mathieu auxquels nous nous référons,
nous supposerons aussi que les ai sont linéairement indépendants et que
rgA = Card I + corang A , mais cela ne joue sans doute aucun rôle dans ce que
nous avons à dire.

Soient À un élément dominant de A, w un élément de W , i = i ... i
un élément de p(w) , w E W le produit r.... r. et J l’ensemble

{i E =0) On définit de façon naturelle, facile à imaginer mais trop
longue à expliquer ici en détail, des opérations morphiques de B et des P i
sur L~~Z . L’orbite du point (c~. 9.2) sous l’action de B engendre un
sous-module 

, 

de rang fini de LÀ , Z . ° Soient v 
_ 

(resp. ° wv. ) le point du
schéma projectif représentant ’Zv (resp. O ~ À 

l’adhérence

dans de l’orbite de wv. sous B. Faisant usage des opérations des P.
sur on peut faire opérer D (1) sur v~ puis D(1) sur v~ , , et l’on
observe que l’image de cette dernière opération n’est autre que ~w,~ , ce qui
définit un morphisme : ----~ ~w~~ , ° La proposition suivante est cruciale : °
PROPOSITION 4.- annelé (w,03BB , 03C0*(O(D(i))) (Où. la notation O signifie

et un schéma dépendant seulement de w et J .

On le note 3 : c’est le ôchéma de Schubent correspondant à w et J.

Mathieu montre w,J .
6.6. Pour la construction de l’ ind-schéma  , on n’a besoin que des schémas w,Ø,
que l’on note w .



Le schéma en groupes B opère à droite sur D (1) et en fait un fibré loca-

lement trivial de fibre B et de D’autre part, B opère sur son

propre anneau affine par la représentation régulière à gauche, et l’on en déduit

un faisceau d’anneaux associé 1 sur ~(i)/$ . Soit F le faisceau d’anneaux

image directe de F par le morphisme canonique ?(i)/B --~ ~w . Ce
faisceau ne dépend que de w et non du choix de 1 . Finalement, nous définissons

le schéma 6(w) (c~. 6.1) comme étant le spectre de F : c’est donc un ôchéma

de  w (Mathieu montre même qu’il est affine en tant que schéma) ,
sur lequel B opère à droite de façon "localement libre", faisant de 6(w) un

fibré localement trivial de fibre B et de base ~w .
6:7. Pour w,w’ E W tels que w’  w , il existe des morphismes naturels

~W, ---~ ~W et G(w’) --~ ~ (w) qui s’avèrent être des immersions fermées. Les ind-

schémas limites inductives des systèmes et sont notés

et G. (Pour une définition formelle de la catégorie des ind-schémas, c~. [Mat 5 ] ,

§ 2. ) .;

Pour tout i E (w) , on a un morphi.sme surjectif canonique  (i) ~ (w) .
D’autre part, pour i,i’ E p(W) et posant i* = i ... il si i = il... i , on
définit de façon évidente un morphisme produit $ (1) X ~ ( i’ ) ----~ ~ ( ü’ ) et un

morphisme de passage à l’inverse D(1) --~ D(1*) . On montre alors que, si l’on

pose w = w (i) (d’où ~ ~ i = W (1 *) ) et w’ = w (1’) , il existe des morphismes

X ~ (W’ ) 2014~6(w~xw’) , r

: --- G(vr’’) , r

dépendant seulement de w et w’ et non du choix de i E p(w) et i’ E p(w’) ,
tels que les diagrammes

soient commutatifs, ce qui caractérise uw w’ , et tw univoquement. La collection

des p , et la collection des tw définissent le morphisme produit et le mor-

phisme de passage à l’inverse de l’ind-schéma en groupes G, dont la construction

est ainsi achevée.

6.8. Pour donner un sens à certaines assertions du § 1, il faut définir l’ind-
schéma en groupes 6p pour toute donnée ~ _ (I , A , (a.) , (ai) ) , , remplissant ou
non les conditions posées en 6.5. Pour cela, considérons une donnée
V’ = (I , ,11’ , (ai) , (ai~) ) satisfaisant à ces conditions et un homomorphisme



y : A ~ A’ tel que y (a.) = et ty (03B1’iv) = 03B1vi (il est facile de voir que
de tels V ’ et y existent). La construction précédente donne lieu à un schéma
en groupes Bp, = ~~,.~1+ , des schémas et un ind-schéma en groupes ê~,
réunion des Gp, (w) . D’autre part, les définitions du n° 6.2 s’appliquent à la
donnée D et fournissent un schéma en groupes D.U+ . L’homomorphisme y

induit de façon évidente un homomorphisme y* : ~~, --i Sv . Les schémas 6 , (w)
sont des fibrés localement triviaux de bases et de fibre Bp, ; il leur est
donc associé, par y* , des fibrés 6p(w) de bases w et de fibre Les

immersions fermées (w’ ) ~ D’ (w) (pour w’ ~ w ) "induisent" des djrmersions

fermées ~~ (w’ ) ---~ ~~ (w) et l’on définit l’ ind-schéma ~~ cantre la limite in-

ductive des Gp (w) relative à ces immersions. Le morphisme produit, faisant de

Gp(w) un ind-schéma en groupes, se déduit aisément du morphisme produit de 

7. COMMENTAIRES ET QUESTIONS DIVERSES

7.1. Au § 6, il n’a été rendu compte que d’une petite partie des travaux d’Olivier
Mathieu sur les groupes associés aux algèbres de Kac - Moody : la définition de
l’ind-schéma Gp n’est en réalité qu’un sous-produit de ses résultats no-

tamment [Mat 6]) sur les variétés de Schubert et leurs applications, résultats

qu’il n’est pas possible de résumer en quelques lignes. Citons seulement, parmi

beaucoup d’autres :
- une généralisation (en toute caractéristique) de la formule Weyl-Demazure

donnant le caractère du module L~ (c.6. 6.1), résultat obtenu précédemment par
V. Kac dans le cas symétrisable ;

- des généralisations du théorème de Borel - Weil - Bott (en caractéristique 0 )

et du théorème de nullité de Kempf (sur un anneau quelconque) ;
- un théorème de normalité des variétés de Schubert sur un anneau normal quel-

conque.

7.2. Il serait intéressant de définir pour toute donnée D un foncteur en groupes

"naturel" ~~ généralisant ceux du n° 1.3 et du § 4 et qui seraient, en un sens

à préciser, l’intersection de deux foncteurs de Mathieu R j2014~ ~~(R) , celui du
§ 6 et celui obtenu de façon analogue en permutant les ei et les fi .
7.3. Les groupes considérés dans cet exposé généralisent les groupes réductifs

ils possèdent des tordues que l’on peut définir par exemple par

descente galoisienne. La théorie de ces groupes non déployés reste à faire, mais

il est un cas déjà considéré à plusieurs reprises dans la littérature, celui des

formes "unitaires", ou "compactes" : c. 6. notamment [Ga 2], [KacP 2], [KacP 3],

[Ti 4]. A toute donnée 0 est associé un "groupe compact" Kp (qui n’est évi-

demment pas compact au sens topologique !). Ce groupe possède une présentation



simple comme somme amalgamée de groupes de Lie compacts T = Li
(i E I) , Sij (i,j E I et mij ~ ~ ) : les L. sont de rang semi-simple 1

et contiennent T (en vertu de l’amalgamation), et S.. est un groupe semi-

simple de rang 2 , de type correspondant à la matrice de Cartan Aii A..)
contenant les groupes dérivés de L. et L.. (C6. [KacP 3] et [Ti 4] ; ce

dernier article donne une preuve "immobilière" du fait que la sonne amalgamée en

question n’est ni trop petite ni trop grande. ) L’étude générale des formes
dans le ca~ a,~~.i.ne a été entreprise récemment par G. Rousseau [Re].

7.4. Dans [KacP 1] et [KacP 4], V. Kac et D. Peterson prouvent entre autres choses

plusieurs théorèmes de conjugaison. Le suivant est particulièrement frappant et a

de nombreuses applications (conjugaison des tores maximaux par exemple) :

SÀ H ut un sous-groupe de ED (C) que la restriction à H de la ne-

présentation adjointe ED(C) ~ Aut g (A) (cf. 5.2) se décompose en somme directe
de représentations irréductibles de H est c.onj ugué à
un sous-groupe d’un. c’ de la forme
~ (C) , 1 1L-. (C) , 11 "’. (C) i E J> , où J c l ut que (A..)..EJ une

0~1 lJ 
de Cartan.

Pour d’autres théorèmes de conjugaison, plus particuliers, voir aussi J. Bausch

[Bau] et J. Morita [Mor 3].

7.5. L’énoncé précédent est obtenu dans [KacP 4] par application de méthodes in-
troduites là pour adapter aux groupes EV (C) le théorème de Hilbert - Mumford. Dans

son énoncé classique, celui-ci devient trivial pour des groupes E (C) de dimension infi-
nie, mais il est possible de poser le problème sous une forme plus précise qui lui re-

donne de l’intérêt dans ce cas général : cela a été fait primitivement par R. Slo-

dowy [Sl 2] ] à l’occasion de ses travaux sur les singularités.

7.6. Le théorème de Chevalley sur l’existence d’isogénies dites "spéciales" entre

groupes réductifs a été étendu aux groupes sur un corps K , par J.-Y. Hée

(non publié). Soient V la donnée du n° 1.2, P’ = (I , A’ , iEi ’ iEI)
une autre donnée de même nature, p un nanbre entier, q : I --~ p~* une appli-
cation et ô : A’ ---~ A un homomorphisme tel que ô (ai) = q(i) .ai et

( 6) (ai) = Alors, Hée montre qu’il existe un hcmomorphiame de foncteurs

ô* : £~ ---~ £~, , aux F - caractérisé par les propriétés
suivantes : sa restriction à ~ = Han (A, ?) est la sition avec a et

ô*(~tai) _ l1:tai pour tout i E I . Cela permet de définir des groupes "à la

Rimhak Ree" dans le cadre de la théorie de Kac - Moody.



7.7. Supposons que A n’est pas somme directe (en un sens évident) de deux ma-

trices de Cartan généralisées non vides. Alors, R. Moody ([Moo 2]) montre qu’un
certain complété du groupe (K) (complété qui coïncide probablement avec

est algébriquement simple pour tout corps K de caractéristique nulle

(Moody suppose également que A n’est pas de type affine, mais cette restriction

peut être levée grâce à [Mor 1], [Ti 2], [Ti 3]). Il serait intéressant de savoir

si ce résultat reste vrai en toute caractéristique.

7.8. Reprenons les notations des numéros 3.4, 3.5, en supposant que R est un

corps K . L’existence des ffi-paires "opposées" (B,N) , (TU ,N) (en général
non conjuguées) est une caractéristique importante des groupes (c.6. notam-
ment [KacP 3], [KacP 4], [Ti 2], [Ti 5], [Ti 6]). A ces paires correspondent deux

imneubles 1 , l qui ont entre eux une relation non triviale : à tout couple
forme d’une chambre de 1 et d’une chambre de 1 est associé un invariant,
élément de W , qu’on peut appeler la codistance des deux chambres (cela résulte

de la "décomposition de Birkhoff", mettant en bijection canonique l’ensemble de

doubles classes et le groupe de Weyl W : c.6. p. ex. [Ti 2], 6.3,
ou [KacP 3], Prop. 3.3). Cette situation peut être axiomatisée et les "imneubles

doubles" ainsi définis sont susceptibles de classifications complètes dans des

cas assez généraux (par exemple en rang ? 3 , lorsque le graphe de Coxeter de W

est connexe et à coefficients finis). On peut en déduire de nouvelles caractéri-

sations (géométriques) des correspondant à ces cas. (Ce dernier

commentaire fait allusion à des recherches en cours, en collaboration avec M. Ronan).
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[Note ajoutée le 21.09.89. Cet exposé a été rédigé en avril-mai 1988 : il était

en effet prévu pour le Séminaire du mois de juin mais a dû être reporté à novem-

bre pour cause de maladie. Il s’est ainsi écoulé près d’un an et demi entre la

rédaction de ce texte et sa publication définitive. Une mise à jour sérieuse en

eût certes été souhaitable mais aurait pris trop de temps pour être envisagée ;
aussi me suis-je contenté d’apporter quelques corrections et précisions biblio-
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graphiques qui m’ont été aimablement signalées par G. Lusztig, 0. Mathieu et

P. Slodowy - je tiens à les en remercier ici - et de compléter la bibliographie

en y rajoutant notarnment un petit nombre de références récentes, auxquelles il

n’est donc pas renvoyé dans le corps du texte.] ]
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