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Séminaire BOURBAKI Novenbre 1988
4léme année, 1988-89, n° 702

NOMBRES DE TAMAGAWA DES GROUPES SEMI-SIMPLES
(d'aprés Kottwitz)

L. Clozel (*)

1. Introduction.

Soient F un corps de nombres, G un groupe linéaire algébrique sur F'. Soit w une forme
différentielle de rang maximal sur G, invariante & droite et & gauche, et définie sur F'; une telle
forme existe si, et seulement si, G est unimodulaire comme groupe algébrique ; supposons—le.

Soient v une place (finie ou infinie) de F, F, la complétion de F en v, Gy le groupe
sur Fy déduit de G par extension des scalaires, wy la forme différentielle bi—invariante sur Gy
déduite de méme de w. Si l'on choisit une mesure de Haar py sur Fy, la densité |wy|
associée & wy définit alors une mesure de Haar sur Gy(Fy) = G(Fy). On choisit les mesures de
Haar additives de la fagon suivante: si F, est p—adique, yy donne la mesure 1 & & ; si
Fy =R, py est la mesure de Lebesgue ; si Fy ¥ C, uy = idz.dz .

Par ailleurs, soit A = EI'FV (produit restreint) 1'anneau des adéles de F, et considérons

le groupe adélique G(A ) = II* G(Fy) ; en presque toute place finie v, Gy peut étre obtenu par
v

extension des scalaires & partir d'un groupe linéaire algébrique sur 1'anneau des entiers &, de F,
( schéma en groupes affine réduit sur Spec &) ; le produit restreint est pris par rapport aux
sous—groupes compacts ouverts G(&4) de G(Fy).

La "mesure de Tamagawa" sur le groupe adélique G(A ) est, en premiére approximation,
la mesure dg= I} |wy| sur G(A). Cela n'a de sens que si le produit est convergent,

c'est—a—dire si le produit, portant sur presque toutes les places finies de F:

I f | wyl
presque J G(&)
tout v

est convergent.

(*) Pendant la préparation de cet exposé, l'auteur était partiellement financé par la Sloan
Foundation.

S.M.F.
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L. CLOZEL

Ce produit peut diverger ; par exemple, si F = Q et G est le groupe multiplicatif Gy , on
obtient le produit l;[ (1—;). On sait, en général, introduire des facteurs de convergence (\y) tels

que le produit II Ay| wy| soit convergent [17]. On ne s'intéressera ici qu'aux cas suivants :
v

(a) G semi—simple connexe : le produit II| wy| est alors convergent.

(b) G= T est un tore anisotrope sur F. Soit F une cloture algébrique de F,
I'= Gal(F/F), X*T le groupe des caractéres de T (morphismes T — Gp sur F); X*T est
alors, de fagon naturelle, un I'-module. Soit r la représentation de T sur X*T®ZC,

L(s,r) = IfI ~ Ly(s,r) lafonction L d'Artinde r. Alors le produit
v finie

(1.1) O |wl IO Ly(1,7)1 wyl
v infinie v finie

est convergent — ses facteurs finis sont égaux a 1. Par ailleurs, la représentation r n'a pas de
composantes triviales ; sa fonction L n'a donc ni zéro ni péle en 1 ; on considére la mesure sur
T@ ) produit de L(1,r) par le produit (1.1).

Dans les deux cas, on a construit une mesure canonique sur G(A ), qui ne dépend pas du
choix de la forme rationnelle w: deux telles formes différent par un scalaire non nul ze F' , et
la formule du produit montre que II Ay] wy| = II A\y| z wy| . La mesure ainsi définie a encore le

v v
défaut de ne pas étre invariante par restriction des scalaires a la Weil : on définit donc la mesure
dim G
de Tamagawa sur G comme le produit de la mesure précédemment définie par | AFI 2

Ll

ou AF est le discriminant de F. On vérifie que cette mesure est invariante par restriction des

scalaires. (Pour la définition générale de la mesure de Tamagawa, cf. Ono [17]).

Limitons—nous désormais aux groupes semi—simples. On sait alors que la mesure de
G(F)\G(A ) — pour toute mesure de Haar sur G(A) — est finie. On définit le nombre de
Tamagawa 7(G) de G comme le volume de G(F)\ G(A) pour la mesure de Tamagawa.

Vers la fin des années 50, A. Weil remarqua que la notion de mesure de Tamagawa
permettait de démontrer de nombreux résultats arithmétiques de Siegel (volumes de domaines
fondamentaux de groupes arithmétiques ; nombres de classes de formes quadratiques). Il put
montrer, pour de nombreux groupes classiques, que 7(G)=1 si G est semi-simple et
simplement connexe et conjectura que c'était vrai dans tous les cas.

THEOREME 1.1 (R. Kottwitz). Soit G un groupe semi-simple simplement conneze.
Alors 7(G)=1.
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Notons que des travaux précédents d'Ono avaient réduit le calcul de 7(G) pour tout
groupe semi—simple au cas simplement connexe. Sansuc [19] a étendu ceci & tous les groupes
réductifs. Soit Pic(G) le groupe de Picard de G, [|]|(G) le noyau de l'application de

restriction en cohomologie galoisienne :

H\(F,G) —®© H\(F,,G) .
v

Rappelons que le principe de Hasse affirme que ce noyau est trivial si G est semi—simple et
simplement connexe. Jusqu'a une date récente, il n'était établi que si G n'avait pas de facteurs
de type Fg. Récemment, Tchernousov [22] a résolu le cas Ey :

THEOREME 1.3 —(Tchernousov). Soit G un groupe linéaire algébrique simple de type Eg sur un

corps de nombres F. Alors le principe de Hasse est vérifié pour G .

Plus précisément [23], Tchernousov démontre que si G satisfait les hypothéses du
théoréme, et se déploie sur une extension cyclique L/K de degré 5, il existe une extension finie
E/K, qui est une tour d'extensions cubiques et quadratiques, et telles que G contient un
sous—groupe connexe propre, défini sur £, qui n'est pas un tore. D'aprés Harder [24], cela
implique le principe de Hasse pour G, et les résultats antérieurs obtenus jusqu'a [24] montrent
alors que le principe de Hasse est vrai en général... pour G semi—simple, simplement connexe.
En général, on peut donc considérer |||(G) comme le "défaut du principe de Hagse pour G".

Modulo le Thm. 1.1, le résultat de Sansuc s'exprime alors ainsi :
THEOREME 1.2 (Sansuc, Kottwitz). Soit G un groupe réductif conneze sur F . Alors
|Pic G

I LL(G)

Dans cet exposé, on essaiera de donner une idée de la démonstration de Kottwitz. Elle
repose sur une stratégie définie par R. Langlands. Tout d'abord, Langlands avait démontré la
conjecture de Weil pour les groupes déployés. On ne décrira pas ici sa démonstration, qui date de
1966 : donnons seulement 1'idée principale. Le calcul de 7(G) revient évidemment & calculer

f 1d
G(F\G(A)
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Si G est déployé (semi—simple) de rang r, la théorie, due & Langlands, des séries
d'Eisenstein sur les groupes adéliques montre que la fonction constante 1 s'exprime comme résidu
de rang r (résidu itéré, le long de r hyperplans transverses) des séries d'Eisenstein
méromorphes formées & partir du sous—groupe de Borel de G . La théorie du terme constant
permet de calculer explicitement ce résidu ; on en déduit le nombre de Tamagawa de G ([14]).
Cette démonstration a été étendue par Lai [13] aux groupes quasi—déployés.

L'idée suivante (Jacquet—Langlands [5]) est une illustration d'un principe général de la
"philosophie de Langlands", suivant lequel l'arithmétique d'un groupe réductif G devrait étre,
grosso modo, "contenue" dans l'arithmétique d'une forme intérieure quasi—déployée de G, de
G (voir §2). En particulier, on devrait avoir, si la conjecture de Weil est vérifiée, 7(G) = 7(Go).
L'outil général pour exhiber de telles relations entre groupes liés par torsion intérieure est la
formule des traces de Selberg, développée par Arthur dans le cas adélique. La conjecture de Weil
s'exprime alors simplement par le fait que les "termes constants" des formules des traces pour les
deux groupes — i.e., les distributions invariantes données par fr+— 7(G)f(1), for— 7(Go)fo(1)
ol f,fo sont des fonctions sur G(A) et Go(A) convenablement "associées" — doivent étre
égaux. Pour de telles fonctions associées, on doit avoir f(1) = fo(1), et 1'égalité des termes
constants implique alors que 7(G) = 1(Gy).

Dés 1968, Jacquet—Langlands [5] avaient montré comment l'application de ce principe
permettait de démontrer la conjecture de Weil pour (les groupes dérivés de) GL(2) et une forme
intérieure de GL(2), c'est—a—dire le groupe multiplicatif d'une algebre de quaternions sur F. Le
cas général est, hélas, beaucoup plus difficile du fait de l'apparition des phénomeénes de
"L—indiscernabilité", découverts par Labesse et Langlands dans le cas SL(2), et qui empéchent
la comparaison directe des formules des traces. L'apport de Kottwitz est, dans plusieurs articles
importants [6, 7, 8] et & la suite du mémoire fondamental de Langlands [15], d'avoir
partiellement résolu les problémes posés par la " L-indiscernabilité". On a essayé de donner une
idée de ses constructions qui, rappelons—le, précisent et étendent celles de Langlands [15].

Le plan est le suivant. Dans le §2, on explique le formalisme général qui permet de relier les
classes de conjugaison de deux groupes liés par torsion intérieure sur des corps locaux ou
globaux ; on donne une expression simple de la formule des traces, due & Arthur; on décrit
succintement la stratégie de démonstration. (Le lecteur que la "conjugaison stable" effraie verra
ces notions illustrées dans le cas, plus simple, de GL(n) et de ses formes intérieures). Le §3 est
le plus technique: on y décrit la stabilisation du terme elliptique de la formule des traces.

Le point—clé est la définition de l'invariant de Kottwitz, qui relie conjugaison stable locale
et globale (Lemmes 3.1, 3.2) : sa construction, trés élégante (Lemme 3.1), simplifie grandement
une définition antérieure de Langlands. Dans le §4, on expose sans démonstration les résultats de
Kottwitz sur la comparaison d'intégrales orbitales de fonctions d'Euler—Poincaré. Enfin, dans le
§5, on esquisse la démonstration du Thm. 1.1 & l'aide de la stabilisation et des résultats locaux.
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Terminons par trois remarques. Tout d'abord, le Théoréme 1.1 était déja connu pour tous
les groupes classiques (Weil, Mars) et de nombreux groupes exceptionnels (Demazure, Mars) ;
avec les travaux d'Ono, Langlands, Lai déja cités, cela donnait la valeur de 7(G) pour de trés
nombreux groupes. L'aspect important de la démonstration de Kottwitz est qu'elle repose sur un
principe unique. Ensuite, les méthodes de stabilisation décrites aux §3—4 ne constituent qu'une
petite partie de la théorie générale de la L—indiscernabilité : en particulier son aspect le plus
frappant, le fait que l'on puisse regrouper les termes "instables" de la formule des traces pour
obtenir les formules des traces stables d'autres groupes [15, 8], n'y apparait pas. Enfin,
mentionnons une suggestion de Langlands [16] : puisque le principe de Hasse apparait partout
dans ces questions (cf. le §3.3), ne pourrait—on le déduire de la formule des traces ?

Je voudrais remercier J.—J. Sansuc et J.—L. Colliot—Théléne, qui m'ont fait part du résultat
de Tchernousov ; T.A. Springer, qui m'a communiqué sa rédaction de la démonstration ; et
T. Zink, qui m'a fait remarquer deux erreurs dans la premiére rédaction de cet exposé.

2. Réduction au cas quasi—déployé : comparaison
2.1. Rappelons d'abord la notion de forme intérieure.
Soient F un corps de caractéristique nulle, G un groupe linéaire algébrique connexe défini

sur F, F une cléture algébrique de F. Pour tout o€ Gal(F/F)=T, soit 7

l'automorphisme o-linéaire de G(F) déduit de o et dela F-structure donnée par G .
Soit G, un autre groupe linéaire algébrique sur F . Supposons tout d'abord que G, et G
sont isomorphes sur F. Identifions Go(F) et G(F) Al'aide d'un F-isomorphisme. Pour tout

o€, UG(UGO)‘l est alors un automorphisme (de groupe algébrique) de G(F) = G4(F). On dit
que G est forme intérieure de G, si aG(aG )1 est intérieur pour tout o€ I :
()

74(06) = Ad(g,)

pour quelque g € G(F). Il est clair que g, n'opére que par sa classe dans Gag(F) =

G(F)/ Z(F), et que celle—i est bien déterminée ; on obtient ainsi un élément de H(F;Gaq) ;
réciproquement, l'ensemble des F—formes d'un F-groupe G (& F-isomorphisme prés) forme
un torseur sous H(F,Gagq).

Supposons maintenant G connexe réductif. Il est bien connu que G est forme intérieure

d'un groupe quasi—déployé G, , i.e., un groupe G, ayant un sous—groupe de Borel défini sur
F.

Exemple 2.1. G, = GL(n)/F . Les formes intérieures de G, sont les algébres simples centrales
de degré n2 sur F.
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Supposons que F est un corps de nombres, et notons F, ses complétions locales. La forme

intérieure G, de G détermine alors une forme intérieure Go,v de Gy= G  «x Spec Fy , &
Spec F'
toutes les places v; Go,v et Gy sont isomorphes en presque tout v .

Revenant & la situation générale, supposons que le groupe réductif G soit forme intérieure
du groupe quasi—déployé G, . On n'identifiera plus G(F) et Go(F) ; plutdt, on se donne un
F-isomorphisme 1 : Go — G. Une classe de conjugaison dans G(F) est 'orbite d'un élément
v par G(F) opérant sur lui-méme par conjugaison. C'est (l'ensemble des points & valeurs dans
F d') une sous—variété de G(F). On dit que la classe de conjugaison est définie sur F
(F-rationnelle) si elle l'est comme sous—variété. Si ¢: G, — G est une torsion intérieure, on
verifie facilement que 1'image (') d'une classe de conjugaison F-rationnelle de G(F) est
une classe de conjugaison F-rationnelle de Go(F).

Supposons désormais que G (ainsi que G,) est semi—simple et simplement connexe. Un
théoréme fondamental de Steinberg affirme alors que toute classe de conjugaison F-rationnelle
d'éléments semi—simples de G, contient un élément rationnel.

Si 7€ G(F) est un élément F-rationnel et semi-simple, on peut alors considérer sa
classe de conjugaison O dans G(F), son image 1(0) dans Go(F), et les éléments
F-rationnels de celle—i. Pour des groupes généraux, ceci ne définit pas d'application entre
classes de conjugaison de G(F) et Go(F): en général, deux éléments 7,y de G(F) peuvent
étre conjugués par G(F) sans 1'étre par G(F), et il en est de méme dans G, .

Exemple 2.2. G =SL(2)/F. Les tores maximaux de G s'identifient aux tores
E} = Ker(N:E™ —F ™), ot E* est le groupe algébrique associé au groupe multiplicatif d'une
algebre étale E de degré 2 sur F (y compris Fx F), N la norme. Si E est un corps et o

engendre Gal(E/F), z et zo€ Ey =Ei(F) sont conjugués par G(F) sans 1'étre par G(F) sauf
si z==%1.

On est donc amené & introduire la notion suivante :

DEFINITION 2.3. 7,7’ semi-simples dans G(F). v,7" sont stablement conjuqués si v = gyg!
pour un ge G(F).

La classe de conjugaison stable de ye G(F) se définit de facon évidente. Elle est réunion

(finie dans le cas local, en général infinie dans le cas global) de classes de conjugaison ordinaires.
On a alors :

SCHOLIE 2.4. G forme intérieure de G, quasi-déployé, 1 : Go — G . Alors ! réalise une
injection de I’ensemble des classes de conjugaison stable semi-simples de G vers celles de G, .
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Exemple 2.5. Soit D une algébre simple centrale de degré n? sur F, G= D", G, = GL(n,F).
Dans ce cas, les classes de conjugaison stable (semi—simples) s'identifient aux classes de
conjugaison, tant dans G que dans G, . Les tores maximaux de G s'identifient aux tores E ™
ot E est une algebre étale de degré n sur F déployant D . Ils se plongent dans G, de
maniére évidente.

Par passage au quotient, on obtient encore une injection des classes de conjugaison
semi—simples entre G = D'/F* et G, = PGL(n,F).

2.2. Formule des traces.

Rappelons d'abord la formule des traces de Selberg en son degré zéro. Soit G un groupe
anisotrope sur le corps des nombres F. On sait alors que G(F) est cocompact dans G(A ). Soit
f une fonction C® & support compact sur G(A ) — ainsi f = fs® js , S étant un ensemble

fini de places contenant les places archimédiennes, la fonction fg étant dans Cc°°(G(Fs)) ol

FS = HS Fy, et fs étant la fonction caractéristique de HS G(0y), qui est bien défini pour S
vE V¢

assez grand. On considére I'action r de G(A) par translation & droite sur L2(G(F)\ G(A)).
Soit dg une mesure de Haar sur G(A ) ;si fe C°(G(A)), on peut définir

(nf)e)(z) = f ” )sO(xg)f(g)dg
pour g€ L2 G(F)\ G(A)) ; l'opérateur r{f) est tracable, et l'on a

1) tracer(f) = %gm vol(G(P\ G, (A)) O
ymod G(F)

ol

(2:2) fle19)%;

o= f G(A\G()

di est une mesure de Haar sur G,(A ), qui apparait 3 la fois dans la définition de O., et dans le

calcul du volume : le produit vol( )0'1 ne dépend pas du choix de di. Pour f donnée; la

somme (2.1) est finie ; les intégrales orbitales sont convergentes.

En général, la formule des traces pour un groupe semi—simple est plus compliquée et
beaucoup plus difficile & établir (voir 'exposé de Labesse [10]). Les travaux d'Arthur impliquent
néanmoins qu'elle se simplifie pour des fonctions particuliéres.
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Rappelons que la composante neutre G5 du centralisateur G, d'un élément semi—simple
7€ G(F) est un groupe réductif (connexe). On dit que 7 est elliptique si le centre de GY a
méme rang déployé que celui de G, ou, ce qui revient au méme, si Z( GW)"/ Z(G)° est un tore

anisotrope, Z(H) désignant le centre d'un groupe H. (Dans notre cas— G semi—simple
simplement connexe — G, est connexe et ceci revient a dire que Z(G.|)° est un tore anisotrope).

Dans 1'énoncé qui suit, supposons G semi—simple simplement connexe. On rappelle qu'une

représentation supercuspidale de G(Fy), v étant finie, est une représentation irréductible dont
les coefficients sont & support compact.

THEOREME 2.6 (Arthur). Soit v vo deuz places de F, vy étant finie. Supposons que
(1) fvi est un coefficient d’une représentation supercuspidale de G(fv,).

(i) Les intégrales orbitales de fy, s’annulent sur les éléments Y€ G(Fy,) qui ne sont
pas semi-simples elliptiques. Alors :

(iii) r(f) envoie LAG(F)\G(A)) dans Uespace 12, (G(F\G(A)) des formes

cusp
paraboliques ; c’est un opérateur tracable.
(iv) Ona

VoL(G(F\ Gy(R)) Oy(1) -
v semi-simple elliptique

Ce résultat, difficile, nécessite une bonne partie des résultats d'Arthur. Pour la
démonstration, cf. Kottwitz [9, §5].

2.3. Comparaison.

Soient G semi—simple sur F, G, la forme intérieure quasi—déployée de G . Rappelons
que pour v¢ S, S étant un ensemble fini de places, on a Gy ¥ Go,v . On peut adjoindre & S
une place finie v telle que Gy, ¥ Go,y, soit déployé : c'est donc un groupe de Chevalley sur

Fy, et l'on sait, d'aprés Gérardin [3] qu'il a des représentations supercuspidales.

Posons [ = fs® fse Ce (G(A)),
fo = fos® fi€ Ccm(GO(A ))-
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Augmentant S, on peut supposer qu'il contient les places archimédiennes. A la place n€ S, on
suppose que fy; = fo,v; €st un coefficient de représentation supercuspidale. On supposera de

plus qu'il existe une place v2€ S telle que fy, et fo,vo vérifient la condition (ii) du Thm. 2.6 ;

on verra dans le §4 que cela est licite. Pour vg¢ S, Gy ¥ Go,v et l'on suppose, aprés avoir
identifié les deux groupes, que fv = fo,v .

On a alors, des mesures de Haar dg et dg, étant choisies sur les groupes adéliques :

2.3 race Teusp(f) = vol(G(F)\ G(A 2 (¢ +
(2.3) trace reusp(f) = vol(G(F)\ G( ))CEZ(F) (9]

) , .
1€ G(F)-Z(F) ol(G(F)\ G4(#A)) 04(f)
Y el l]pthue
mod G(P

. cusp(fo) = vol( Gy Go(A z o
(24) trace rcusp(fo) = vol(Go(F)\ Go(A )) (jeZo(F)f(O+

v A o).
DRI CRUCHCOENS

Y% elliptique
mod G(F)

L'idée de la démonstration consiste & comparer les formules des traces (2.3) et (2.4) en
supposant qu'aux places de S les fonctions fy et fo,v sont "associées", i.e., ont des intégrales
orbitales convenablement associées pour des éléments associés comme en 2.1.

Considérons tout d'abord le cas, particuliérement simple, de G = D*/F* , G, = PGL(n)
(Exemple 2.5). Il a été étudié en détail par Deligne, Kazhdan et Vignéras [2]. Dans ce cas, la
conjugaison stable coincide avec la conjugaison, donc l'ensemble des classes de conjugaison
semi—simples de G(F) s'injecte dans celui des classes de conjugaison semi—simples de Go(F).
On vérifie aisément que les éléments elliptiques sont envoyés vers les éléments elliptiques. (Ce
sont les éléments images dans D' /F° ou GL(n)/F* d'éléments 4 appartenant & un corps de
degré n sur F plongé dans My(F) ou l'algébre D). De plus, tout élément elliptique de Go(F)
provient, dans ce cas, d'un élément elliptique de G(F) : les sommes (2.3) et (2.4) portent sur les
mémes ensembles. (*)

(*) Les formules (2.3), (2.4) ne sont pas exactes pour des groupes tels que PGL(n), qui ne sont
pas simplement connexes ; les groupes G’v ne sont pas connexes, et il apparait des indices

| G\ G,| . Voir [7], [8, §9.1] pour la formule correcte. On néglige ici ce détail (important).
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Jusqu'ici, nous n'avons pas précisé le choix des mesures dg et di sur les groupes G(A ),
GW(A) et leurs analogues dans G, . On prend, bien sir, les mesures de Tamagawa. On

remarquera que ces groupes sont des extensions de groupes des types (a), (b) considérés dans
I'Introduction : la construction qu'on a donnée des mesures de Tamagawa s'étend aisément. Par
récurrence — et par des "dévissages" simples dus & Ono, cf. aussi Sansuc [19] — on peut supposer

que les nombres de Tamagawa sont connus pour tous les groupes (. avec 7y mnon central.

Négligeant pour l'instant le probléme de stabilisation — par exemple dans le cas de D' /F* —on
voit que les termes non centraux des membres de droite de (2.3) et (2.4) seront égaux si l'on peut
choisir les fonctions f et f, telles que

(2.5) O.(f.dg,di) = O,Yo(fo,dgo,dio)

pour tout élément elliptique y€ G(F) associé & 7o€ Go(F). (On a rappelé dans la notation les
mesures définissant les intégrales orbitales: ce sont les mesures de Tamagawa). Bien sir,
1'égalité (2.5) ne concerne maintenant que les places de S, puisque les fonctions coincident
en—dehors. A priori, on ne doit pour l'instant supposer (2.5) qu'en les éléments non centraux. Il
résulte cependant de la théorie des germes de Shalika [4,21] que les intégrales orbitales des
éléments non centraux — en fait, les éléments semi—simples réguliers suffisent — déterminent les
intégrales orbitales pour toutes les orbites. Pour certaines fonctions (voir §4), Kottwitz obtient
une forme trés précise de ce résultat, et ceci impliquera que (2.5) est vrai partout. (Pour les

groupes D' /F* et PGL(n), on aurait pu le déduire de résultats de Deligne—Kazhdan—Vignéras
et Rogawski [2, 18]).

Faisons maintenant une hypothése supplémentaire sur f,f, : & une place v¢ S, on suppose

que fy(¢) = fo,(¢) =0 pour (#1,=1 pour ¢(=1.On a alors, prenant la différence de
(2.3) et (2.4) pour des fonctions associées :

(2.6) (1(G)=7(Go))f(1) = trace reusp(f)—trace reusp(fo) -

Choisissons encore une place v¢ S, non utilisée jusqu'ici, et telle que Gy = G,y soit non
compact. Considérons l'identité (2.6) comme une identité de formes linéaires sur l'espace des
fonctions fy€ Ceo(G) et supposons que fy(1)# 0 pour tout w# v. Puisque les espaces de
formes paraboliques se décomposent discrétement sous 1'action des groupes adéliques, 1'identité
(2.6) exprime alors fy(1) comme somme discréte de traces ¥ c; trace mi(fv), les m étant des
représentations unitaires de G(Fy) = Go(Fy). Pour un groupe non compact, la formule de
Plancherel contient des termes continus. Des arguments bien connus d'analyse harmonique locale
montrent alors que 1'égalité (2.6) n'est possible que si le coefficient de fy(1) est nul, i.e., si
7(G)—7(Go) = 0. On en déduit le Théoréme 1.1 pour G, puisqu'il est connu pour le groupe
quasi—déployé Gy !
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Que faut—il pour étendre cette esquisse de démonstration & un groupe quelconque ? Tout
d'abord, ce ne sont pas les éléments elliptiques qui sont en bijection, mais leurs classes de
conjugaison stable. Pour pouvoir utiliser la comparaison des intégrales orbitales, on est ainsi
amené & "stabiliser", au moins partiellement, la formule des traces. Nous décrivons en partie la
stabilisation de Langlands et Kottwitz dans le paragraphe qui suit. Il faut ensuite trouver des
fonctions vérifiant la condition (2.5), correctement reformulée pour tenir compte de la
stabilisation. C'est un probléme local, résolu par Kottwitz : ses résultats sont donnés dans le §4.
Enfin, dans le §5, on esquissera la fin de la démonstration dans le cas général.

3. Une stabilisation partielle de la formule des traces.

3.1. Dorénavant, nous supposons que G est un groupe semi—simple, simplement connexe sur le
corps de nombres F; G, est une forme intérieure quasi—déployée de G .

On considére le membre de droite de (2.3), qui est la somme des termes

A= Z vol(G(F)\ G(A ))£(¢)
(e Z(F)

— 2 G A 0 : ; ‘
7 e oery-gp " N ROt
Y e 111 pt]que
ymod G(F)

Les mesures dg sur G(A) et di sur G,(A) sont les mesures de Tamagawa ; G étant
simplement connexe, on sait que G, est un groupe réductif connexe ; y étant elliptique, le
centre de G, est anisotrope.

On veut comparer les termes A et B, pour des fonctions convenables, avec les termes
analogues Ao, et B, de (2.4). D'aprés le § 2.1, il est clair que cela ne sera possible que si 1'on
regroupe, & tout le moins, les termes de B selon la conjugaison stable.

En d'autres termes, on cherche & remplacer la formule des traces (simplifiée) pour G par
une formule des traces stable. Ce probléme de stabilisation de la formule des traces a été
considéré pour la premiére fois par Labesse [11] dans le cas ot G = SL(2) (*) ; il est résolu, dans
le cas de SL(2), par Labesse et Langlands [12] ; Langlands [15] a formulé le probléme général 3
l'aide de constructions de cohomologie galoisienne dans le groupe dual, et la formulation de
Langlands a été précisée et complétée par Kottwitz.

(*) Dans 'approche originale de Labesse, la conjugaison stable était plutét la conjugaison par
GL(2,I§)I f? SL(2,F). Cette notion est équivalente, pour SL(2) ou SL(#), & celle que nous
avons définie.
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Nous allons décrire la stabilisation de Kottwitz pour le terme B de la formule des traces.
Soit donc G, une forme intérieure quasi—déployée de G, ¥: Go — G un homomorphisme (sur
F) réalisant G comme forme intérieure de G, . Notons E: I'ensemble des classes de
conjugaison stable d'éléments elliptiques non centraux de Go(F). On peut écrire, d'aprés les
propriétés de la conjugaison stable,

. D .
(3.1) B - . (G.)04(f)
g“s’t’Yo

La deuxiéme somme est prise sur les y€ G(F) (modulo conjugaison) stablement conjugués
& P(70)-

L'expression (B) a deux défauts : elle n'est pas stable (les intégrales orbitales O,(¢) pour
77 Yo D€ sont pas toutes égales) et n'est donc pas comparable a priori & l'expréssion analogue
(Bo) pour Go ; elle n'est pas locale (I'expression ¥ 7(I,)O,(f) n'est pas un produit de termes

locaux) et ne peut étre évaluée simplement contre les fonctions que nous voulons considérer, qui
seront des produits de fonctions locales. Tous ces problémes sont résolus par l'introduction de
l'invariant de Kottwitz.

3.2. L'invariant de Kottwitz (cas régulier).

Commencons par des rappels de cohomologie galoisienne. Soit d'abord F un corps local de
caractéristique nulle, dont on se fixe une cloture algébrique F. Soit I' = Gal(F/F). Soit T un
tore sur F, X*T son groupe des caractéres (rationnels, définis sur F); T(F) et X*(T) sont
alors des I'—modules ; de 1'application naturelle

XTx T(F) — Gal(F) = (F)
on déduit un accouplement non—dégénéré :

Fp-adique)
F réel)

{Qél
H(F,X*T) x H\(F,T) — HYF,Gn) = {41/1
0 Fo(Q)

Kottwitz reformule cette dualité de la facon suivante. Soit T = Homl(X* T,C*) le tore dual de

T, X, T étant le réseau des groupes & un paramétre Gp — T/F . On vérifie alors facilement ([7,

§2]) que
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H(EXT) = no(T ),

TF étant le groupe des invariants de I' pour son action naturelle sur T, et 7mo( ) désignant le
groupe des composantes connexes.
On a donc

(3.2) H(F,T) = no(T)°,

D désignant la dualité des groupes finis.
De facon analogue, dans le cas global, on obtient un isomorphisme

(3.3) H(F, T(K )/ T(F)) = 1o(T )° ,

ol A est la limite inductive lim A , L parcourant les extensions finies de F dans F.
L

Soit maintenant % : G, — G la torsion intérieure fixée ; soit o€ Go(F), et supposons 7o
semi—simple régulier : son centralisateur, sous nos hypothéses, est alors un F-tore maximal I,
de Go.Si 7€ G(A) est conjugué & 9¥(7,) dans G(A')— stablement conjugué & 7, A toutes
les places — Kottwitz lui associe un élément obs(7y) € HY(F,Io(A)/I(F)).

La construction est la suivante. Soit X, 1'ensemble des paires (i,g), avec

(a) g€ GA)
(3.4) (b) i:I,— G/F, conjugué & zpl 7. sous G(F)
o
(©) ) =g19".
Par définition, X, n'est pas vide: il contient un élément (i,,q) avec i, =] I il est
0

muni d'actions de T', G(F) et I,(A):

(@)  o(4,g9) = (0i,09) gel
(B)  h.(i,g) = (Int(h)oi,hg) he G(F)
(n (gt = (5i(t1)g) te I(A) .

Comme l'indique la notation, les actions de G(F) et I,(A) commutent; on a
o(hz) = a(h)o(z), o(zt) = o(z)o(t). Soit X = G(F)\ X, . Puisque G(F) opére transitivement
sur l'ensemble des i, X s'identifie au quotient de {ge G(A): gio(7,)g! = io(7,)} par le

stabilisateur Io(F) de o dans G(F): X est un F-torseur sous l'action de Io(A )/Io(F)
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LEMME 3.1. 7 est conjugué sur G(A) & un élément §€ G(F) si et seulement si XU+ 0 .

Démonstration : Supposons ){r # 0 , et construisons € G(F), laissant la réciproque au lecteur.
Soit donc (i,9)€ Xo tel que pour tout o€ T', o(i,g) = (0i,09) = (Int hy)oihyg) , hy€ G(F).

On a donc h, =ogg?, ge G(A). Autrement dit, c'est un un—cocycle de I' & valeurs dans
G(F), d'image triviale dans H(T',G(A)). Le principe de Hasse (§1) donne alors h, = owv1,

ve G(F). Remplacant ¢ par vlg, on est ramené au cas oi g¢g=¢°g (Vo) d'od
o(i,g) = (04,9) = (Int (h;)osh;g) . Ceci implique h, =1 d'ot ¢(ig) = (4,9) . Mais alors on a
exhibé un couple 4,9 satisfaisant (c) avec ¢ défini sur F et ge G(A). On a alors
6= i(7)€ G(F),et §=gygt,qed!

Définissons alors obs(y) € HY(Io(A )/Io(F)) comme la classe du F-torseur X . Il est clair
que XT est non vide si et seulement si obs(y) = 1 . Par conséquent on a montré :

LEMME 3.2. 7 est conjugué sur G(A) @& un élément 6€ G(F) si el seulement si
obs(7) € H(F,Io(A)/Io(F)) est égalal.

On peut reformuler ceci en utilisant l'isomorphisme (3.3):
H(F,I(R )/ Io(F)) © (mo(Io)F)" : on considérera obs() comme un élément du groupe dual de

(3.5) KL/ F) = mo(oT) .

Sous cette forme, Kottwitz montre que sa construction s'étend au cas général : pour 7o
semi—simple, et 7 satisfaisant aux conditions précédentes, on définit
obs(7) € mo( Z( IO)F)D = R(Lo/ F)D ; I est maintenant le groupe dual de I, au sens de Langlands
(I, est un groupe réductif), que 'on n'a pas défini ici : voir Borel [1]. Le lemme 3.2 est vrai sous
ces hypothéses.

Revenons & 1'expression (3.1), dont nous considérons un terme régulier :

L . .
(3.6) < &) (G,)0,(f)
v ’;t’)’o

Si v est semi-simple régulier dans G(F), F local ou global, on vérifie aisément
(exercice !) que 1'ensemble des classes de conjugaison stable de y modulo conjugaison s'identifie

N

a
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(3.7 I/ F) = Ker(H(F,I) — H{(F,QG)),

I étant le centralisateur de y: si 9 =zyrl, 7 € G(F), z€ G(F), o€, on a
o(z) 1z = c € I(F) et (c,) définit un 1—cocyclede I' dans I.

Dans 1'expression (3.6), on voit alors que le nombre de termes G(A )—conjugués & un
élément fixé ye G(F) est égal &

| Ker(LL] () — LLI(G))I

le groupe ||| étant défini comme dans le §1 ; d'aprés le principe de Hasse, il est donc égal &

| LLI (D] ; d'aprés un résultat d'Ono [17],

() = | B(FXD|| (D5

ceci n'est autre que le Thm. 1.2, car Pic I= Hl(F,}) : cf. Sansuc (19, Lemme 6.9]) et, puisque
KL/ F) = mo(LoT) = HI(F,X*IO)D ne dépend que du groupe dual I, , ces objets sont isomorphes
pour tous les groupes [= I, avec 7 stablement conjugué & 7o : les centralisateurs de deux

éléments stablement conjugués sont, on le vérifie aisément, forme intérieure 'un de l'autre ; s'il
s'agit de tores, ils sont isomorphes. Finalement, on réécrit (3.6) comme

(3.7 Lo ar/ml o

v mod G(A)
7 venant de G(F)

ou 7 Yo veut maintenant dire que 7y est stablement conjugué & (7,) pour tout .

Notons maintenant que (3.7) a un sens méme si l'on ne suppose pas que 7€ G(A) aun
représentant dans G(F). D'aprés le §3.2, obs y€ R(IO/F)D est alors non trivial. Pour tout
élément régulier 7, € E* , on peut donc considérer

. ) )
(3.8) O PR <k,0bs 7>0.(f) -
Y '; . Yo
ymod G(A)

75



L. CLOZEL

Le terme associé & 7 est égal & celui de (3.7) si 7 est associé & un élément de G(F), a0
sinon — analyse de Fourier sur le groupe abélien K(I,/F)! On vérifie [9] que la méme expression
reste correcte pour les termes non—réguliers (*), et 1'on obtient enfin

3.9 B= ) ) ) obs 7> 0.(/)
3:9) WEES 7~ Yo ke K(I,/ F) <r08 7> Oy(f)
ymod G(A)

On fait subir & cette formule une derniére transformation. Kottwitz a défini dans (6] des
signes (/) =1 associés & tout groupe réductif I sur un corps local ; ils interviennent, on le

verra, dans 1'étude des intégrales orbitales. Ils vérifient une formule du produit : si I/F est
global, I} e(ly)=1.

On ne change donc rien en remplagant (3.9) par

(3.10) B= 2 2 2 e()<obs 7,6>0,(f) ,
YEEY T Yo K

o I'on a posé e(y) = II €(G,,,). Enfin, Kottwitz a démontré dans [8] des résultats de finitude
v

d'ou il appert que (3.10) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls dés que la ramification de
fe Ce (GR)) - 1le sous—groupe compact—ouvert K de G(A) fixant f— et le support de f
sont fixés. Cela permettra d'intervertir les sommations.

4. Comparaison d'intégrales orbitales.

On va maintenant comparer 1'expression (3.10) de B & son analogue pour G,. On doit
pour cela pouvoir identifier les intégrales orbitales (stables, cf. § 5) de certaines fonctions sur G,
et Go,y pour v€E S.

Pour simplifier les notations, écrivons dorénavant G, Gy plutot que Gy, Gy,y : ce sont des
groupes sur le corps F, que nous supposerons p-adique. Soit Y€ G stablement conjugué 3
¥(), 7€ Go. Puisque les groupes Gy=1, (Go)h‘0 = Iy sont formes intérieures 1'un de

l'autre, on vérifie aisément qu'une F-forme différentielle invariante, de degré maximal, sur I
en définit une sur Io. Il en est de méme, bien sir, pour G et Gy; enfin, revenant aux groupes

(*)  Le lecteur méfiant, qui serait surpris de la disparition des nombres de Tamagawa 7(I,)

entre les formules (3.1) et (3.9) vérifiera bien sir ([ , p. 394]) que l'on doit ici utiliser la
conjecture de Weil — on le peut par récurrence — dans les centralisateurs 1.
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globaux, si deux formes F-rationnelles sur G et Gp sont ainsi associées, il en est de méme
pour leurs composantes locales. Nous dirons que les mesures de Haar déduites de deux formes
ainsi associées sont associées : c'est donc vrai des composantes locales de deux mesures de
Tamagawa.

Si G est un groupe réductif p—adique de centre anisotrope, Serre [20] a défini la mesure
d'Euler—Poincaré dgEP sur G: elle est caractérisée par le fait que, pour AC G un

sous—groupe discret, cocompact, sans torsion, la mesure de A \ G est égale & la caractéristique
d'Euler—Poincaré de H(A,Q). Elle peut étre positive ou négative; elle n'est pas nulle. La
comparaison d'intégrales orbitales se fait en deux étapes. Rappelons que nous supposons G
semi—simple et simplement connexe sur F.

THEOREME 4.1. Il eziste une fonction d’Euler-Poincaré f,, € CS(G(F)) telle que
(1) Les intégrales orbitales de f, s’annulent auz éléments non elliptiques de G(F).
(2) Si ye G(F) est elliptique, de centralisateur I(F),

Oy([gp3 d9ppi dip) = 1.

Kottwitz, en fait, construit explicitement la fonction fEP ,

l'aide d'arguments cohomologiques dans l'immeuble de Tits de G(F). L'existence d'une fonction

et démontre ses propriétés, &

fEP ayant les intégrales orbitales désirés aux éléments semi—simples réguliers de G(F) était

bien connue des experts ("pseudo—coefficients de la représentation de Steinberg"); le fait nouveau
est le calcul de toutes ses intégrales orbitales.

On connait maintenant les intégrales orbitales de f mais pour des mesures qui ne sont

EP’
pas les mesures de Tamagawa locales. On doit donc relier les mesures d'Euler—Poincaré &
celles—i dans le cas de formes intérieures. C'est 1'objet du théoréme suivant :

THEOREME 4.2. Soit G, Gy deuz groupes (semi-simples, simplement connezes) forme intérieure
Pun de lautre sur F, dg, dgo des mesures associées, dgEP, dgo EP les mesures

d’Euler-Poincaré. Alors

(6) ggL = e(Go) 750~

gO,EP

Les signes ¢(G) sont ceux introduits & la fin du § 3; il y a un énoncé analogue, que nous ne
détaillerons pas, dans le cas réel. On renvoie & [9, Thm 1] pour cet énoncé et pour la
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démonstration.

5. Fin de la démonstration.

Reprenons 1'expression (3.10) de la partie non centrale de la formule des traces pour G, ol
l'on a échangé les sommations :

. B= 2 2 Z k>0 (f).
(5.1) 10EB Ref() 1 70 e(7)<obs 7,k>0,(f)
7€G(A)

Rappelons qu'on a fixé un ensemble S de "mauvaises places", contenant une place n
telle que le v f0 " est un coefficient supercuspidal. Si ve S— {v} est une place finie, on
b

prend pour composantes fy et fo,y des fonctions f et fo les fonctions d'Euler—Poincaré du
§ 4. Les conditions (i) — (ii) du Théoréme 2.6 sont donc satisfaites. On admettra qu'il est aussi
possible de choisir, aux places archimédiennes, des fonctions sur G et Gp ayant les propriétés
de comparaison nécessaires : cela résulte des travaux de Harish—Chandra, Shelstad, Delorme et
de l'auteur de ce rapport (cf. [9, § 4]).

Considérons un terme de (5.1) avec £# 1 (un terme "instable"). Montrons que

(5.2) z e(y)<obs 7,x> O4(f) =0.
%70
7€G(A)

Cette somme est non vide seulement s'il existe 6€ G(A) tel que § %t 0o (conjugaison

stable locale). Nous le supposons donc. Supposons de plus 6, régulier. Puisque la condition sur
7 est locale, on vérifie que (5.2) se réécrit comme un produit :

(5.3) <obs 8> I OF(fy) ou
v

AT

(i) kve R(Io/Fy) = mo(lo ¥) est l'image de ke K(Ip/F)

ii 0} est donnée, au moins dans le cas p—adique ot H!(Fy,G) = {1}, par
by

(5.4) O;:(fv) = b g(§O/FV)<nv,x>e(x6v)OMV(fv).
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On rappelle (§3.3) que P (l/Fy)~ H(F,,I)) paramétre la conjugaison stable, modulo
conjugaison, dans l'orbite de dy; il est dual & R(Ip/Fy); on note zé, le transformé de &, par
1€ 9 (1()/ F, v)-

Soit alors v une place finie de S—{w}: fy est une fonction d'Euler—Poincaré; ses
intégrales orbitales sont nulles si 6, n'est pas elliptique; s'il l'est, on vérifie que la restriction
R(I/F) — R(Io/Fy) est injective, et par ailleurs toutes les intégrales orbitales de (5.4), prises
pour les mesures de Tamagawa, sont égales (Théorémes 4.1 et 4.2). Donc (5.4) s'annulle.

Les termes non réguliers se traitent de fagon similaire. On a donc montré :

LY o

(5.5) B
YEES Y4y M0

L so,(f),
v

olt 7y parcourt un ensemble de représentants des classes de conjugaison stable de G(A)
provenant de Ef, et ot l'on a posé :

55) 50,1 =L, 1,01,

’

7 parcourant l'ensemble des classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable
(localement partout) de . Le terme analogue pour Gy est

5.7 = 2 .
(5.7) By 76%507000)

A l'aide des Théorémes 4.1 et 4.2, on montre alors que (pour les mesures de Tamagawa)
507(f) = 5070(f0) si 7€ G(A) provient de Y€ Ef, et, en particulier,si y=1, p=1:

dans ce cas, 'intégrale orbitale stable n'est autre que f(1) = fo(1); si Y€ E} n'est stablement
conjugé & aucun élément de G(A ) — une condition locale — SO’YO( f)=0. On adonc B= B,.

On en déduit enfin, les fonctions f et fo étant fixées (§ 2.3) de sorte que f(¢) = fo(¢) =0 si
CE€ Z(F) = Zy(F) est différent de 1:

(1(G)=(Go))f(1) = (r(G)—(Go))f(1) = ) trace m(f) ~) trace mo(fo),

™ o
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les sommes du membre de droite portant sur une décomposition compléte de L,sp( G(F)\G(A ))
et LZusp(Go(F)\Go(A)) en irréductibles. L'argument donné 2 la fin du § 2.3 (cf. [9, § 4]) montre
alors que 7(G) = 7(Gyp), ce qui démontre le Théoréme 1.1.
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[2]

(3]

(5]
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(7]

(8]
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L. CLOZEL

Addendum

Apres l'exposé oral, J.—J.Sansuc et J.—L. Colliot—Théléne m'ont informé que
V.1. Tchernousov avait démontré le "principe de Hasse pour Eg" :

[22] V.I. Tchernousov.— Sur le principe de Hasse pour les groupes de type Eg (en russe),

4 paraitre.

J'ai utilisé une rédaction en anglais de la démonstration par T.A. Springer ; enfin, la

validité générale du principe de Hasse, & partir du travail de Tchernousov, résulte de l'article
classique de Harder :

[23] T.A. Springer.— The Hasse principle for groups of type Eg (after Cernousov),
preprint.
[24] G. Harder.— Ueber die Galoiskohomologie halbeinfacher Matrizengruppen I, Math.

7. 90 (1965) 404428 ; II ibid, 92 (1966), 396—415.
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