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POINTS CRITIQUES DANS LES PROBLÈMES
VARIATIONNELS SANS COMPACITÉ
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Séminaire BOURBAKI

40ème année, 1987-88, n° 698

Juin 1988

0. INTRODUCTION

Ce titre recouvre un vaste sujet motivé par la résolution d’équations aux dérivées partielles
elliptiques non linéaires issues, entre autres, de la géométrie différentielle (problèmes de courbure,

applications harmoniques, etc.) et de la physique (problème de Yang-Mills, problème des trois

corps, etc.) ; voir la bibliographie détaillée à la fin de cet exposé.
Les solutions de ces problèmes apparaissent comme les points critiques d’une fonctionnelle

F , c’est-à-dire les solutions de l’équation F’(u) = 0 . Une difficulté commune à tous ces

problèmes est que l’espace de base n’est pas compact et que la fonctionnelle F ne vérifie pas la
condition de Palais-Smale, forme déguisée de compacité qui sera précisée dans la suite.

Je me bornerai, dans cet exposé, à expliquer les difficultés, les progrès réalisés et les

problèmes ouverts sur un exemple modèle :

où Q est un ouvert borné régulier de RN avec N ~ 3, q(x) est une fonction donnée et

p = (N + 2)/(N - 2) est l’exposant de Sobolev critique. Cet exposant joue un rôle très particulier lié
à l’invariance par le groupe des dilatations du quotient de Sobolev. (Lorsque N = 2 , on remplace
uP par une fonction exponentielle ; on rencontre des phénomènes intéressants dont je ne parlerai
pas - voir la bibliographie.)

Malgré sa simplicité apparente, le problème (1) présente une structure très riche et peut servir
de "laboratoire" pour tester des méthodes nouvelles, que l’on peut ensuite essayer d’appliquer à
d’autres problèmes. Bien entendu, on peut remplacer le domaine a par une variété riemannienne
M compacte, sans bord, de dimension N. Le problème (1) s’écrit alors
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Dans le cas particulier où q(x) est la fonction q(x) = [(N - 2)/(4(N -1)] R(x) et R(x) est la
courbure scalaire de M, le problème (2) correspond au célèbre problème de Yamabe qui sera noté

(Y). Ce problème intéresse les géomètres car s’il possède une solution, alors il existe une nouvelle

métrique g’ conforme à la métrique initiale g telle que, pour la nouvelle métrique, la courbure

scalaire soit constante (voir par exemple [A 3]).

Quelques mots d’histoire :

i) En 1960, Yamabe [Y] publie un article où il énonce comme théorème l’existence d’une

solution du problème (Y).
ii) En 1967, Trudinger [T] découvre une erreur dans la démonstration de Yamabe. Le

théorème de Yamabe devient la conjecture de Yamabe.

in) En 1976, Th. Aubin [A 2] publie un travail important où il prouve la conjecture de

Yamabe pour les variétés de dimension N ~ 6 non localement conformément plates.
iv) En 1984, R. Schoen [Sc] annonce la solution complète de la conjecture de Yamabe dans

tous les cas restants. Il présente une démonstration complète seulement pour N = 3 . Sa méthode

utilise le théorème difficile de la masse positive de Schoen et Yau ([Sc-Y 1], [Sc-Y 2]).
Récemment, nous avons obtenu, en collaboration avec A. Bahri, un résultat d’existence pour

le problème (2) qui s’applique en particulier au problème de Yamabe. Avant d’énoncer ce résultat,
notons que si le problème (1) ou (2) admet une solution, alors nécessairement la première valeur

propre de l’opérateur -A + q est strictement positive (ceci est facile à voir en multipliant l’équation
(1) ou (2) par Dans toute la suite, on fera donc cette hypothèse qui équivaut à la coercivité de

l’opérateur -A + q , c’est-à-dire

THÉORÈME 1 ([Ba-Br]).- On suppose que N  6. Alors il existe une solution de (2).

La démonstration est fortement inspirée par un travail fondamental de Bahri-Coron [Ba-C 1],

[Ba-C 2]. Notre approche utilise des outils topologiques et évite entièrement le théorème de la

masse positive, ce qui permet de considérer des fonctions q(x) générales.

Remarque 1.- La restriction N  6 provient de difficultés techniques dans la démonstration. Il est

naturel de conjecturer que le Théorème 1 s’étend au cas N ~ 6 .

Encore un peu d’histoire sur le problème ( 1 ) :
En 1965, Pohozaev découvre un résultat négatif surprenant concernant le problème (1) :



THÉORÈME 2 ([Po]).- On suppose que S~ est étoilé. Alors, il n’existe pas de solution du

problème

Ce résultat facile à démontrer a un impact désastreux. Il donne à penser que les problèmes avec

exposant critique n’ont, en général, pas de solution (alors que si p  (N + 2)/(N - 2), il est facile

de voir que (1) ou (2) possède une solution). Il faudra attendre une quinzaine d’années avant de

réaliser, d’abord, que la présence de la fonction q(x) et, ensuite, que la topologie ou la géométrie
de a permettent d’obtenir des solutions de (1).

THÉORÈME 3 un ouvert borné régulier de RN avec N >_ 4. On suppose
(4) il existe xo e S~ tel que q(xo)  o .

Alors, le problème (1) admet une solution.

Remarque 2.- Lorsque q(x) >_ 0 sur S~ , il peut se produire que le problème ( 1 ) admette une
solution, mais on ne connaît aucun résultat général d’existence. Ceci est un problème ouvert très
intéressant.

Dans le cas où N = 3 , la situation est plus compliquée. Rappelons quela fonction de Green

G(x,y) de l’opérateur -A+q est la solution de l’équation

On écrit

où g, la partie régulière de G, est continue sur Q x Q . Voici un résultat dû à B. McLeod [Mc] et
lié au travail de Schoen [Sc] sur le problème de Yamabe.

THÉORÈME 4.- Soit 03A9 c R3 un ouvert borné régulier. On suppose
(5) il existe xo E ~ tel que > 0 .

Alors, le problème (1) admet une solution.

Remarque 3.- La condition (5) n’est pas toujours facile à vérifier. Dans le cas particulier où S~ est
une boule et q(x) une constante, un calcul explicite montre que la condition (5) est vérifiée si et
seulement si -?~1  q  -~,1/4 . Dans le cas du problème de Yamabe (Y), l’hypothèse (5) résulte du
théorème de la masse positive.



Plus récemment, il a été découvert que la topologie ou la géométrie du domaine Q peuvent
être utilisés pour établir des théorèmes d’existence. La première remarque dans cette direction est
due à Kazdan-Warner [K-W] qui ont observé que si a est un anneau,
Q = {x E RN ; RI  Ixl  R2} , alors le problème (3) admet une solution (radiale).

En 1984, Coron [Co] a prouvé que si l’on fait un "petit trou" dans un domaine général, alors
le problème (3) admet une solution. Ainsi on a, par exemple, le :

THÉORÈME 5.- Soit D un ouvert borné régulier et soit ~ = D B Br où Br est une boule de
rayon r contenue dans D. Alors pour tout r assez petit, le problème (3) possède une solution.

Dans un travail tout à fait remarquable, Bahri et Coron [Ba-C 2] ont réussi à supprimer
l’hypothèse " r petit" et ils démontrent le résultat suivant :

THÉORÈME 6.- On suppose que S~ a une topologie non triviale au sens suivant :
(6) L’homologie Z2) est non nulle pour un certain entier d.
Alors, il existe une solution de (3).

Il reste encore de nombreuses questions ouvertes. Ainsi, il est naturel de conjecturer que le

problème (1) admet une solution sous l’hypothèse (6) pour une fonction q générale. D’autre part,
il semblerait que la géométrie de S~ puisse jouer un rôle (même si Si a une topologie triviale)
comme le montre le résultat suivant de Ding [Di 1] :

THÉORÈME 7.- Soit D = {x e RN ; r  Ixl  1 } avec N >_ 4 et soit

(de sorte que Q est

contractile). Alors, pour r et ~ assez petits, le problème (3) admet une solution.

Dans la Section I, je présenterai un outil abstrait d’Analyse fonctionnelle qui est relativement

simple mais fort utile : un principe de min-max sans la condition (PS). Dans les sections 2 et 3,
j’expliquerai comment on peut l’appliquer à la résolution de problèmes décrits ci-dessus.

1. LE CADRE FONCTIONNEL ABSTRAIT

Les problèmes décrits ci-dessus ont une structure variationnelle, c’est-à-dire que les solutions

correspondent aux points critiques d’une fonctionnelle F de classe Cl définie sur un Banach E

(ou sur une variété de dimension infinie). Pour résoudre l’équation F’(u) = 0 , on peut commencer

par minimiser F . L’espace de base n’étant pas compact, l’infimum n’est pas nécessairement
atteint. Pour remédier à cette difficulté, on utilise très souvent une forme déguisée de compacité
introduite par Palais et Smale [P-S], la célèbre condition (PS) :



Voici un résultat simple, mais qui illustre bien le rôle de la condition (PS).

THÉORÈME A.- Soit F une fonction bornée inférieurement et vérifiant la condition (PS). Alors
F atteint son minimum.

Pour démontrer le Théorème A, il est commode de faire appel au Lemme d’Ekeland [Ek] qui
afiirme que l’on peut toujours trouver une suite (Un) telle que

Si la condition (PS) est satisfaite, on conclut aisément que le minimum est atteint.

En fait, la condition (PS) est trop forte ; une fonction F peut atteindre son minimum sans

vérifier la condition (PS).

ExemDle. -

On voit d’ailleurs sur cet exemple que la condition (PS) a été conçue pour empêcher les points
critiques de "fuir à l’infini". Cette condition étant trop restrictive en vue des applications, nous
avons trouvé utile d’introduire (voir [Br-C-N]) une condition plus précise :

DÉFINITION.- Soit c e R fixé. On dit que F vérifie la condition si pour toute suite (un)
telle que F(u") -~ c et IIF’(un)II -~ 0, alors (un) est relativement compacte.

Bien entendu, F vérifie (PS) si et seulement si F vérifie (PS)c pour tout c ER. On
obtient alors facilement la variante suivante du Théorème A :

THÉORÈME A’.- Soit F une fonction bornée inférieurement et soit c = Inf F .On suppose que F
vérifie la condition pour cette valeur particulière de c. Alors Inf F est atteint.

Cette amélioration qui peut paraître négligeable est en fait extrêmement utile dans les
applications. En pratique, on est conduit au programme suivant :

1) Identifier les valeurs de c pour lesquelles (PS)c tombe en défaut.
2) Montrer que Inf F n’est pas une telle valeur.
La mise en oeuvre de ce programme sur des exemples concrets n’est pas toujours simple,

mais cette approche a permis, entre autres, à Th. Aubin [A 2] et R. Schoen [Sc] d’aborder (Y). Le
théorème A’ sert aussi à démontrer les Théorèmes 3 et 4.



Dans d’autres situations, il peut se produire que l’ Inf ne soit véritablement pas atteint. On

peut alors faire appel aux méthodes de min-max ou bien à la théorie de Morse pour détecter des

points critiques. C’est cette approche qui est utilisée pour démontrer les Théorèmes 1, 5, 6 et 7.
Voici, à titre d’exemple, un résultat abstrait simple dans cette direction :

THÉORÈME B.- Soit K un espace métrique compact et soit K* c K un fermé tel que K* ~ ø et

K* ~ K. On fixe une application f* continue de K* dans E et on considère

Alors c défini par (7) est une valeur critique de F .

Le cas particulier où K = [0,1] ] et K* = {0,1 } conduit au corollaire suivant dont

l’interprétation géométrique est facile à saisir :

COROLLAIRE 1 (Ambrosetti-Rabinowitz [A-R]).- On suppose que F vérifie F(0) = 0 et

(10) Il existe des constantes p > 0 et R > 0 telles que F(u) >_ p Vu e E avec ~u~ = R ,

( 11 ) Il existe vo e E tel que I > R et 0 .

Soit P = {f e C([0,1];E) ; f(0) = 0 et f(l) = vol. On définit c par (7) et on suppose que F

vérifie (PS)c . Alors c est une valeur critique de F.
La démonstration du Théorème B est assez élémentaire. On peut, par exemple, appliquer le

Lemme d’Ekeland [Ek] comme dans [A-E], p. 272 ; voir aussi [N].

L’inégalité stricte (8) n’est pas toujours commode à vérifier et peut nécessiter un argument de

topologie. (Dans le cadre du Corollaire 1, c’est très simple puisque toute courbe continue joignant
0 à vo perce la sphère de rayon R .)

Remarque 5.- L’exemple suivant (construit avec L. Nirenberg) montre que la condition joue
un rôle essentiel. Sur R2 la fonction F(x,y) = x2 - (x - 1)~ y2 vérifie les hypothèses (10) et (11).

Elle vérifie aussi la propriété (PS)c pour tout c e R , sauf c = 1 , et néanmoins la conclusion
du Corollaire 1 tombe en défaut. La valeur c = 1 correspond à un "point critique à l’infini" de

coordonnées (l,~) .



2. PRÉLIMINAIRES SUR LA MEILLEURE CONSTANTE DE SOBOLEV ET ANALYSE DU
DÉFAUT DE LA CONDITION (PS)c
Les solutions de (1), (2) ou (3) correspondent aux points critiques non nuls de la

fonctionnelle

qui est bien définie sur l’espace de Sobolev Hl (à cause de l’injection de Sobolev H~ c LP+1 ;
noter que p + 1 = 2N/(N - 2) .)

La difficulté essentielle provient du fait que F ne vérifie pas la condition (PS). La manière la
plus directe de s’en convaincre est la suivante : si F vérifiait (PS), on pourrait appliquer le
Corollaire 1 et on aurait ainsi toujours une solution de (1), (2) ou (3) - ce qui contredirait le
Théorème de Pohozaev.

Pour comprendre comment la condition (PS) tombe en défaut, il est indispensable
d’introduire la meilleure constante de Sobolev (dont le rôle fondamental avait déjà été mis en
évidence dans [A 2]) ; on pose

Les propriétés principales de S sont les suivantes :
1) S est indépendant du domaine a (ou de la variété M ) ; ceci provient de l’invariance du

quotient Q((p) = J par le groupe des dilatations k -~ (p(kx). S dépend seulement de
N.

2) S n’est jamais atteint si a:F- RN .
3) Sur RN l’infimum (13) est atteint et les fonctions extrémales, modulo translations et

dilatations, sont de la forme (1 + IXI2)’~’2)~ . On utilisera en particulier les fonctions

où C = [N(N - 2)] l~(p-1 de sorte que U~ vérifie

Modulo des translations, toutes les solutions positives de (14) sont données par les fonctions Ux .
On notera que quand ~, -~ +00 , U~(x) -~ 0 si x ~ 0 et Ux(0) -~ oo . Autrement dit, les
fonctions U~, se "concentrent" au voisinage de x = 0 et plus précisément (U~p+1-~ SNI2 So et
|~U03BB|2 - SN/2 8o au sens des mesures. (Pour la démonstration de ces propriétés, voir par
exemple [A 1], [Lie], [Ta], [G-N-N] et [0].)



A l’aide de ces fonctions, on peut construire facilement des suites qui violent la condition
(PS). Soit, par exemple,

où X e Q est fixé arbitrairement (c’est le "point de concentration"), (03BBn) est une suite quelconque
qui tend vers l’infini (c’est la "vitesse de concentration") et Ç(x) --_ 1 au voisinage de x. On vérifie
aisément que F(un) - E , que ~ 0 avec

et que n’est pas relativement compacte.
Plus généralement, on peut superposer de tels gadgets. On fixe k points de concentration,

X1,X2,... Xk dans S2 et k vitesses de concentration ~,l,n,?~,n,... ~,k~, qui tendent vers l’infini

quand n -~ ~ . On pose

où u~ est un point critique de F . Alors F(un) -~ F(uo) + k E , -~ 0 et (un) n’est pas

relativement compacte. Il est remarquable que la condition (PS)~ tombe en défaut uniquement à ces
niveaux quantifiés :

THÉORÈME 8.- La condition est vérifiée sauf pour c = a + k E où 6 est une valeur

critique de F et k =1,2,3,.... De plus, la formule (16) fournit une bonne description des "points
critiques à l’infini".

Le phénomène de défaut de compacité a été analysé pour la première fois par Sacks-
Uhlenbeck [Sa-U] ; il a ensuite été rencontré par de nombreux auteurs (voir bibliographie). Plus

précisément, le Théorème 8 est basé sur les travaux de Struwe [St 1], Brézis-Coron [Br-C 1],
P.-L. Lions [Lio], etc. En particulier, comme on a toujours 0 , on voit que le premier niveau
où la condition (PS)c tombe en défaut est c = X. Donc si l’on sait montrer que c défini par (7) est
strictement inférieur à E , on peut conclure à l’existence d’une solution de (1), (2) ou (3). On

notera aussi que si le problème (1), (2) ou (3) n’a pas de solution, alors uo = 0 est le seul point
critique de F et (PS)c tombe en défaut précisément pour c = k E .

Alternativement, pour trouver des solutions de (1), (2) ou (3), on peut aussi considérer la

fonctionnelle

sous la contrainte u E V = { u e H1o; |~u|2 + qu2 =1 ? , qui présente un défaut de compacité aux
niveaux k k = 1,2,.... Appliquant alors le Théorème A, on voit que si



alors cet infimum est atteint et on obtient ainsi une solution de (1) ou (2).

3. APPLICATIONS AUX THÉORÈMES D’EXISTENCE

Les théorèmes 3 et 4 se démontrent par minimisation, la partie technique de la démonstration
consistant à vérifier l’hypothèse (17). Pour le Théorème 3, on peut supposer, quitte à faire une
translation, que q(0)  0. On considère ~~,(x) _ ~(x) U~,(x) où § e ~(S~) est une fonction fixée
telle que ~(x) --_ 1 au voisinage de x = 0. On pose

Un développement limité, quand ~, -~ ~ , montre que

ce qui permet de vérifier la condition (17) et de conclure.
Dans la démonstration du Théorème 4, le choix de la fonction test (p est plus global. Quitte à

faire une translation, on peut supposer que g(0,0) > 0 . Soit la solution du problème

Quand ~, -~ ~ , on montre (voir [Br 1]) que

ce qui permet encore de conclure par minimisation.



Pour démontrer les Théorèmes 1, 5, 6 et 7, il est impossible de procéder par minimisation,
l’infimum en (17) étant égal à S n’est pas atteint. (Sous les hypothèses du Théorème 1, il peut se
produire, pour certaines fonctions q(x), que J  S ; mais comme on n’impose aucune restriction
sur q(x) , on peut aussi avoir J = S , ce qui ne permet pas de conclure par minimisation.)

Voici, par exemple, l’idée de la démonstration du Théorème 5. Sans restreindre la généralité,
on peut supposer que SN-1 ca. On applique le Théorème B avec K = BN , K* = SN-1 et

J(u) = sous la contrainte u ~ V = {u ~ H1o; |~u|2 = 1 ) . En l’absence de solutions de
(3), J vérifie (PS)c sauf pour c = k SN/2 . On définit l’application f* : V comme suit

où § e est convenablement choisi et ~, sera fixé ultérieurement. Soit c défini par (7). Il
faut vérifier deux choses :

i) La condition (PS)~ (pour cette valeur de c ).

Vérification de i) : il est clair que c > SN/2 . Pour montrer que l’on évite les mauvaises valeurs de c
( c = k SN/2, k = 1,2,... ), il suffit de prouver que c  2 SNIl.

C’est dans ce but que l’on fixe 03BB assez grand et que l’on suppose le trou assez petit.
Vérification de ü) : on suppose, par l’absurde, que c _ Max J(f~(a)) et donc il existe une

aESN-l 1

application f : BN -~ V telle que Max J(f(a))  2SN~2 . D’autre part, l’analyse des suites
aEBN

minimisantes (ou le Théorème 8 avec k = 1 ) montre que l’ensemble de niveau

se rétracte sur S2 . On obtiendrait alors une rétraction de BN sur Q et donc sur SN-l, ce qui est

impossible. On voit ainsi apparaître le rôle de la topologie dans la vérification de la condition (8).
La même idée est utilisée pour aborder le Théorème 7. Par contre, la démonstration du

Théorème 1 est beaucoup plus compliquée. Comme dans [Ba-C 2], on introduit, pour tout entier
k > 1 , l’espace des barycentres formels

On pose V = (u e Hl ; J IVul2 + qu2 = 1} } et J(u) = On considère l’application
fk(~) : Bk(M)  V définie par



où c~a ,x est la solution de l’équation

( correspond à la fonction Ux(x - a) convenablement localisée au voisinage de x = a ). Les
deux ingrédients essentiels de la démonstration sont les suivants :

i) On montre que si ~, est assez grand, alors

Une analyse délicate des "termes d’interaction" (comme dans [Ba 1] montre que si N = 3, alors il
existe un entier kt tel que fk(03BB) : Bk(M) ~ JkSN/2 pour k >_ ki et 03BB > (k) . Lorsque N = 4 et
5 , on sait seulement montrer qu’il existe un entier ki tel que pour tout k > ki et tout ?~ >_ Jl(k)
l’application de paires fk(~,) : est homotope à une
application à valeurs dans (JkSN/2,JkSN/2) et est donc nulle en homologie.

ü) On montre à l’aide d’outils de topologie algébrique, comme dans [Ba-C 2], que si (1) n’a
pas de solution, alors fk(~,) n’est pas nulle en homologie pour k > 1.
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