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Séminaire BOURBAKI Juin 1987
39&me année, 1986-87, n° 684

LE MODULE DU "MOONSHINE"
[d'aprés I. Frenkel, J. Lepowsky et A. Meurman]

par Jacques TITS

1. INTRODUCTION : LE "MOONSHINE"
Cet exposé a pour objet le groupe fini simple d'ordre
246,320 59,76 ,112,133.,17.19.23.29.31.41.47.59.71

canstruit par R. Griess en 1981 (cf. [Gr], article exposé au Séminaire Bourbaki
de novembre 1983 [Ti 1]), huit ans aprés que son existence ait été prévue simul-
tanément par B. Fischer et R. Griess. Ici, ce groupe sera appelé "Monstre", ou
"groupe de Griess - Fischer", et noté M . Il est plus que probable que c'est le
seul groupe fini simple ayant 1l'ordre indiqué, mais cela n'est "pas tout & fait
démontré". Ce qui le rend particulidrement intéressant n'est pas seulement qu'il
soit le plus gros des groupes finis simples sporadiques (c'est-a-dire n'apparte-
nant pas aux séries infinies bien connues) mais, plus encore, un ensemble de pro-
priétés arithmétiques assez mystérieuses, collectivement baptisées "Moonshine"
(= "fariboles", selon Harrap's) par J.H. Conway. Rappelons en quoi consiste ce
phénoméne, en renvoyant & [CN] et [Br] pour plus de détails.

La plus petite représentation linaire fiddle de M en caractéristique zéro
a pour degré 196883 , ce qui est, 3 une unité prés, le coefficient de q dans
1'invariant modulaire
2niz

J(z) =q '+ 744 + 196884 g + ...  (q = e2UZ) |

Inspiré par cette remarque, due & McKay, J. Thompson cbserve que les deux ou trois
coefficients suivants sont, eux aussi, sammes d'un petit nombre de degrés de re-
présentations irréductibles de M (par exemple, le coefficient de g2 est la
somme des dimensions des trois plus petits M-modules simples), ce qui 1l'améne 3
conjecturer 1l'existence d'un M—module gradué V = i§1 Vi "naturel" dont la
série de Poincaré X dim v, - ql serait j-744 . Pour caractériser un tel module
gradué V & isamorphisme prés, il suffit de donner, pour chaque élément g de

M , la série Z(Tr g’vi) . qi (dont la série de Poincaré ci-dessus est le cas
particulier pour g = 1), série que nous noterons Tr(g |Viq) ou, plus simple-
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J. TITS

ment, Tr(g|V) , ou encore, s'il n'y a pas d'hésitation possible sur le module
gradué que 1l'on considére, Tr(g;q) . A chaque élément g de M devrait donc,
selon Thompson, &tre naturellement associée une série Tr(g | V) , qui ne dépend
que de la classe de conjugaison de g . Si les premiéres composantes Vi de V
n'ont qu'un petit nombre de composantes irréductibles, la relation
Tr(l]|Vv; e2r:iz) = J=-744 détermine (ou, au pire, ne laisse que tr&s peu de choix
pour) les Vi en question, donc aussi les premiers coefficients de la série
Tr(g|V) pour tout g . Partant de 13, de la table des caractdres du Monstre
(cf. [ATLAS], p. 220) et de 1'idée précongue, fortifiée par les premiers essais,
que les Tr(g|V) doivent &tre les développements & 1'infini de fonctions modu-
laires simples, J.H. Conway et S. Norton ([CN]) parviennent & déterminer pour
tout g € M une fonction modulaire candidate, notons-la 1 . Ces fonctions ug
ont des propriétés remarquables, qui sont l'essence du "Moonshine" : par exemple,
elles sont toutes des uniformisantes de courbes modulaires de genre zéro, et 1l'on
a une description assez satisfaisante des courbes modulaires qui correspondent
effectivement 3 des classes de conjugaison de M ; en particulier, les résultats
obtenus donnent de la substance (sans toutefois l'expliquer vraiment) 3 une re-
marque ancienne de A. Ogg sur les nambres premiers qui interviennent dans 1'ordre
du Monstre (cf. [CN], p. 308). Reste & vérifier que les relations

2niz

(1) Tr(g|V;e )=ug

définissent bien un M-module gradué. Cela a été fait par A. Atkin, P. Fong et
S. Smith suivant une méthode imaginée, elle aussi, par J. Thampson, utilisant le
critére de Brauer pour qu'une fonction centrale donnée sur un groupe soit un ca-
ractére virtuel, ainsi que des relations de congruence satisfaites par les coef-
ficients des fonctions modulaires considérées. Ces résultats sont jusqu'ici res-
tés inédits et peut-étre méme non écrits ; on trouvera cependant un bref exposé
de la méthode dans [Fol.

Cela établit l'existence d'un module V satisfaisant & (1), mais n'en donne
pas une construction "naturelle". Dans [FIM 1], qui fait 1l'objet du présent expo—
sé, I. Frenkel, J. Lepowsky et A. Meurman (appelés FIM dans la suite) construi-
sent efgectivement un M-module gradué, que nous noterons encore V , tel que
Tr(1|v; e®™? = j-744 . La définition tout 3 fait explicite de ce module per-
met de calculer facilement la série Tr(g|V) pour certains &Léments g de M,
a savoir ceux qui appartiemnent & un certain sous-groupe C (voir plus loin) ;
les expressions que l'on trouve représentent bien des fonctions modulaires mais
différent dans la forme de celles proposées par [CN]. Leur égalité, que l'on
conjecture évidemment, implique des identités non triviales entre fonctions modu-
laires. A ma connaissance, ces identités n'ont pas été vérifiées (sauf pour quel-
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(684) LE MODULE « MOONSHINE »

ques éléments g trés particuliers : cf. [FIM 2], p. 268 et [Ti 2], p. 104) et,
par ailleurs, on ne sait rien des séries Tr(g|V) lorsque g n'appartient pas
d C , pas méme si ce sont des fonctions modulaires. Si la construction de FIM a,
jusqu'ici, apporté peu de lumidre sur les aspects purement arithmétiques du
"Moonshine" (notamment sur le rdle surprenant joué par les courbes modulaires de
genre zéro), en revanche, elle fournit une approche intéressante, plus conceptuel-
le, de la preuve d'existence du Monstre due & R. Griess (et déja quelque peu sim-
plifiée entretemps : cf. [Ti 1], [Col).

2. INTRODUCTION (SUITE) : LES GRANDES LIGNES DE LA QONSTRUCTION

Nous utiliserons l'abus de notation suivant, en usage dans la théorie des
groupes finis : G = x1 . X2 Xm signifie que G est un groupe possédant une
suite de composition distinguée (G = GurGpyr-+rG = {1}) dont le quotient
Gi/G'—l est isamorphe a Xi pour i=m,m-1,...,1 ; dans cette écriture,

L "
(Z/n2Z)° est souvent remplacé par n° et ps+s e st synonyme de

ps . pS' . pS" «.«.. (ainsi, il ne faut pas confondre 22 , upe abélien élémen-
taire d'ordre 8 , et 21*2 , qui représente n'importe quel groupe non cyclique
d'ordre 8 et méme presque toujours, par convention tacite, un groupe non abé-
lien). Soient A le réseau de Leech, doté de son produit scalaire naturel, et
Cos =RAut A/ {# 1} (resp. M4 ) le plus grand des groupes simples de Conway
(resp. Mathieu).

Dans [FIM 1], comme dans l'article original de Griess [Gr], M est obtenu
comme le groupe engendré par un sous-groupe C = 21+24 ,Co, et un élément o
d'ordre 2 . Dans la variante de [Gr] proposée 3 ce méme Séminaire ([Ti 1]), o©
a été remplacé par un groupe de type 22+11+22, (§5 x May) , ol $3 est le grou-
pe symétrique d'ordre 6 ; ce groupe, noté D dans [Ti 1], sera ici désigné par
D . Cette présentation, plus symétrique, débarrasse la construction de certains
choix arbitraires ou non expliqués, ce qui met en évidence son unicité et sim-
plifie les formules. Pour 1l'exposé de [FIM 1], nous suivrons la méme démarche
avec, espérons-le, des effets analogues (dans [FLM 1], l'unicité de la construc-
tion, & isomorphisme prés, est loin de sauter aux yeux (V).

Il s'agit danc de construire un certain <C,D>-module gradué V . Il s'avére

que les actions de C et D sur V se voient mieux dans des extensions conve-

(M Le point de vue de [FLM 3] est plus invariant et, 3 certains &égards, plus
proche de celui adopté ici. Je remercie J. Lepowsky de m'avoir communiqué,
au fur et @ mesure de sa progression, le manuscrit de [FLM 3]. Les chapitres
qui concernent le plus le présent exposé me sont parvenus trop tard pour que
je puisse en tenir pleinement compte, mais ils m'ont néanmoins permis de
mieux comprendre certains aspects de la construction, et notamment 1'action
du groupe D sur l'espace V" (cf. §8).
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nables V' et V' de V, ol VcV' cV". Plus exactement, V' est un C-mo-
dule gradué, ou C est extension centrale de C par un groupe <z> d'ordre 2
et V est 1l'espace des points fixes de Z dans V' (espace sur lequel opére
donc C/<Z>=C).Quant 3 V", c'est un D-module gradué, od D est un groupe
de type 23+3+12+24 (g, x Mp,) possédant un sous-groupe abélien &lémentaire 7%
d'ordre 4 dont V est l'espace des points fixes et tel que le quotient par Z
du normalisateur de Z dans D ; quotient qui opére fidélement sur V , posséde
D comre sous-groupe (aisément caractérisable) d'indice 16 . Dans V", V' est
1'espace des points fixes d'"un élément d'ordre 2 de 2 et Z induit <2> sur V' .
Le groupe D est extension de $s par un groupe Do = 23+3+12+24 M, ,
et le module V" se décompose naturellement en une somme directe de quatre fac-
teurs V' (3 =0,1,2,3) , stables par Do : oV" est stable par D tandis
que V" , V" et ,V" sont permutés symétriquement par D (ou, si 1'on peut
dire, par son quotient $; ). La description des espaces gradués V" et V' est
aisée (§ 4) et leurs structures respectives de C- et de So—modules sont assez
évidentes (§§ 7 et 8). Mais il reste, et c'est 13 le point difficile de la cons-
truction, a prolonger 1l'action de '15'0 sur V" en une action de D . C'est ici
qu'interviennent les "opérateurs de sammet" ("vertex operators" : cf. § 5) et la
théorie de Kac-Moody. L'idée est la suivante : on considére quatre algébres de
Lie de dimension infinie jé (j =0,1,2,3) opérant respectivement sur les jV“
(cg. § 5) et permutées entre elles (vues comme algdbres d'opérateurs) par le
groupe D . Les jé sont des algébres de Kac-Moody de type affine (en un sens
un peu élargi), extensions centrales de s$1(C[t,t=1])2* par C . Leur action
sur les iV" s'obtient par application de deux procédés de construction, dus &
J. Lepowsky, R. Wilson ([LW]), I. Frenkel et V. Kac ([FK]) des représentations
"de base" de 1l'algébre de Kac-Moody de type A, . Pour j=1,2,3, la camposante
jV'zl' de degré % de jVj est un espace vectoriel de dimension 212 qui engen-
dre jV" en tant que j!;—module (de la méme fagon qu'un module simple 3 poids
minimum pour une algébre de Kac-Moody est engendré par les vecteurs non nuls de
poids minimm) . Pour décrire 1'opération de D sur V" ® V" ® ,v" , il suffit
donc de donner son action sur 1l'espace 1V'%'_ ® 2\7‘;’_ ® 3V§' , laquelle est‘de n?ture‘
essentiellement combinatoire (c4. § 8), et son action sur l'algébre .6 ©,6 @ ;6 .
L'opération de D sur oV" se décrit par un procédé assez différent (bien qu'uti-
lisant aussi 1l'action de oG sur oV" ), plus malaisé 3 esquisser en quelques mots,
mais en fait plus élémentaire (cf. §8, remarque 2)).

r

Une fois obtenues (par restriction & partir de V' et V" ) les opérations
des groupes C et D sur V , on doit encore montrer que le sous-groupe <C,D>
de GL(V) engendré par C et D est bien le groupe de Griess - Fischer. Pour
cela, on constate d'abord que la camposante hamogéne V4 de degré 1 de V se
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(684) LE MODULE « MOONSHINE »

décampose sous l'action de <C,D> en same directe de € et d'un espace vecto-
riel B de dimension 196883 , lequel s'identifie canoniquement & l'espace noté B
dans [Ti 1], tensorisé par € . On vérifie en outre que les groupes C et D in-
duisent sur B les groupes notés C et D dans [Ti 1]. Il s'ensuit, d'aprés le
théoréme fondamental de Griess (sous la forme exposée dans [Ti 1], § 5), que la
restriction de <C,D> & V4, est bien le groupe M voulu. Considérant alors
1'"affinisé" de V, , c'est-3-dire l'espace V, = V4 ® €[t,t=1] ® ¢ , FIM montrent
qu'il "opdre" sur V, c'est-d-dire qu'il existe une application linéaire p : V4 —EndV
compatible avec les opérations de C et D sur V4 (donc \71 ) et V ; de plus,
p est irréductible, c'est-ad-dire que p(V4) ne laisse stable aucun sous-espace
propre non nul de V . Cela implique manifestement que <C,D> opére fidélement
sur V, , donc est isomorphe & M . Signalons qu'a nouveau, la construction de p
fait intervenir de facon essentielle les opérateurs de sammet.

En fait, FIM considére V4 non seulement en tant qu'espace vectoriel mais
came une algébre non associative graduée, dont ils démontrent que p est une
"représentation", en un sens précisé dans [FIM 1], § 4. L'algébre en question est,
a peu de chose prés, 1'"affinisée" de 1l'algébre de Griess -Norton, jouant un rdle
important dans la preuve par Griess de 1l'existence du Monstre. (La notion 4'"af-
finisée" d'une algébre non associative provient de la théorie de Kac-Moody ; on
en trouve la définition - sans toutefois que 1l'expression soit explicitement uti-
lisée - dans les premiéres lignes du § 4 de [FIM 1]. Le cas particulier de 1'al-
gébre G définie au § 6 ci-dessous laisse deviner la définition générale. Pour
l'algdbre V, , voir par exemple [FLM 2], § 13, ou [Ti 1], p. 119, lignes 4 & 9.)
Je ne sais pas si la structure d'algébre de V; est indispensable pour prouver
1l'existence d'un homomorphisme e ayant les propriétés requises.

Malgré son importance pour la démonstration du résultat final (i.e. le fait
que <C,D> opére fidélement sur V, , donc est iscmorphe & M ), cette derniére
partie de la construction de FIM, & savoir l'existence de p , ne sera pas déve-
loppée plus avant dans cet exposé : outre que cela aurait pour effet de 1l'allon-
ger au-deld du raisonnable, les indications fournies par [FIM 1] et [FIM 2] sur
ce point sont peu détaillées et je n'ai pas fait 1l'effort d'en déduire une démons-
tration campléte.

Pour conclure cette introduction, signalons.que, came on a d'ailleurs déja
pu s'en rendre campte, les notations utilis@es ici ne sont pas toujours conformes
3 celles de [Ti 1], et encore moins & celles de [FIM 1].

Je remercie M. Broué et R. Griess pour des remarques qui m'ont été trés
utiles dans la mise au point de ce texte.
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3. RESEAUX, EXTENSIONS CENTRALES ET 2-GROUPES

Soit S un ensemble i 24 &léments ; dans l'espace vectariel Fo , identifié
a l'ensemble des parties de S , on se dane un sous-espace G de dimension 12
tel que le cardinal (comme partie de S ) de tout élément de G soit égal & O,
8, 12, 16 ou 24 . On sait qu'un tel sous-espace G , appelé "code de Golay",
existe et est unique & une permutation de S prés.

Soient H un espace vectoriel complexe de dimension 24 , E une double
base de H (c'est-d-dire une partie de H de cardinal 48 , contenant une base
de H et égale @ son opposée -E ) et o : E— S une application telle que,
pour tout s € S, o 7(s) soit une paire d'éléments opposés de E . Le groupe
F‘E,doncaussi G , opére sur E de fagon évidente : si TEFE et e€E, on
pose Te = -e ou e selon que oO(e) appartient ounon &8 T . Chaque orbite
de G dans l'ensemble des bases de H extraites de E est un espace hamogéne
principal sous G ; on en choisit une que 1'on note B (elles sont toutes conju-
quées sous l'action de Fo ). Pour toute famille F d'éléments de E , nous dé-
signons par IF la somme dans H des €léments de F . Notans < , > la forme
bilinéaire symétrique dans H définie par <e,e> =2 et <e,e'> =0 pour
e€E et e' €EE~ {# e . (On prendra garde au fait que le symbole < > si-
gnifie tantdt "produit scalaire", tantdt "groupe engendré par" ; le contexte de-
vrait écarter toute possibilité de confusion.) Pour tout réseau X c H (sous-
groupe de H engendré par une base), l'ensemble X = {h € HI<h,X> < Z} est un
réseau qui s'identifie au Z-dual de X .

Notons B' Lllensemble des &léments de H de la forme §Zb avec b€ B,
et définissons K (lire : "kappa") comme le réseau engendré par E et B' . On
vérifie aisément que K/K- est un groupe abélien &lémentaire d'ordre 4 engen-
dré par l'image commme ¢ des Eléments de E et l'image comune B des élé-
ments de B' . L'image réciproque de <ef> dans K est un sous-réseau d'indice 2
de K que nous notons A ; c'est le xéseau de Leech. On a AY = A . L'intersec-
tion de K avec le réseau engendré par -;- E est aussi un sous-réseau d'indice 2
de K, noté Ko . Soit K4 la classe latérale non triviale de Ko dans K ; on
adonc K=Ko UKy et Ky =Ko +b pour tout b € B' .

Il existe une et une seule forme alternée K x K — <i> (ol i est la ra-
cine carrée de -1 bien comnue, d'od <i> =Z/4Z ) telle que [kxk'] = (-1)K&™
si <k,k'> est entier et [e,b] = i<e'b> si e€E et b€ B' . Soit

1 — <i> —— K T4 K —» 1

1'extension centrale définie par cette forme alternée, c'est-a-dire telle que le
commutateur de deux éléments k et k' de K soit [n(k) ,m(kk')] . [N.B. Les
groupes K et K sont respectivement notés multiplicativement et additivement,
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d'oll certaines bizarreries dans les formules que nous allons écrire.] Le centre
de K est le groupe Tr’(ZKJ') = <> x (ZKJ') . On a un homomorphisme canonique
n' : 4K — "1 (4K) , section (c'est-d-dire, inverse 3 droite) de la restriction
d T 3 w1(4K) , homomorphisme défini par n'(k) = ®¢. (1) X% | on K est
un élément quelconque de m~'(k) . Il peut é&tre prolongé en un homomorphisme

ZKJ‘ — 1 (ZK'L) , section de la restriction de m au centre de K , et deux tels
prolongements sont conjugués par un autcmorphisme de K fixant <i> et K.

Choisissons-en un et notons-le encore mn' . Ce choix "épingle" K au sens sui-
vant : les automorphismes de K fixant <i> et n'(ZKJ‘) sont exactement les
autamorphismes intérieurs.

Faisons encore le choix d'un prolongement de m' en un hawomorphisme - lui
aussi noté m' - de 2A dans 1 '(2A) , section de la restriction de m 3
m1(2A) : il y a deux tels prolongements, conjugués l'un de l'autre par n'importe
quel &lément de K - m-1(A) . Il est immédiat que l'ensemble A des &léments k
de nw'(A) tels que, posant k = n(ﬁ) , on ait kz = (2k) . (—1)<k'k> est un
sous—groupe de K , et que la restriction de n a A définit une extension cen-
trale

1 — <D —A—A— 1

1 ~
<&,L> sur A ; le centre de A

correspondant d la forme alternée [£,£'] = (-1)
est T1(24) NA =n'(24) x <-1> .

Nous aurons 3 considérer les groupes P = R/’ (2KY) et Q = A/m'(24) , qui
sont respectivement extensions centrales de K = K/ZK‘L =42 x 222 par <i> et
de A = A/2A =224 par <-1> (groupe extraspécial). La projection canonique
d'un €lément x de P oude K (resp.de Q oude A) dans K (resp. A)
est notée x ; came A cK , il y a ambiquité lorsque x € A , mais on s'arran-
gera pour la lever par le contexte. Le groupe ( s'identifie & un sous—quotient
de P, & savoir, le quotient '5/<q1> de 1'image § de A dans P par le sous-
groupe d'ordre 2 engendré par 1l'image cammune g, de tous les éléments de
n'(2E + 2B') dans P . Notons que le groupe P et 1l'élément q, ne déterminent
pés Q canoniquement : tout ce que l'on peut dire, c'est que Q est un sous-
groupe d'indice 2 du centralisateur de g4 dans P ne contenant pas i , mais
on ne peut préciser lequel sans faire intervenir A .

L'image dans P de m '(2E) est une classe latérale de <i> , formée de
deux €léments d'ordre 2 que nous notons pz et ps (donc ps = (-1) .pz ) et
de deux €léments de carré -1 . On en déduit une partition de l'ensemble m—1(E)
en deux sous-ensembles Ez et E:; définis de la fagon suivante : pour j = 2,3,
Ej est 1l'ensemble des x € m"'(E) tels que 1'image de x2 dans P soit 1'61é-
ment p. . On adonc Es =i.Ez . Pour des raisons qui apparaitront plus loin,
1'élément -1 de P sera parfois noté p, ; ainsi, {1,p1,Ppz,ps} est un
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2-groupe abélien é&lémentaire.

4. LES ESPACES VECTORIELS GRADUES V" , V' ET V

Soit T 1l'espace d'une représentation lindaire camplexe, fiddle et irréduc-
tible de P , telle que 1'élément i de P soit représenté par le scalaire i .
Une telle représentation est unique & &quivalence prés et de dimension 212 .
Tout élément de P n'appartenant pas & Q.<i> conjugue q; en (-1).q, , donc
permute les espaces propres T+ et T- de q; dans T correspondant aux va-
leurs propres +1 et -1 ; il s'ensuit que dim Ty = dim T_ = 272 , Come 0
centralise g4 , il laisse invariants T4 et T. . En particulier, l'espace T4
est un Q-module (car Q = 6/<q1>) » qui ne peut &tre, évidemment, que 1l'unique
module fidéle pour le groupe extra-spécial Q .

Posons €[K]™ = C[K] ®c[<i>] C , oi C est considéré comme C[<i>]-module
pour l'action évidente : i }— multiplication par i . Ainsi, C[K]~ est 1'al-
gébre du groupe K dans laquelle "1'élément i du groupe est identifié & la
constante i ". (Le choix de la notation a pour but de suggérer que C[K]~ est
"l'algébre du groupe K tordue" : le choix d'une section K k- K détermine une
base de C[K]” indexée par K .) De méme, nous notons C[A]~ 1'algébre
CIA] Bi[<-1>] € + qui s'identifie naturellement i une sous-algdbre de CIK]™ .
Identifions aussi K et A avec leurs images canoniques dans C[K]~ et c[A]™ ;
ainsi, le groupe K (resp. A ) opére sur C[K]~ (resp. €[A]l” ) par conjugai-
son, et cette opération se factorise 3 travers P (resp. Q ) et méme 3 travers
K (resp. A). On gradue C[K]™ , donc aussi c[A]” , en attribuant 3 tout &élé-
ment k de R le degré % <n(k) ,m(k)> ; ainsi la graduation de C[K]~ est a
valeurs dans %N et celle de C[A]” dans N .

Nous sommes & présent en mesure de définir les espaces gradués V" , V' et
V . Ecrivons

@) V' = 18 (eHt]) B clK]” © t3s(eduie]) ® T ,

avec les conventions (un peu osées) suivantes : t est une "indéterminée de
degré 1" , tH[t] =tH ® t2H ® ... désigne une samme directe de copies de H
dotées de degrés 1,2,3,...,t 'S(thH[t]) est 1l'algébre symétrique graduée de
cette somme directe dont tous les degrés sont diminués d'une unité (ses compo-
santes hamogénes de degrés -1,0,1,2, ... sont donc respectivement les es-
paces C,H,S2(H) ,S*() ®H®H, ... ), t3S(t3H[t]) s'interpréte de fagon
analogue (ses composantes de degrés —;‘-, 1 '%' 2,... sont C,H,S2H) ,H,...) ,
C[K]” est gradué de la fagon prescrite plus haut et T recoit le degré 0 . On
trouvera a la fin du § 6 (remarque 4) une explication partielle des motifs ayant
conduit FIM 3 poser la formule (2). L'espace gradué V' est défini par une ex-
pression analogue :
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V' o= 1S (eHlt]) © clA]” @ t3S (e t]) ® Ty ;

c'est l'espace des points fixes de g, dans V" (le groupe P opdre sur CIK]~
etsur T, donc sur V" ). Enfin, on note V 1l'espace des points fixes de 1'au-
tomorphisme w d'ordre 2 de V' induit par :

1l'automorphisme -1 de H ,

1'automorphisme de €[A]” induit par 1'élément central d'ordre 2 de Aut A
(i.ee Ab— Am1. ((1)EFN AR>Sy e R,
1'automorphisme -1 de T4 .

[N.B. La graduation adoptée par FLM pour V" est l'opposée de la ndtre.
Cela s'explique sans doute par des raisons lies & l'origine physique de certaines
notions utilisées et aussi par le fait qu'en théorie de Kac-Moody, la tradition
veut que 1l'on considére plus volontiers des représentations d poids maximum que
des représentations & poids minimum (comme ici, au § 6). Dans cet exposé, un
emploi systématique de graduations négatives aurait cependant paru quelque peu
artificiel. Ce changement de signe en entraine beaucoup d'autres dans les for-
mules ; j'espére m'étre le plus souvent trampé un nambre pair de fois.]

Calculons la série de Poincaré de V . Elle est manifestement égale a la
demi-somme de Tr(l|V';q) etde Tr(w|V';q . On a successivement

iy . _ i 21 _ < i, . _ 1
Tr(l| St ;q =1+qg +g“+ ... = P d'oll Tr(l|S®EHL) ;q) e

’
o 24
puis Tr(l| t1S(tH[t]) ; q) = q~1(ir_11 (1—_1&{)) , série que l'on note H(q)~?

(o2 H se lit "&ta"). Comme t3H[t] = t3u[t}]/tH[t] , on en déduit que
Tr(l | t%S(t&H[t]) ;) = H(q) /H(q%) . D'autre part, Tr(l]|c[A]” ;g n'est autre
que la série théta du réseau A (en variable g ) ; nous la noterons ©(qg) . On
a donc

Tr(l|V';q =6(q) .H(@-" + 212 . H(g).H(gd)-" .

Un calcul analogue fournit la relation
Tr(w|V';q) =H(@ .H(@)~" + 22 .H(g?) . H(gd) .H@-2 ,
d'od, finalement,
Tr(1| Vi = 3(0(@ .H(@™ + H(g) . Hg?)~"
+ 212(H(q) . H(g) " +H(G?) H(@) . H@-2)) .

Désignons (abusivement) par J'(q) le second membre de cette &galité. C'est a
priond une série en q% , mais on sait que l'espace V n'a que des composantes
de degré entier (car w vaut -1~ sur les autres) ; donc J' est en fait une
2niz

série a coefficients entiers, c'est-a-dire que la fonction J'(e ) est inva-

riante par z +— z+1 . Elle l'est aussi par z b— -z=7 come on le déduit
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facilement des formules de transformation classiques des fonctions théta et é&ta.
Ainsi, J' (ezm_z) est une fonction modulaire (pour le groupe SLz(2) ). De plus,
J'(@) = g + des termes de degrés strictement positifs. Donc, '=J-744 , o
J est l'invariant modulaire (en variable q ).

Considéré came {1,ps =-1,p2,ps}-module, V" est same directe de quatre
composantes isotypiques, & savoir, l'espace V" des points fixes simultanés des
pj et, pour j=1,2,3, l'espace JV" des points v fixes par p et trans-
formés en -v par p., pour j'#j .Pour j=0 ou 1, ona

= (£1S(tHlt])) ®a:[1<]j , ol 1'on note a:[K]j le sous-espace de C[K]™ en-
gendré lJ;_néaJ;.rement par les éléments de w1 (Kj) ; deméme, pour j=2 ou 3,
V" = (t2S(t2H[t])) ®Tj , ol Tj est 1l'espace des points fixes de Py dans T .

5. DESCRIPTION DE CERTAINES FAMILLES D'OPERATEURS

Pour h€ H et n € N* (resp. N+-— ), 1'élément ht" de tH[t] (resp.
tzﬂ[t] ), c'est-a-dire la réplique de degre n de h dans l'espace gradué en
question, sera aussi noté h(n) . Remarquons que S(tH[t]) (resp. S(tZH[t]) )
est une algébre de polynomes en les h (n) , od (h ) désigne une base de H et
n parcourt N* (resp. N+-—) . Pour heH et nE%Z on désignera par une
notation unique h(n) les dlvers opérateurs suivants :

por n >0, lamitiplication par h(n) dans S(#lt)) ou surel ,
selon que n € Z ou Z’+-§, \

pour n <0 , la dérivation de l'algébre de polyndmes S(tH[t]) ou S(t2H[t])
qui envoie h'(n') sur n.<h,h'>. 6n. ,-n ("dérivée partielle par rapport i

.<h,h>=*" . h(-n)" si n # 0 , et opérateur nul sinon) ;

pour n # 0 , les opérateurs nuls de C[K]™ et T ;

pour n =0 , l'opérateur k b— <n(k),h>.k (pour k € ¥ ) dans CcC[K]™ ;

enfin, pour tout n € %Z ; 1l'endamorphisme de V" induit par les opérateurs
qui viennent d'étre décrits.

Pour k €K et ne€ 22’ notons uk(n) la composante de degré n de l'en-
domorphisme k' b kk' (pour k' € K ) de CI[K]” (autrement dit, W (k' = kk'
ou 0 selonque n= ou #%<n.(k) ,tk)> + <n(k) ,m(kk")> ), et i‘k(“) 1'endo-
morphisme de degré n de t-1S(tH[t]) ® C[K]™ dé&fini par 1'égalité entre séries
formelles suivante, ol 1l'on pose h = mn(k) :

p)) = -z . - 2 h@nI™
nE}Zi{k(n)cn exp ( e h(n)T/n) . exp( . h(n)T%n)
®(Z (n)CTn) .
nEQ-NEkn

Cette définition a un sens car on constate aisément que si 1'on applique le se-
cond membre 3 un €lément donné de t~'S(tH[t]) ® C[K]™ , le résultat est une
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somme. gindie. Si 1l'on veut expliciter ick(n) , 11 est commode de considérer 1'es-
pace t-1S(tH[t]) ® C[K]~ comme une somme directe de copies de 1'algdbre de po-
lyndmes S(tH[t]) indexées par K et d'écrire _>gk(n) sous forme de matrice
Qck(n)k1k2) , avec kq,ka € K . Les coefficients de cette matrice sont des séries
d'opérateurs différentiels & coefficients polynamiaux, séries dont il n'est pas
difficile d'écrire autant de termes que 1'on souhaite pour n,k,kq,ka domnés,
et qui convergent (en tant que séries d'opérateurs dans 1'algébre de polyndmes)
parce que les degrés des dérivations qui y interviennent croissent indéfiniment.

Pour k €KX, h=n(k) et ne€ %Z, on note encore y, (n) 1'endomorphisme
de degré n de t3S(t3H[t]) ®T défini par 1'égalité

D oy mP=ew- I h@IVn.ep- Z hmTVn)
n€iz nEN*+1 nE-N*-1~ |

© o~<h/> g

(il faut se rappeler que T est un K-module). Comme les opérateurs gk(n) , les
Yy (n) peuvent étre représentés par des matrices dont les coefficients sont des
séries convergentes d'opérateurs différentiels 3 coefficients polynamiaux (dans
1'algébre de polyndmes S(t%!{[t]) ), mais il s'agit cette fois de matrices d'ordre
fini 213 . Observons que, pour j =2 ou 3 et e € 'ﬁj (c§. § 3), les res—
trictions des opérateurs Yo (n) et Y1 (n) a V; (resp. Vg_j ) sont égalesl
ou opposées (resp. opposées ou €gales) selon que n appartient & Z ou a Z+5 .

Les formules qui nous ont permis de définir les i<k(n) et les Xk(n) s'ap-
pliquent mutatis mutandis & des situations beaucoup plus générales (cf. par exem-
ple [Bo], [FLM 2], [KP], [Lel, [V0]). Les séries formelles d'opérateurs figurant
aux seconds membres de ces formules - ou d'autres relations analogues — portent
le nam d'"opérateurs de sommet" ("vertex operators") ; nous dirons plus loin

(§ 6) quelques mots de leur origine.

6. LES ALGEBRES DE LIE & , & ET jé

Notons & 1'algébre de Lie isamorphe & (s12(C))2% et "rigidement épinglée"
a MR dela fagon suivante : l'espace H est identifié 3 une sous-algébre
de Cartan de G de telle fagon que E soit le systéme des coracines et 1l'on se
donne une application e t— X de m'(E) dans 6 telle que
Cg_ce soit la sous-algébre radicielle de G correspondant & la racine associée
3 la coracine Tm(e) ,

jJ_(e=_}5ie (rappelons que i € K ),
x, ,x,4]1=nm) .

Ssoit & 1'affinisée %Z—graduée de & , c'est-3-dire 1l'espace vectoriel somme

1 h]
directe de 6&[tZ, t 2] et d'un espace Cc de dimension 1 , doté de la loi
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d'algébre de Lie définie par les relations de camutation
lc,61=¢0} ,
[kt yt"] = Ixy)l€™ +mE <y (x,y €6 ; mne€3z) ,
4

ol <, > est la forme bilinéaire symétrique invariante sur 6 qui prolonge la
forme <, > sur H . L'algébre de Lie & est graduée de facon évidente : on
pose deg 6t" =n et degc =0 . On s'intéressera 3 quatre sous-algébres de 6 ,
a savoir :

1'algébre oé engendrée linéairement par H[t,t='] + Cc et les X, - tn
pour e €U '(E) et n€ 7) ;

l'algébre ,& engendrée par H[t,t-1] + Cc et les Xt pour e € n'(E)
et n€ 7+ % ) i

pour j =2,3 , l'algébre jé engendrée pir Cc , les 1" (mez +%) et
les éléments (x, + x_ _,)t" et (x, —ge_1)tm2 pour n€ 7 et ec¢€ 'ﬁj (cf. § 3).
Pour j=0,1,2,3, les opérateurs définis au § 5 fournissent une représenta-
tion lin€aire graduée de 1'algdbre jé dans 1'espace jV“ :
PROPOSITION.~ L'application Lintaire de J6 dans End(V") definie par

ck— -14,

ht" > h() pour h€H et n€Z ou ZB+1 selonque € (0,1 ou
2,3 ,

_)_:etn}——>§e(n) pour e € M1 (E) et n€z+% s4 j € {0,13 ,

(§e+l{e_1)tn}-—»xe(n) +Xe_1(n) et (l(e-_e~1)tn+%l-—-*ye(n+%) —ye_1(n+%)
pour eeﬁj et nez si jE {2,3% ,

est une representation Linéainre fidele.

Remarques.- 1) Il résulte des observations faites & la fin du § 5 que, pour
~ 1
e € Ej et n€ 2%, les opératewrs y (n) +y _,(n) et y (n+%) - Y _1(n+5)

de 1'énoncé précédent s'annulent sur j,V" pour j' =5-73 . De méne, }_{e(n)
s'annule sur OV" (resp. 1V" ) si ne€ Z+% (resp. Z).

2) Soit G "le" groupe simplement connexe d'algébre de Lie & , groupe
isamorphe & (SLz(C))24 . C'est un groupe algébrique complexe et l'on peut donc
parler du groupe G(C[t?, £ 2]). Celui-ci opére sur & , et la restriction de
cette opération & = G(C) respecte la graduation. Pour j =1,2 ,3 , les al-
gébres jé sont conjuguées entre elles par des &léments de G(C) (en particulier,
elles sont isamorphes comme algébres de Lie graduées), et elles sont conjuguées
3 o6 par des &léments de G(C[t¥, £3]) .-
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3) En tant qu'algébre de Lie non graduée, & est produit central d'algébres
de Kac-Moody &) de type X, indexdes par les &léments s de S . Posant
jé(s) =& g jé’ on dbserve que les jé(s) sont isomorphes, came algébres de
Lie non graduées, i 1'algébre A, , mais qu'elles ne portent la graduation natu-
relle (dite aussi "principale") des alg@bres de Kac-Moody que si j # 0 .

4) La proposition ci-dessus est l'extension immédiate 3 6 de deux procédés
de construction & 1'aide d'opérateurs différentiels de la représentation dite "de
base" de 1'algébre 3, , procédés dus respectivement 3 J. Lepowsky et R. Wilson
[IW] et & I. Frenkel et V. Kac [FK] (voir aussi [Sel pour une approche différente,
plus géométrique). La généralisation esquissée dans [KP] met ces deux constructions
en bijection avec les deux classes de conjugaisan du groupe de Weyl de 24, (d'od
le titre de [KP]). C'est H. Garland qui a remarqué l'analogie des opérateurs in-
tervenant dans [IW] avec certains opérateurs connus des physiciens sous le nom de
"vertex operators". L'isomorphisme entre les Aq-modules obtenus par les deux pro-
cEédés en question, isamorphisme qui joue ici un rdle essentiel (c. § 8), a des
implications arithmétiques remarquables ; il est une des expressions de la "corres-
pondance boson-fermion".

7. 1LES GROUPES C ET C

Soit Co le groupe des automorphismes de A qui induisent sur A = A/<=1>
un élément du groupe de Corway Coo = Aut(A,< »>) . Il laisse invariante la
section m'(2A) du § 3, donc opére sur Q , et son image dans Aut Q , que nous
notons C ¢+ est une extension de Coq = Coo/<-1> par A/2A = (2/272)2% | 1e
groupe Co opére sur A , par l'intermédiaire de Coo , donc sur H .

Soient X un groupe irréductible d'autamorphismes d'un espace vectoriel Y
Sur un corps quadratiquement clos conservant une forme bilinéaire non nulle, et
A un groupe d'automorphismes de X laissant invariant le caractére de la repré-
sentation X <= GL(Y) . A ces données correspond canoniquement un sous-groupe A
de GL(Y) , extension centrale de A par 2/2Z , 3 savoir le groupe des trans-
formations linéaires de Y normalisant X , induisant sur X un &lément de A
et induisant 1'identité sur 1l'espace (& une dimension, vu 1'irréductibilité) des
formes bilinéaires invariantes par X . Appliquant cette remarque en prenant
pour X , Y , A, legroupe Q, l'espace T, et C , on trouve une extension
centrale C; de C par Z/2Z contenue dans GL(T,) .

On note C le produit fibré de Co, et C; au-dessus de C , c'est-3-dire
le groupe des €léments de Co, x C; dont les deux projections ont méme image dans
C . Soit % 1'élément central d'ordre 2 de C dont les projections dans C,
et Cq sont les €léments non triviaux des noyaux de Co — C et Cq — O .

Le groupe C opére sur H et C[A]” par 1'intermédiaire de Co et sur
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T+ par 1l'intermédiaire de C4 . De la sorte, il opdre sur V' , et 2 induit
sur V' 1l'involution « du § 4. Ainsi, le groupe C = C/<2> opére sur V .

8. LES GROUPES D ET D

Le groupe P opere naturellement sur V" (il op@re ex o4ficio sur T , via
les automorphismes intérieurs de K sur €[K]~ et trivialement sur # ) ; nous
1l'identifions & son image dans GL(V") . Soit E* (resp. B'* ) l'image dans P
de w'(E) (resp. mw'(B') ). Pour j=1,2,3, notons i. (resp. (-l)j ) la
transformation lin€aire de V" é&gale 3 i (resp. =-1) sur V" et d 1 sur les
autres kV" ; on a donc pj = (—l)j. . (-l)j,. pour {j,3',3"t = {1,2,3} , et
iz2ia engendre le centre de P. Soit R le sous-groupe de GL(V") engendré
par E* et les ij ¢ c'est un groupe abélien iscomorphe 3 (Z /AZ)3 x (Z /2 Z)12
dont une vertu essentielle, pour nous, est que les &léments pj y jouent des rdles
symétriques. (On pourrait sans doute, dans la suite, le remplacer plus &concmique—
ment par un sous-groupe d'indice 2 possédant aussi cette propriété, a savoir le
groupe engendré par E* et les éléments iqiz et izis .)

Pour j =1,2,3 , soit Xj 1l'ensemble des caractéres de R valant i sur
ij et 1 sur les autres ik ; ce sont les 212 caractéres de R intervenant
dans .V" et aussi (avec multiplicité 1 ) dans jv; . Dans T , identifié a
2Vi_ + 3Vi_ , choisissons une orbite de P formée de vecteurs propres de R (ces
orbites sont toutes proportionnelles entre elles) et notons Az et Az ses in-
tersections avec 2V£_ et 3V'i_ . L'espace & 212 dimensions 1V_3_:_ est contenu
dans 1 ® C[K]™ ; il s'identifie donc 3 un sous-espace de C[K]~ et, comme tel,
intersecte K suivant 1'ensemble m '(B') . Vu comme partie de 1Vi , cet ensem-
ble sera noté A, ; c'est aussi une orbite de P formée de vecteurs propres de
R . On cdbserve que, pour j = 1,2,3 , 1l'ensemble Aj , de cardinal 4., 2'2 , est
une "quadruple base" de jv; , Cc'est-3-dire une base multipliée par {1,i,-1,-i} ,
et que l'ensemble des quadruples de points proportionnels dans Aj est en bijec-
tion canonique avec X:.| . .

Soit D, le groupe des automorphismes de K qui fixent i , induisent sur
K= E/<i> un élément de Aut(K, <,>) et conservent la section m' (2KJ‘) du § 3.
Par contraste avec ce qui se passait pour Co au § 7, ce groupe opére gidelement
sur P ; il opére aussi sur K , donc sur H , sur l'algébre de Lie & (qui est,
rappelons-le, canoniquement attachée a (H,'ff) ) et, par transport de structure,
sur 1'algébre de Lie & .

Came T est, d isomorphisme prés, le seul P-module fidéle simple sur le-
quel le centre de P opére de la fagon prescrite (cf. § 4), le groupe des auto-
morphismes de P fixant le centre, et en particulier D, , opére sur l'espace
projectif Pr T de T . Soit '13'* le groupe des transformations linéaires de T
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conservant Az U A; et induisant sur Pr T un élément de D, ; c'est une exten-
sion centrale de D, par <i> que nous identifions & son image dans GL(V") par
1'injection évidente (il opére sur C[K]~ par l'intermédiaire de D, et sur H
trivialement). Notons encore D, le groupe engendré par 5* et les i:.|

(j =1,2,3) , et étendons & D, l'actionde D, sur K,P,R, 6,6 en convenant
que 1l'action des ij y est triviale.

Pour rendre les choses plus concrétes, donnons la structure des groupes qui
vienmnent d'étre introduits. Dans 1'énoncé des résultats, nous utiliserons la con-
vention suivante : tous les groupes en question étant des extensions du groupe de
Mathieu Mas par des 2-groupes, nous représentans par 212 (resp. 212' ) les
sous—quotients du 2-groupe qui sont isamorphes camme May-module au code de Golay
(resp. & son dual). Plus loin, nous utiliserons aussi la notation 2'1 (resp.
2'1' ) pour désigner le Mas-module simple quotient de 2'2 par son sous-module
d'ordre 2 (resp. le dual de 277, sous-module d'indice 2 de 212' ), (Je dois
a R. Griess 1'idée, heuristiquement trés utile, d'expliciter ces structures de
Mz4-modules.) On a

D, = 21+121+12+1 _ 212 | My,

(ol le premier facteur représente le groupe, isamorphe & K , des autcmorphismes

intérieurs de P )
4 . 21+12'+12+12+1 . l\da“ ’

*U
]

~
- L}
Dy = 43 |, 2127+12+12+1 | Ma“ .

Le groupe Dy contient R et P , donc qq . Nous y distinguerons aussi
deux €léments gz et gs , appelés a jouer avec qq des rbles symétriques dans
un groupe plus grand, et que nous allons définir & présent. Pour j = 2,3 , il
existe un autamorphisme o, de K , évidemment unique, qui prolonge 1'élément
central d'ordre 2 de Aut A (voirp. 293, ligne 7), fixe le centre de K et
transforme tout élément de Ej (c4. § 3) en son inverse ; on note que Oy induit
sur K la multiplication par -1 . Cela dit, nous définissons qj come 1'élé-
ment de GL(V") induit par 1'automorphisme de C[K]~ prolongeant aj , l'auto-
morphisme -1 de H et l'automorphisme de T égal 3 1,1,1,-1 respective-
ment sur 1'espace propre du couple (ql ,pj) correspondant au couple de valeurs
propres (1,1) , (i,-1) , (-1,1) et (-1,-1) (autrement dit, la restriction de
q; @ T est &gale dans EhET a (g -1 (Py=1) +1)) ; on vérifie que %y
appartient effectivement & D, .

L'ensemble Z = {1,94,92,93} est un groupe abélien élémentaire, et il en-
gendre avec {1,pi,p2,pa} un sous-groupe distingué Z de D, qui est abélien
Elémentaire d'ordre 16 . (N.B. FLM ne considérent pas explicitement Z mais
utilisent la décamposition de V" en les seize sous-espaces propres correspondant

299



J. TITS

aux seize caract@res irréductibles de Z .) Il est utile de comprendre 1l'action
sur Z des automorphismes intérieurs de Dy : la restriction 3 2 de 1'automor-
phisme intérieur correspondant & un €lément de E* (resp. B'* ) (voir le début
du § 8 pour ces notations) est 1'involution définie par a4y F— pya5 (resp.

P2 = Pps , g2 pags ) ; de plus, modulo le centralisateur de 7 , E* et B'*
engendrent D, , ce qui revient & dire, vu ce qu'on vient de voir, que le groupe
des restrictions & Z des automorphismes intérieurs de D, est abélien &lémen-
taire d'ordre 4 .

Posons Hy =H et, pour j = 2,3 , notons Hj la sous-algébre de Cartan
de € engendrée par les }—‘e+§e—1 avec s € ﬁj . Soit Do ( = 43, 312'+12+12 M, )
le centralisateur de pa (ou ps ) dans Dy ; c'est aussi le sous-groupe d'indice 2
de Dy formé des &léments qui laissent invariants chaque X; , chaque 4y , chaque
paire {qj,quj} , chaque H. , chaque jé et chaque jV" . Le groupe D, , dont
la structure peut s'écrire B’J .2, est engendré par Do, et B'* ; les éléments
de B'* stabilisent Xq,A1,p1, {Q1,p1d},H1, o6, 18, oV et V", et ils
permutent X, et X3, Az et Aa, p2 et pa,...,aV" et V" . Une &tape
essentielle de la construction consiste 3§ étendre cette symétrie d'ordre 2 , entre
les valeurs 2 et 3 de l'indice, en une symétrie d'ordre 3 (incluant j =1).
Plus précisément :

Le gnoupe Di , considéré en tant que groupe de permutations de Aq UAzUAs ,
se plonge de fagon unique comme sous-groupe d'indice 3 dans un groupe de pesamu-
tations D de ce méme ensemble, permutant symétriquement by , bda et As et
ayant Les sous-ghoupes Do , R , Z , et {1,p1,Pa,ps} comme s0us-groupes distin-
gués ; ona D =Do.$s =43, 212'+2.12 (My, x $3) et Les automonphismes intérieurns
de D peumutent symitrniquement Les X Les Py et Les paires {q.,p.q.} . Les
opérations de Dy sun 6, & et V" se profongent natuwreflement & D de telle
Af/bte que D permute symétriquement Les Hy Les jé et Les jV" et noamalise
o6 et oVv" .

Supposons cet énoncé établi (nous y reviendrons), et V" doté par conséquent
d'une structure de D-module. L'espace V' du § 4 est alors 1l'espace des points
fixes de qq4 dans V" et V est l'espace des points fixes de Z = {1,q4,92,9a}
(comme 1'élément z de C, gz et qa induisent sur V' 1'involution o du
§ 4). Soit N(Z) le nommalisateur de Z dans D . D'aprés ce que 1l'on a vu plus
haut, c'est un sous-groupe d'indice 2 de D , de type 43.211'+2.12 | (My, x $3)
(le groupe D est engendré par N(Z) et E* ). Le quotient
N(Z)/Z = 43 .211'+2-11 | (Ma4 x $3) oOplre gidelement sur V . Ce n'est malheureuse-
ment pas encore le groupe D que l'on a en vue (cf. § 2) car il contient des
€léments "parasites", 3 savoir les ij : plus exactement, l'intersection de D
avec le groupe <ij> = 43 est le sous-groupe {1,p1,pz,ps} , d'ordre 4 . Mais
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il est facile de caractériser D & l'intérieur de N(Z)/Z , par exemple de la
fagon suivante : le plus grand sous-groupe distingué de N(Z)/Z dont 1'indice est
une puissance de 2 est un sous-groupe d'indice 32 qui engendre D avec n'im-
porte quel &lément de E*B'* N G (cf. § 3 ; came on 1'a vu plus haut, les &l&-
ments de E* et de B'* ne normalisent pas 2 ).

Revenons comme pramis 3 1'énoncé ci-dessus. Bien qu'élémentaire dans son
principe, la preuve de l'existence et de l'unicité de D est trop longue pour
8tre exposée ici ; disons seulement que D "devrait" pouvoir &tre défini assez
simplement comme groupe des autamorphismes d'une structure caombinatoire portée
par Aq UAz U As . (Dans [FIM 1], il n'est pas question de D mais on peut y
trouver la description, d partir d'un épinglage de toute la situation, d'une per-
mutation o de A, U Az U As qui appartient 3 D et telle que o(4z) = Az et
(A1) = A3 , de sorte que D est engendré par ¢ et Dq .) En revanche, nous
allons voir que, une fois le groupe D oconnu en tant que groupe de permutations
de Aq U A U Az , il est possible de décrire en quelques lignes la fagon dont il
opére sur V" . Pour j =1,2,3 , le j@:module jV" est engendré par Aj ; par
conséquent, pour connaitre l'action de D sur V"+2V"+3V" , il suffit de savoir
cament il opére sur les jé ou, plus simplement, sur l'algébre & . Reste donc a
décrire les actions de D sur & et oV" . On bénéficie pour cela de la circons-
tance favorable que, sur & et oV" , l'action de D se factorise i travers le
groupe quotient D = '15'/<ij|j=1,2,3> , plus commode & manier que D . On a vu
plus haut qu'a chaque élément de X, est canoniquement associé un quadruple d'élé-
ments de B'* permutant A, et Az ; ce quadruple a pour image dans D un unique
élément qui est d'ordre 4 . Par symétrie, on en déduit qu'a tout caractére
X € Xj ,pour j =2 ou 3, doit correspondre un élément d'ordre 4 bien déter-
miné GX de D doimt les images réciproques dans ? permutent A4 et AS—j , et
qui engeEdre donc D avec le sous-groupe (connu) Dq/ <ij> . Pour décrire le
groupe D et son action sur & et oV" , il suffit donc de donner l'action de (SX
sur ceux-ci. Cela se fait simplement en se souvenant que le groupe de Lie
G = (SL2(T))2* (c4. § 6) opére sur & par la représentation adjointe et sur oV"
par intégration de la représentation de &€ (ona 6c o6 et 1'on a vu au § 6 que
oé opére sur oV" ), et en exhibant un élément de G ayant sur & et oV" la
méme action que & : c'est le cas de 1'élément 'S'x dcné par la formule

5x =T exp((mi/4) X +X 1)),

ol le produit est étendu aux paires {e,e 1} d'éléments de Ej , inverses 1l'un
de l'autre et dont les images dans P appartiennent au noyau de ¥ .

Remarques .- 1) L'ordre de gx n'est pas 4 , come celui de Sx , mais 8 . Cela
s'explique de la fagon suivante. Le centre de G s'identifie de fagon évidente &
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(Z /Zz)S , de sorte que le code de Golay G se plonge naturellement dans G . On
vérifie alors que G n'opére sur oV" (et évidemment sur & ) qu'ad travers son
quotient G/G , or il est clair que (gx)“ € G . En fait, on peut montrer que D
peut étre plongé dans un groupe de Lie L extension non scindée de Mzy par G/G
qui opére sur oV " et & de fagon campatible avec les opérations de D et G/G ,
et qu'au sein de L , 1'élément 6X de D s'identifie & 1'image canonique de

éx dans G/G .

2) L'opération de D sur oV" est, a certains égards, plus élémentaire que
son opération sur la samme des autres jV" puisqu'elle peut &tre décrite sans
faire usage de la correspondance boson-fermion (cf. § 6, remarque 4)).

9. CONCLUSION

I1 ést facile de voir que la composante hamogéne V, de degré 1 de V
s'identifie au produit direct de € et du tensorisé par € de l'espace a
196883 dimensions noté B dans [Ti 1]. De plus, les groupes C et D stabili-
sent les deux facteurs du produit et induisent sur le second les groupes notés C
et D dans Loc. cit. (pour C c'est immédiat, pour D ce 1l'est beaucoup moins !).
Il résulte donc du théoréme de Griess (cf. [Ti 1], § 5) que <C,D> induit le
groupe M sur V,; . Par un procédé briévement esquissé a la fin du § 2, et sur
lequel nous ne revenons pas, on en déduit le résultat final :

THEOREME.- Le sous-groupe de GL(V) engendrZ par C et D est un groupe gfind
simple dans Lequel C est Le centralisateur de son élément central d'ondre 2 .

Rappelons que cela implique que l'ordre de <C,D> est le nombre figurant a
la premiére page de cet exposé.

[D'aprés les derniers paragraphes de [FLM 3], dont j'ai eu connaissance
aprés que le présent exposé ait été rédigé et que le Séminaire ait eu lieu, il
apparait que, pour achever leur programme, FLM sont amenés & considérer, outre les
réseaux A et K et les espaces vectoriels correspondants V' et V" , un troi-
siéme réseau contenant K comme sous-réseau d'indice 2 , une extension centrale
de ce réseau par <i> et l'espace vectoriel contenant V" qui se déduit de ces

données par une formule analogue & la formule (2) du § 4.]
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