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Séminaire BOURBAKI Février 1986
38&me année, 1985-86, n° 659

QUELQUES RESULTATS DE FINITUDE EN THFEORTE DES INVARIANTS
[d'aprés V.L. Popov]

par Jacques DIXMIER

INTRODUCTION

0.1. Soit V un espace vectoriel camplexe de dimension finie. On note C[V] =
GBdZO clvl g l'algébre graduée des fonctions camplexes polynamiales sur V .

Soient G un groupe, P une représentation linaire de G dans V . (Nous
parlerons de la représentation p , ou (p,V) , ou (G,V) , oudu Gmodule V).
Alors G agit de maniére naturelle dans 1l'algébre graduée C[V] par autamorphis-
mes. On notera €[V]® = @dzo C[V]g la sous-algébre graduée formée des éléments

G-invariants.

0.2. Dans tout l'exposé, G sera un groupe semi-simple camplexe connexe. Il sera
sous-entendu que les représentations considérées sont rationnelles de dimension fi-
nie. On sait que 1l'algébre m[v]G est de type fini.

0.3. L'étude de 1l'algébre (I:[V]G , souvent trés difficile, a commencé sur des .exem—
ples vers 1840. Au 19¢ siécle, on a beaucoup approfondi le cas ol G = SL(n,T)
(avec surtout n = 2,3,4 ), et ol p est la représentation naturelle de G dans
l'espace des formes & n variables de degré donné. En effet, les invariants sont
liés alors a des propriétés de géométrie projective (sur la droite pour n =2 ,
dans le plan pour n = 3 , dans l'espace pour n = 4 ). Par exemple, prenons
G = SL(2,fL) , et faisons opérer naturellement G dans l'espace Vd des formes
binaires (= polynSmes homogénes en 2 variables) de degré d (on a dim Vd =d+1).
Pour 4 =0,1,2,3,4 , on a prouvé il y a longtemps que tlZ[Vd]G est une algébre de
polyndmes (engendrée par 1,0,1,1,2 éléments). Pour d = 5,6 , on savait dés le
1% siécle que (E[Vd]G n'est plus une algébre de polynémes (par exemple CI:[Vs]G
est de degré de transcendance 3, mais nécessite 4 générateurs liés par une rela-
tion) .
0.4. L'algébre n:[V]G dépend seulement de p(G) (et non du couple (G,p) ). On
peut donc toujours supposer que G est simplement connexe, donc produit de grou-
pes simples.

On peut aussi supposer, quand c'est commode, que P n'est pas triviale sur
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J. DIXMIER

un camposant simple de G (sinon, on passe 3 un quotient de G ), autrement dit
que p est localement injective. Le noyau Ker p de p est alors un sous-groupe
fini de G.

(Attention : on passera souvent 3 des sous-quotients réductifs de G ; méme si
les propriétés ci-dessus sont vraies pour la représentation de départ, elles ne le
sont plus nécessairement pour les sous-représentations du sous—-quotient qu'on en
déduit) .

Soit ' ® 1'ensemble des représentations de G (a équivalence prés). Quand ...
dira qu'une propriété est vraie pour presque tout élément de ® , cela voudra dire
bien entendu : dans le complémentaire d'une partie finie. De méme, dire qu'une
fonction sur & & valeurs dans N tend vers 1'infini a un sens clair.

0.5. On note g 1l'algébre de Liede G, h une sous-algébre de Cartan de g ,
r=dimh lerangde g, R le systéme de racines de (g,h) ,al,cx.z,...,o.p les
racines 2 & 2 distinctes, P 1'ensemble des poids entiers dominants, Wpreee @
les poids fondamentaux, W le groupe de Weyl. Les éléments de P sont les
nlwl+ ...+nru>r ol Dyseeesn EN .

Pour tout A € P, on note V(A) le G-module simple de plus grand poids A .
L'ensenble des représentations simples de G est ainsi en bijection avec P .
"Pour presque toute représentation simple" signifie donc "sauf pour un nombre fini
de valeurs de A € P " ; quand c'est commode, on peut toujours supposer alors que
1'ensemble exceptionnel est l'ensemble des n,w, +...+n w_ ol les ng sont ma-
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jorés par des entiers fixés.

0.6. Si Vl,...,Vs sont des G-modules simples, de plus grand poids )”l""'}‘s ’
on appelle produit de Cartan de Vl,...,Vs , et 1'on note Vl ‘V2"'Vs , le G-mo-

dule V()\1 +... 4 )»s) . C'est canoniquement un sous-G-module de Vl B... ®Vs

0.7. Soit (p,V) une représentation de G . Soient v € V , et GV son stabilisa-
teur. L'orbite Gv est une variété affine si et seulement si GV est réductif.
En particulier, si Gv est fermée, GV est réductif.

Il existe un ouvert de Zariski de V tel que les stabilisateurs de ses points
soient conjugués. On peut donc parler du stabilisateur générique de (o,V) .

L'action de G dans V est dite stable (terminologie facheuse) si les orbites
génériques sont fermées, ce qui entraine que le stabilisateur générique est réduc-
tif.

[Ce qu'on vient de dire dans 0.7 reste valable pour G réductif].

Si G est d nouveau semi-simple, on a : l'action de G dans V est stable
<> le stabilisateur générique est réductif [11].

Pour presque tout G-module simple, le stabilisateur générique est &gal au
noyau [2].
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

0.8. Si TI' est un groupe algébrique, on note I'© sa composante neutre.

0.9. Si M= ®iZO Mi

est un espace vectoriel gradué sur € , avec dim Mi < o
pour tout i , on note F(M,x) la série de Poincaré I, ,(dim Mi)xl ( x indéter—

minée, ou variable conmplexe).

PREMIERE PARTIE

1.1. Soit (p,V) une représentation d¢ G . On dira que (o,V) est bonne si
Cvi® est wne algébre de polyndmes (ou, ce qui revient au méme, si CB[V]G est en—
gendrée par des éléments homogénes algébriquement indépendants) .

Soit po une représentation triviale d G . Alors, évidemment, o est bonne
si et seulement si p ® po est bonne. Dans tout £'expose, nous supposerons sans Le
dire que Les représentations de G considénées n'admettent pas de vecteur inva-
rlant non nul.

1.2. Pour tous les groupes G 4d{mpfes, an comnait la liste campléte des bonnes re-
présentations (pour les représentations simples, cf. [5] ; pour les représentations
non simples, cf. [1] et [12]). La liste est compliquée, mais on constate a poste-
ok que, pour G fixé, il n'y a qu'un nombre 4§{n{ de bomnes représentations.

1.3. THEOREME (V.L. Popov [ 91) ( G non nécessairement simple, mais, rappelons-le,
semi-simple) .- G n'a qu'un nombre 4ini de bonnes représentations.

1.4. La méthode, qui va étre esquissée, permet en principe de dresser effectivement,
pour G donné, une liste finie de représentations contenant toutes les bonnes re-
présentations.

1.5. Un résultat conbinatoire.

Lemme [13].— Soient Aq,Azse..,hn € ZP . Poun tout B € ZP , on note Ey {'ensem-
ble des  (J1,J2se+-¢Jn) € N0 tels que JFarqi+Jj2Az+ ...+JnAn =B, et L'on pose
_ Ja,J2 Jn
=3, .
q’B(tntz, +tn) (J'lr---r:)n)EEB 1t th

(¢B

Hypothese : AL existe Ja,...,Jn € 1-1,01 N @ tels que JaAq+...+Jnkn =P .
Alons :

est une fraction rationnelle en tq,+..,tn ).

O (t7"yenestn) = D% titz ... tn ®_gltaseeurtn)
ol £ est Le nang sun Z du systeme de vecteurd (Aq,e..,An) .

1.6. Lemme [14].- Soit (p,V) une représentation de G . Pour tout A € h* , s04it

(n[V]}‘ L'ensemble des h-vectewrs propres de TIV] pour Le poids A . On a

Gy __1l ;0o )8 Odyhe et
FEIVIT® = Tqp Zg=oCV) E1s:Ll<...<iSSp F(elvl X
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Soit K une forme compacte de G , choisie de telle sorte qu'un certain tore
maximal T de K admette h pour algébre de Lie complexifiée. On a
revi®0 = revi®o = | asc-xo00) 1
K
d'aprés la formule de Molien-Weyl. D'aprés la formule d'intégration de Weyl, ceci
est égal a

% Jf a6t (1-x0(t)) =1 (1-e*"(1))...(1-%P(t))dt

=L P (S g+

[ ase(1- -
W “s= 184 <o <iSp g dét(1-xo(t))~" e S(tyat

et 1l'on applique de nouveau la formule de Molien-Weyl, pour T et le module
oiv) 41 TMs (rappelons que les racines sont 2 & 2 opposées).
1.7. Lemme.- Soit (p,V) une neprésentation de G . Soit (Vq,...,vn) une base
de V* gonmée de vectewrs poids pour £'action de h . Soient Aq,...,An Les poids
de Vigeee,Vn &
Hypothese (*) : toute somme o.il+ ceotoy  de racines distinctes peut 8'gcnine

S

j1A.1+.-.+jn)\n avec j1,...,jn€ ]—1,0] .
Alons

FEvi®axn = ()T L rewi®x .
Pour tout B € h* , 1l'espace vectoriel (l:[V]B admet pour base 1'ensenble des mo—
némes vJ sz...an tels que
(1) Jitdet...+dn=d JaArt+JzAat ...+ InAn =B .
Par suite :
dim u:[v]g = nombre de solutions du systéme (1)
nombre de mondes de degré total d dans &, (tq,...,tn)

B
= cocefficient de xd dans ¢B(x,x,...,x) ’
d'od
2) PEIVI®,x) = 05 (%%,
D'aprés 1l'hypothése (*), 1.5, et (2), on a
i e atoy —
F(cr[v]o"ll +015,x*’) = ()T & F(G:[V]-Gl ‘%S'x) ’

car Aq,...,An engendrent l'espace vectoriel h d'aprés (*)). On applique enfin
1.6.

1.8. Lemme.- L'hypotheése (*) de 1.7 est vénigiée pour presque toute neprésentation
simple Localement infective de G .

Soit p une représentation simple localement injective d@¢ G . Soit o son
plus grand poids. On a a = tlwl+ +tr°°r (tl""'tr entiers 2> 0) . Pour cha-
que composante simple de g, 1'un au moins des ti correspondant & cette compo-
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

sante simple est > 0 (sinon P ne serait pas localement injective). Soit RO le
rayon de la plus grande boule centrée en 0 et contenue dans 1l'ensemble

& 3 A | A, poids distincts de o* ,j € ]-1,01} . On montre que R, — quand
sup ti — o . C'est un peu délicat (on montre d'abord que le nonbre de poids dis-
tincts de p* tend vers 1l'infini quand sup ti — o ; pour cela, on compte le nom-
bre de racines simples qu'il faut retrancher de o pour obtenir woa , ol Wo est
le plus long élément de W ).

1.9. Démonstration du th. 1.3.- Soit (p,V) une représentation de G vérifiant
(*) . Supposons que (I[V]G soit engendrée par des éléments homogénes algébriquement
indépendants de degrés dl""’dm >0.0na dl,...,dm > 2 (car un invariant de
degré 1 fournirait un hyperplan G-stable de V).

D'autre part,
G 1
F(E[V] IX) =
1= (1-x2)...1-xm)
donc
dy+dp+...+dy,
revi®xn = )" X

1= (1-x2). .. (1 -

D'aprés 1.7, on a alors
(3) n

d+d,+...+d = 2m .
1 2 m
Or m est le degré de transcendance de €[vIC , donc &gal &
n- (dimension maximale des orbites d¢ G dans V)

(car G est semi-simple). Donc
(4) n = 2(n-dim G)

et finalement n < 2dimG . Cela ne laisse qu'un nombre fini de possibilités
pour p . Compte tenu de 1.8, G n'admet qu'un nombre fini de bonnes représenta-
tions simples PyreeeiBy -

On montre assez facilement que, si (G,V) est une bonne représentation de G
et U un sous-espace G-stable de V , alors (G,U) est bonne. Donc, si p est
une bonne représentation de G , ses composantes simples font partie de
{pl,...,pN} . Il suffit maintenant de montrer que, pour M entier assez grand, la
représentation Mp, (par exemple) n'est pas bonne. Passant & un quotient de G,
on peut supposer P4 localement injective. Alors, pour M assez grand, la repré-
sentation Moy vérifie (*). Si Mo, est bonne, on montre comme plus haut que
dim(Mp4) < 2dimG , donc M est bormné.

1.10. Dans la preuve précédente, si p est simple, on a di = 2 pour au plus
un i . Donc (3) devient n > 2+3(m-1)'=3m-12=3(n-dimG) -1, d'ol
2n £ 34imG+1 .
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1.11. Remarque.- Supposons G = SL(2,E) . Soit « 1'unique poids fondamental ; les

racines sont * 2w . Pour d=0,1,2,..., soit V., le G-module simple de plus

d
grand poids dw (on a dim Vd =d+1 ; la notation est celle de 0.3). La condi-
tion (*) est vérifiée pour d >3 . Si d>3 et si (G,Vd) est bonne, on a,

d'aprés 1.10, 2(d+1) <10 , d'odl d <4 . Compte tenu des résultats du 19¢ siécle,
(G,Vy) bome<>d < 4 .

1.12. Remarque.- Revenons au cas général. Soit V un G-module. Comme €[vIC est
une algébre de Gorenstein [4], F (G:[V]G,x) vérifie une équation fonctionnelle de
la forme

revi®x =+ 3 rewi®x .

Il résulte de ce qui précéde que q = dim V pour presque toute représentation
simple (G,V) . Popov conjecture que q < dim V dans tous les cas. La conjecture
est vraie pour G = SL(2,T) , avec inégalité stricte dans certains cas.

(Juillet 1986 : la conjecture vient d'étre démontrée par F. Knop).

DEUXIEME PARTIE

2.1. Soit (p,V) une représentation de G . Une résolution minimale de Cl:[V]G se
construit de la maniére suivante. On choisit un systéme générateur minimal hamogéne
(£,/---,£) de 1'algébre ¢lvi® . soit A 1'algebre des polyndmes i coefficients
camplexes en m indéterminées, d'ol une suite exacte A — (IS[V]G — 0 . Le noyau
de A— (I:[V]G est yn A-module (en fait, un idéal de A ), qu'on réalise comme
quotient d'un A-module libre AY avec r minimal, d'od AY — A — €[vI® — 0 .
On considére Ker(A' — A) , etc. Le processus s'arréte d'aprés Hilbert. La lon-
gueur de la résolution obtenue est indépendante des choix faits ; on l'appellera
la complication de p et on la notera cpl(p) . Ainsi,

o bonne <> cpl(p) =0 .

D'aprés le théoréme de Hochster - Roberts [4], C[VI® est une algébre de Cohen-
Macaulay, de sorte que cpl(p) = m-deg tr (I:[V]G .

2.2. THEOREME (V.L. Popov [10]).- Soit c€ N . Alons G n'a qu'un nombre §ini de
neprésentations de complication < c .

Naturellement, 2.2 implique 1.3. Mais 1.3 sert dans la preuve de 2.2.
2.3. Soit V/G la variété affine définie par 1'algébre (1:[V]G ("quotient de Mum-
ford" d& V par G ). Soit m: V-— V/G le morphisme canonique, et notons en-
core 0 l'image de 0 € V par m . Alors
cpl p = dim 8y /6 = dim v/G

ol 80 v/G désigne l'espace tangent de Zariski & V/G en O .
14
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

2.4. Lemme.- S{ V4,V2 sont des G-modules, on a
Cp[,(v., @Vz) > @»@ V1+Cp£ V2 .
C'est une conséquence facile de 2.3.

2.5. 1L suggit de prouver 2.2 pour Les neprésentations simples de G . Supposons

en effet que les représentations simples de complication < ¢ soient PPy e e Py -
Une représentation non simple de complication < ¢ est, d'aprés 2.4, de la forme
lel ® jz'p2 ®... ® ijN . Montrons qu'on peut majorer par exemple j4 . Si

cpl p1 21 ,0na j; <c toujours d'aprés 2.4. Supposons cpl p; = 0 . D'apnds
1.3, il existe un entier p > 1 tel que pp; ne soit pas bonne, d'od cpl(pp,) 21 ;
alors [j+/p] < ¢ , d'0d encore une majoration de 3jq .

2.6. Soient (p,V) une représentation d& G , et v € V un point dont 1'orbite
Gu est fermée. Alors le stabilisateur GV de v dans G est réductif. Soit M
l'espace tangent en v & Gu (considéré par translation comme sous-espace vecto—
riel de V) ; il est stable par Gv ; soit N un sous—espace supplémentaire de M
dans V stable par Gv . La représentation (GV,N) s'appelle la nreprésentation
thanchée de o en v ("slice representation"). L'emploi des représentations tran-
chées en théorie des invariants remonte & [5]. On a (GU,V) = (GV,M) ® (GV,N) ;
d'autre part, M=g.v = g/gv (ot gv est le stabilisateur infinitésimal de v
dans g ), donc

(5) G,V ® (G ,8) = (G,1) @ (G,N)

ol (Gv,gv) ’ (Gv,g) désignent les représentations adjointes. Cette formule permet
de calculer la représentation tranchée dés qu'on connait Gv .

2.7. Lemme.- Avec Les notations de 2.6, on a cpl(G,N) < cpl(G,V) ("la représen-
tation tranchée est meilleure que la représentation de départ").

Cela résulte de 2.3 et du théoréme de Luna [7] selon lequel il existe un mor—
phisme Z2tafe d'un voisinage de 0 dans N/Gv sur un voisinage de mn(v) dans V/G
(notations de 2.3).

2.8. On peut maintenant expliquer la tactique de tout ce qui suit. On va choisir v
tel que :

1) Gu soit fermée ;

2) cpt(GU,N) soit calculable et pas trop petite.
Si l'onprend v=0, on a Gv =G, N=V et 1'on n'a rien gagné. Si, au con-
traire, on prend v générique, il arrivera trés souvent que Guv soit fermée mais
que Gu =Ker p ; on abien N # V , mais (GV,N) est triviale et 1l'on n'a rien
gagné non plus.

On va donc faire des choix de v assez délicats. On s'arrangera pour que Gu
soit d'un type trés spécial. Il faudra alors des renseignements directs sur les
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représentations de ces groupes spéciaux ; c'est ce qu'on va obtenir dans 2.9-2.11.

2.9. Soit T =C* un tore de dimension 1. Soit X un caractére engendrant le grou-
pe Hom(T,C*) . Tout caractére d&¢ T est de la forme X° avec s € Z. Soit V
-un  T-module. Notons V* la somme des sous—espaces poids de V correspondant aux
caractéres xs avec s > 0 . Définissons de méme V- et VO .

Lemme.- Soient p=dimv+, g=daimV- .8 p>0 et q>0, ona

cpl V2 (p-1)(g-1) .

Ona V*= (VH)* & (V)* & (Vo)* ., Soit (Xl""'xp) une base de (V*)* formée
de vecteurs poids. Définissons de méme (yl,...,y ) pour (V7)* et (zl,...,zt)
pour (VO)* . On voit facilement que l'algébre Ci{V]T a un systéme génsrateur mi-
nimal homogéne formé de mondmes en les Xi0¥i02g - Soit (fl,...,fs) un tel sys-
téme. En outre, tout élément de C[V]T qui est un mondme en les X50¥5.245 est en
fait un mondme en les f, . Si les poids de x1 et y: sont X et X ,ona
Xy € ¢VIT . Choisissons a,b entiers > 0 tel que x3° € CWVIT  t que a+b
soit aussi petit que possible. Alors, d'aprés ce qui précéde, x?y)f est 1'un des
fi . Raisonnant de méme sur tous les couples (Xi'yj) , et tenant compte des z
on voit que s 2 pq+t . D'autre part, comme dim T =1, on a degtrCv]T =
dim V-1 =p+g+t-1 (il faut s'assurer que l'action de T dans V est stable,
mais c'est facile). Alors

i 14

cpl(V) 2 pg+t- (p+g+t-1) = (p-1)(g-1)
2.10. Lemme.- Soit G = SL(2,T) .

i) Soit V un G-module simple de dimension impaire 2£+1 , avec £ =2 .
Aons :

cpl V2 (£-2)2 54 £ est impain ;

v

2(£-2)(£-3) &i £ est pain.
ii) Seit V. un G-module simple de dimension paire 2L , avec £ =3 . Alons :
Pl V= £2-20-2 .
(Pour des estimations meilleures, c4. [10] et [6]).

i) Supposons dim V = 2£+1 . Identifions V & 1l'espace vectoriel des poly-
némes homogénes de degré 2 en x et y , avec l'action naturelle de SL(2,T) .
Soit v = xly[’ € V . On vérifie facilement que Gv est fermée, que G,=T (le
tore diagonal de SL(2,T)) si £ est impair, et que Gv est le normalisateur T'
de T dans G si £ est pair. Supposons £ impair. Avec les mémes notations
qu'en 2.9, on a

2L

_ - 2 0 o —2
(T,V) = X ®x2£2®---®x2£,(T,gU)=x0,(T,g)=x &y &y~ .
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

Alors, d'aprés (5), la représentation tranchée est
2]
© peicp, g1 X7
D'aprds 2.9, cpl(T,N) > (£-2)2 . Donc cpl(G,V) =2 (£-2)2 d'aprés 2.7.
Si £ est pair, on procdde de maniére analogue, mais il faut avoir fait 1'ana-

(T,N) =

logue de 2.9 pour un groupe du type T' (qui adwmet T pour sous—-groupe d'indice 2).

ii) Si dim Vv = 2¢ , on réalise V comme l'espace des polyndmes homogénes de
degré 20-1 en X et y . Soit v = X2€-1_y2€-1 . Cette fois, G, est le grou-
pe cyclique formé des éléments d.iag(ezj‘ﬂk/z)’e—l , AR/ = 0,1,...,28-2,

et il faut une autre variante de 2.9.

2.11. Soient G = SL(2,T) , et V un G-module. Par rapport au tore diagonal T

de SL(2,T) , on définit V+,v-,V° comme en 2.9. Si V est simple, on sait que
dim Ve = 0 ou 1 suivant que dim V est pair ou impair, et que dim W = dim V- ;
donc dim V* = dim V- = [%dmv} . Si maintenant V=V, ®V, ® ... avec
V4,V2,... simples, on a donc

1
2

1

di.mV"'=d.1'_mV‘=[ dimV1]+[2disz]+

Ce nombre sera noté %G,y
Lemme.- cpl(G,V) tend vers L'ingini quand a5 v tend verns L'ingdind.

Si qG,V est trés grand, ou bien il apparait dans V un sous-module simple
de dimension trés grande (auquel cas, on applique 2.10), ou bien un module simple
de dimension fixée apparait avec une multiplicité trés grande (auquel cas, on rai-
sonne comme dans 2.5).

2.12. On revient au cas ol G est quelconque. Dans les n°® 2.13 3 2.18, on pré-
pare le choix d'un vecteur v auquel on appliquera la tactique de 2.8.

Soient T< G un tore de dimension 1 , Z son centralisateur dans G , et
Y=2/T . Alors Z et Y sont réductifs comnexes. Si V est un G-module, Z et
Y opérent naturellement dans V. . Soit K = Ker(z,V') T .

2.13. Lemme.- Soient T,Z,Y,V,K comme en 2.12.

Hypothese : a) L'action de 2z dans V' est stable 3

b) Ko =T ;

) Le stabilisateun génénique de (Z,V°) est Sgal & K .

(c) = a) quand Y est semi-simple : voin 0.7).

Alons, pour v générnique dans va , L'onbite Gv est fenmée, et G, est
un groupe reductif de tore maximal T (de sonte que G =T ou SL(2,8) ou
PSL(2,T)).

L'orbite Zv est fermée d'aprés 1l'hypothése a), donc Gv est fermée d'aprés
[8]. Alors, Gv est réductif (c4. 0.7). Evidemment, T CGV ; soit T' un tore
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maximal de G, contenant T . Alors T'c Z . Comme T'v = {u}
implique que T' <K, d'ol T' cK° =T et finalement T' = T

, 1'hypothése c)
2.14. Lemme.- Soient T,Z,Y,V,K comme en 2.12, avec £es hypotheses 2.13. Supposons
en outre que T 404t contenu dans un sous-groupe simple conmnexe C dedimension 3 de
G . Alons cpt V tend vers 2'ingini quand %Gy Zend vens L'ingini.

’

Soit v un point générique de VT . D'aprés 2.13, on peut c:onsidéner la re—
présentation tranchée (G ,N) . D' aprés (5), on a dim N dJ.mV"+d.1.mg -dlmg ’
donc dJ_mN — = quand qcv—d.lmV_—-—»W.Daprész9et211, cpI_(G,N)—»oo
quand dim N — o . (En fait, Gv n'est pas forcément connexe, il faut donc des
lemmes plus gérléraux que 2.9 et 2.11). Enfin cpl(G,V) > cp!L(G N) d'apres 2.7.

2.15. Lemme.- Sodent T,z comme en 2.12. Soient Vl,Vz,...,V des G-modules sim-
ples. Sodlent W, < VT, e Wy < VT des sous-Z-modules simples. Al’_o/vs Le produit

de Cartan W) W, .. Ws @5{ un Aouxs- -module de (V1 Ve Vs) . (2 est réduc-
tif, pas semi-simple, mais ce n'est pas génant).

Soient U un sous-groupe unipotent maximal de G , et A = C[G/U] , qui est
une (C-algébre intégre de type fini. Considérons A comme un G-module pour 1'ac-
tion naturelle de G dans G/U (contrairement aux conventions de 0.2, ce module
est de dimension infinie ; mais il est localement fini). On sait que A est somme
directe de sous-modules simples AX (A €P) , avec AA de plus grand poids A ,
chaque G-module simple apparaissant une fois et une seule, avec de plus
A)‘ . ALL:A)»ﬂJ. (compatibilité du produit dans A et du produit de Cartan).

Cela dit, choisissons dans chaque w. un vecteur de plus grand poids fi
pour l'action de Z . Alors le produit f1f2"'f (dans l'algébre A ) appartient

a V1V2"'Vs , est T-invariant, et non nul puisque A est intégre ; c'est un
vecteur de plus grand poids pour l'action de Z , donc il engendre dans

T . -
(V1V2. . .VS) un sous-Z-module isomorphe 3 W1 < Wy ws .

2.16. Soient T,Z,Y comme en 2.12, et supposons Y semi-simple.
Hypotheses : @) Viw)™ #0,...,v(@)T #0 ;
b) Pour j=1,...,xr , AL existe mj EN et un sous-Y-module simple Mj
de V(mjwj)T Zel que La représentation (Y,Mj) 804t Localement énjectéve.
Alons, pour presque tout A € P, La neprésentation (Y,V(A)™) admet une
sous-reprisentation simple Localement infective dont Le stabilisateun générique
est egal au noyau (et donc, comme on Le voit gacilement, La neprésentation

(Y,V(A)T) est Locaklement infective et son stabilisateur générique est égal au
noyau) .

Rappelons (0.7) que, pour presque tout Y-module simple, le stabilisateur gé-
nérique est &gal au noyau. Donc, en remplagant m:.l par un de ses multiples, et en
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utilisant 2.15, on peut supposer en outre, dans 1'hypothése b) que :

1) le stabilisateur générique de (Y,Mj) est égal au noyau (donc fini) ;

2) si le plus grand poids d'une représentation simple de Y a chacune de ses
coordonnées qui majore la coordonnée correspondante du plus grand poids de Mj ’
alors cette représentation simple a encore la propriété 1) (cf. 0.5).

On choisit dans chaque V(wj)T un sous-Y-module simple non nul Nj . Soit
A= ny, + ...+nro.>r €P.Si n1+ ...+nr est assez grand, on a par exemple
ni2m , donc V()T contient M .N}"T NJ2.. NI d'apres 2.15, donc (Y,v(M)T)

a les propriétés requises.

2.17. I1 y a un lemme analogue & 2.16 (que nous n'énongons pas) lorsque Y n'est
pas semi-simple (rappelons que Y est connexe réductif).

2.18. On fait ensuite une longue étude cas par cas des groupes simples pour prouver
que, si G est simple, on peut, par un bon choix de T , avoir les hypothéses de
2.16 ou 2.17, et en outre T contenu dans un sous-groupe simple C de dimension 3.
Voici 2 exemples (oli 1'on emploie les notations de [3]) :

A) Supposons G de type C. (r>2) . Soit T le tore "engendré"par H
ol a = 2g4 .AlorslalgebredeLlede Y est de type C l,et V(co)

£~
comme Cr— -module, est isomorphe & V(wl_z) GBV(o)i) (ot ml""'wﬁ—l sont 1es
poids fondamentaux pour Cpion convient que V(m:l) = V(o)r) =0, V(w(')) =1).

On peut prendre pour C le sous—-groupe d'algébre de Lie (m GBG:X & CI:X . Les
hypothéses de 2.16 sont vérifiées avec méme m,
car alors la représentation (Y,V(wz)T) est triviale. 'Ibutef01s, (Y,V(2w,) )

> (Aq,V(20])) et l'on peut prendre mp = 2 (et toujours m; =1 ).

=...=m —l,saufpour r—2,

B) Supposons G de type F4 (on a besoin alors des renseignements contenus
dans [15]). On prend T engendré par H ol a=@&; . Alors Y est de type Csz .
On a

VienT = v(2ol) ®1,v(wa)T 5 vi2el) © V(e +ey) ,

T
Vws)" > Vet +o8) , Viws)T = V(e .
On peut prendre C engendré par cma@cxa@a:x_a,et my =Mz =Mz =My = 1 .

2.19. Deémonstration du théoreme 2.2 pour G Adimple

On choisit T et C suivant les indications trés partielles de 2.18. On a
donc les propriétés de 2.16 et 2.17 (!). Limitons—nous ici au cas ol Y est semi-
simple. Pour presque tout A € P, le Z-module V()»)T vérifie les hypothéses b)
et ¢) de 2.13, donc aussi a) puisque Y est semi-simple. Onpeut donc appliquer 2.14.
Par ailleurs, Rer(G,V(\)) estfinipourpresquetout A , donc (C,V(A)) n'est pas
triviale. Notons, comme en 0.3, V. le C-module simple de dimension d+1 . Alors

d

(C,V(\)) contient un Vd avec d > 0 . Utilisant 2.15, on voit que, quand A —
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dans P, (C,V(A)) contient m V_ avec e — « , donc e — o . Alors
e IV(A')
cpl V(A) — = d'aprds 2.14.

(Lorsque Y n'est pas semi-simple - en fait le centre de Y est alors de di-
mension 1 - on ne peut utiliser le théor&me de Popov que c) =>a) dans 2.13. Il
faut donc établir de nouveaux critéres de stabilits, puis montrer qu'ils s'appli-
quent dans notre situation.)

2.20. Lorsque G est semi-simple quelconque, les mémes raisonnements réussissent
le plus souvent, avec beaucoup de complications techniques. Toutefois, les cas sui-
vants nécessitent un changement sérieux :

G = SL(2,T) x SL(rl+l,¢) X ee. X S.L(rp+ 1,0 ,

avec p>1, et rl,...,rp pairs 2 2 . Par exemple, prenons G = SL(2,T) x SL(5,T).
Soient ® 1l'unique poids fondamental de SL(2,f) et w; le poids fondamental de
SL(5,f) correspondant 3 la représentation évidente de dimension 5. Alors le G-mo-
dule V= V(nw+w) , avec n impair, a la propriété suivante : pour tout
v €EV-{0} , tel que 1l'orbite Gu soit fermée, Gv est un groupe fini.

Impossible donc de raisonner comme ci-dessus.

On peut procéder ainsi. Soit € = ezm/ 1 . Soit

g = (diag(e,e”") , diag(e2,e,1,e-1,e72)) < SL(2,T) x SL(5,T) .

Soit A le sous-groupe a 11 éléments de G engendré par g . Alors son centrali-
sateur dans G est le produit T x T' des tores diagonaux de SL(2,T) et SL(5,T).
Si n est assez grand, on a les propriétés suivantes: T x T' agit stablement
dans VA ; si v est générique dans VA , l'orbite Gu est fermée, et Gv est
fini ; la projection de GU sur SL(2,C) oontient le sous-groupe d'ordre 11 en-
gendré par diag(e,e~') , donc ne peut &tre ni le groupe du tétraddre, ni le groupe
de 1l'octaédre, ni le groupe de 1l'icosaédre, donc est cyclique ou diédral ; on arri-
ve alors a prouver que le cardinal de GU est < 220 .

Or, soit I' un groupe fini. Soient Ppres+sPy Ses représentations simples
non triviales. Si p est un entier > 2 , le théoré&me de Chevalley - Shephard - Todd
prouve que la représentation pps n'est pas bonne. Raisonnant comme en 2.5, T
n'a qu'un nonbre fini de représentations de complication majorée par un entier don-
né (3 condition d'exclure les composantes triviales).

Revenons & G . Puisque ]G‘)| < 220 , il n'y a qu'un nonbre fini de groupes
GU possi.ble(s;v a isomorphismes prés. Quand n — « , on voit facilement que
dim V-dimV © — o . Si (GU,N) désigne la représentation tranchée, on déduit
alors de (5) que dim N-dim N — o . Donc cpl(G,V) — o .

2.21. Tout au long de [10], Popov établit des majorations plus précises que celles
qui sont esquissées ci-dessus. Comme conséquence, il obtient par exemple ceci :
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soit V un Eg-module simple (non trivial). Si (Eg,V) est la représentation ad-
jointe, (Eg,V) est bonne ; mais, sinon, sa complication est 2> 9000 . Il est a
présumer qu'une résolution explicite des algébres d'invariants correspondantes
doit étre délicate a obtenir.
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