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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n° 639 Février 1985

TORES INVARIANTS DES SYSTEMES DYNAMIQUES HAMILTONIENS
[d'aprés Kolmogorov, Amold, Moser, Rissmann, Zehnder, Herman, P8schel,...]
par Jean-Benoit BOST

0.1. Cet exposé se veut une {ntroduction & la "théorie K.A.M.", c'est-a-dire a
la théorie des orbites quasipériodiques des systémes dynamiques et de leurs per-
turbations, initiée par Kolmogorov en 1954, puis développée, quelques années plus
tard, par Arnold et Moser.

Nous traiterons surtout du "théoréme K.A.M." relatif aux systémes dynamiques
hamiltoniens, connu sous le nom de théorime des tores invariants. Ce théoréme af-
firme qu'un systéme dynamique hamiltonien voisin d'un systéme complétement inté-
grable posséde encore "beaucoup" de tores lagrangiens invariants. Ce résultat ad-
met des applications remarquables d divers problémes classiques de la physique
mathématique. En mécanique céleste, par exemple, il permet d'exhiber "beaucoup"
d'orbites quasi-périodiques dans le probléme & n corps, et d'établir la stabi-
1lité de certaines orbites périodiques. Le théoréme des tores invariants montre
aussi que, contrairement 3 1'intuition physique, 1l'hypothése ergodique de Boltz-
mann n'est pas vérifiée par un systéme hamiltonien générique.

Les versions fines du théoréme des tores invariants, nécessaires pour la plu-
part de ces applications, sont malheureusement assez lourdes a énoncer, et leurs
démonstrations possédent un caractére technique certain. Cependant, les méthodes
"a convergence rapide avec lissage", utilisées par Moser dans ses premiéres dé-
monstrations, ont permis d'établir des théorémes généraux d'analyse non-linéaire
(les théorémes des fonctions implicites "d la Nash-Moser"), que 1l'on peut appli-
dquer en retour 4 la démonstration des "théorémes K.A.M.". Aussi, nous n'avons pas
cherché, dans cet exposé, a formuler en détail les énoncés les plus précis connus
aujourd'hui des "théorémes K.A.M.", mais plutSt 3 en présenter des versions (re-
lativement) simples, dont on puisse donner des démonstrations au moyen des théo—
rémes "3 la Nash-Moser" les moins techniques.

L'exposé se divise en trois parties. La premiére consiste en un survol des prin-
cipaux résultats de la "théorie K.A.M." et de certaines de leurs conséquences,
suivi de quelques remarques sur leurs démonstrations. La seconde, indépendante de
la premiére, expose d'aprés R.S. Hamilton ([66]), un théoré&me des fonctions impli-
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J.-B. BOST

cites "a la Nash-Moser", valable dans les espaces de Fréchet de fonctions (. .

Dans la troisié&me partie, ce théoréme est utilisé pour démontrer, suivant Herman
([27]), une version du théor&me des tores invariants.

0.2. Je tiens & remercier chaleureusement R. Douady, dont les remarques m'ont
permis d'écrire le § 1.3 dans sa forme actuelle, et M. Herman, qui m'a autorisé
a présenter le contenu non publié de [27] et m'a apporté de précieux conseils
lors de la préparation de cet exposé.

0.3. Notations

-Si M et N sont deux variétéds C  (resp. R-analytiques) et r € NU fod}
on note CF(M,N) (resp. foad (M,N) ) l'ensemble des applications ol (resp.
R-analytiques) de M vers N; C'(M) :=C (MR ; M) := PME) .

Si g est un difféomorphisme & M sur N et X un champ de vecteurs sur
M, g,X désigne le champ de vecteurs sur N défini par :

’

(9,X) (¥) =Dg(g~1(y)) .X(g" 1 (y)) .

- Si M est une variéte ¢ compacte, et si 1€EN, Ci(M,Rp) ,est mni de
la topologie d'espace de Banach définie par la convergence uniforme sur M des
jets d'ordre i ; cette topologie est appelée Ci—topologie. L'espace C°°(M,]Rp)
est mmi de la topologie d'espace de Fréchet bome supérieure des Co-topologies,
appelé C-topologie. Si, de plus, N est une variété C  , on définit encore,
pour tout r ENU {3 1la Cr—topologie sur Cc* (M,N) (par exemple, en plongeant
N dans un espace F et Cr(M,N) dans Cr'(M,IRp) ).

- 'IN = :IRN/ZN ; on désigne par m 1l'application canonique ]RN —_ ; si
Sem™ et t€eR , on dfinit de fagon &vidente la somme S+t ; si A €R
on pose RX = ('E‘N,']IN,S — 9+A) . Le fibré tangent a 'I.['N est canoniquement
isomorphe au fibré trivial ™ x ]RN . L'espace X°°(‘]I’N) des champs de vecteurs
C® sur T s'identifie donc 3 (T, R) , et si g est une application dif-
férentiable de 'II'N vers R (resp. un difféomorphisme de 'II'N ), sa différen-
tielle s'identifie 3 we application de T vers Hom (K ,®) (resp. End]R]RN),
qu'on notera 939 . Aux § 3.2-3.5, le fibré cotangent a ‘]IN sera aussi identifié

au fibré trivial ']I‘Nx]RN ,et, si f€ @”(‘]I‘N) , on notera df pour
( of of

wl,...,ﬁ .

- @, R,0) = fue O, ) u(0) = 0} . DIff°(I;0) désigne le groupe
des difféomorphismes C° de TN homotopes & 1'identité et fixant 0 € T . Ce
groupe s'identifie d l'ouvert Q de C°°(']I‘N,RN,O) défini par la condition

WEQ e (Vx €T , T+du(x) € @WEY)

au moyen de l'application u +—— IdmN +u. Diffm('ﬂ‘N;O) est mmi de la topo—
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(639) TORES INVARIANTS DES SYSTEMES DYNAMIQUES HAMILTONIENS

logie déterminée par cette identification.
piff®(w,0) := Diff~(@,0) n (™, T .

- DI; désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon R dans l'espace eu-
clidien R .

1. LE THEOREME DES TORES INVARIANTS DE KOLMOGOROV-ARNOLD-MOSER ET QUELQUES UNES
DE SES CONSEQUENCES

1.1. Systémes dynamiques hamiltoniens complétement intégrables

1l.1.1. Depuis W.R. Hamilton, on sait écrire les équations du mouvement d'un sys-
téme mécanique conservatif & f degrés de liberté sous forme "canonique" :

s oH s oH
(1.1.1) Bi=-aq ¢ 4=y

Les "coordonnées généralisées" q; et leurs "maments conjugués" p; constituent
des coordonnées (locales) dans l'espace des phases de dimension 2n , qui décrit
1l'ensenble des états du systé&me, et H = H(q,p) est une fonction différentiable
sur cet espace des phases, appelée hamiltonien du systéme.

L'intérét du formalisme de Hamilton réside dans le fait que les équations du
mouverent (1.1.1) conservent leur forme "canonique" dans tout systéme de "coor—

(l<i<n.

données canoniques”, i.e. tout systé&me de coordonnées (q]!_,pi) 1<i<n tel que :
n n -
L} | -
151 NPy = 151 Ay APy -
Par 1l'utilisation de coordonnées canoniques ingénieuses, les mathématiciens du

XIXe siécle (en particulier Jacobi, Liouville et Kowalevska) ont su résoudre com-
plétement les équations du mouvement de divers systémes mécaniques.

1.1.2. Rappels de géomitrie symplectique (cf. [11, [2])

a La mécanique de Hamilton est modélisée mathématiquement au moyen de la notion
de variété symplectique.

Rappelons qu'une variété symplectique C° est une variété C° (de dimension
paire) mmie d'wne 2-forme C~ fermée, partout non dégénérée. La variétéd
symplectique associée & un systéme mécanique conservatif est son espace des phases
M, mni de la 2-forme o qui posséde 1'expression E dq Adp dans tout sys-
téme de coordonnées canoniques (q Py ) . L'évolution dans le temps du systéme,
décrite par les équations (1.1.1), d&finit un champ de vecteurs xH sur M, ca-
ractérisé aussi par 1l'équation intrinséque :

(1.1.2) iXHc =aH .

Plus généralement, 1'équation (1.1.2) définit le champ de vectewrs hamilitonien

. associé & une fonction C° H définie sur un ouvert d'une variété symplectique
(M,0) ; H est appelé alors un hamiftonien de Xy o et le flot de Xy le 4Lot
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hamiltonien de H .

Si F et G sont deux fonctions C° sur un ouvert de (M,0) , on définit
encore leur crochet de Poisson

~

{F,G := XGF = O(XF,XG) = -XFG
il vient alors :
Xw,q = "HpXgl -
On dit que F et G sont en {nvolution lorsque ({F,G
flots hamiltoniens & F et G commutent.

0 , i.e. lorsque les

Rappelons aussi qu'une application f d'un ouvert d'une variété symplectique
(M,0) vers une variété symplectique (M',c') est dite symplectique ou canonique
lorsque f*o' =0 .

b Dans cet exposé, nous travaillerons principalement avec la variété 'JI‘Nx ]RN ’
qui s'identifie au fibré cotangent ki . En tant que telle, elle est munie na—
tu.telll\ienent d'une structure symplectique, définie par la 2-forme fermée
o= izl dSiA dIi , ol (81,...,8N,Il,...,IN) désigne un point courant sur

'II‘Nx ]RN . Les "coordonnées" Si sont parfois appelées variables d'angle, et les

I. , variables d'action. Nous écrirons souvent 2 pour | == et 2
i ESS 994/, )
9 1<i<N
pour —a—f- .

1/1<i<N

Le fibré tangent T('JI‘N x ]RN) posséde une trivialisation canonique évidente,
qui nous permettra d'assimiler les champs de vecteurs sur ™ x ]RN aux applica-
tions de T x B\ vers K2 . En particulier, le champ de vecteurs hamiltonien
XH posséde 1'expression

9H BH) .

%= (5'1" S
Rappelons enfin corment la méthode des fonctions génératrices permet de para—
métrer les plongements symplectiques de ']I‘N x Dg vers TN x B voisins de
1'identité : soit f un tel plongement ; il existe S € CO(T" x DY et
t €R' , proches de 0 , tels que le graphe de f admette comme &quations en

(9,1,9',1") €'IINx DI;X‘IINXI[%\] :

s=9 +Ep,n
(1.1.3) { ol

I'=T1+42(8",I) +¢t;
récriproquerent, si (S,t) € C°°(‘I[‘Nx DI;) x ]Eg\I est proche de 0 , les équations
(1.1.3) définissent un plongement symplectique £ : (9,I) — (©',I') voisin
de l'identité. Les applications f obtenues par ce procédé 3 partir des
couples (S,t) ol t =0 sont appelées globalement canoniques ; elles sont ca-
ractérisées par le fait que, si 1'on pose :

N
T = izl Iidai N
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la 1-forme f*t - T, a prlonl fermée (puisque dt = ¢ ), soit exacte (cf. [13]).
1.1.3. Systemes complLetement intégrables

Si H est wne fonction €  sur wn ouvert de 'JINx]RN de la forme 'II‘NxV in-
dépendante des variables d'angle Si ; le flot hamiltonien de H est particulié-
rement simple. En effet, Xy s'écrit alors :

Xy = @peeeyi0sens,0)
ol les w; = % ne dépendent que des variables d'action I1""'IN . Le flot
de X vaut donc au temps t :

'II‘N x V —»']I‘Nx v
(81,...,8N,I1,...,IN) — (81+t!.ol,...,SN+tmN,I1,...,IN) ;

il laisse invariant les tores T x {I} , et, sur chacun d'eux, est quasi-pério-
dique de fréquences ml(I),...,mN(I) .

Dans ces oconditions nous dirons que le hamiltonien H est complitement inté-
ghable.

Plus généralement, si (M,0) est une variété symplectique de dimension 2N ,
U uwn ouvert & M et H un hamiltonien sur U tel que U soit globalement
invariant par X, , on dit que Le 4ot hamiltonien de H est completement inté-
grable sur U s'il existe N fonctions F),...,Fy dans c¢°(U) , intégrales
premiéres de XH (i.e. ¢ Vi, {Fi,H} = )%Fi = 0 ) en involution (i.e.: Vi,j ,
{Fi,Fj} = 0 ) telles que, en tout point x € U :

(1.1.4) dFl(X) A ...AdFN(x) #0 .

Le lien entre "flots hamiltoniens complétement intégrables" et "hamiltoniens
complétement intégrables sur T x R' " est assuré par le résultat suivant, dd
a Liouville et Amold ([5], [2]) : S{ N {fonctions C, Fiyeen By, déginies
suwr un owvert U d'une variété symplectique (M,0) de dimension 2N sont en
involution et vérifient (1.1.4) en tout point de U et 84, pour un centain

(ci)l_lSN de IRN La vaniété N, = {x € U|Vvi, Fi(x) =c, } est non vdde,
compac,te et connexe, (LCOM No possede un voisinage dans M "Aympteotomohphe"
a un ouwvert T x v de T x JRN » mund de sa structure symplectique naturelle,
de Zelle sonte que Les variables d'action ne dépendent que des F, (Les variec-
1es N, deviennent des tores T x (I} dans T x v ) ; en pa/dxcu&m expri-
mes dam Les variables angle-action (9,I) € T x V , Les hamiltoniens H = F;
sont complLetement intégrables.

Par ailleurs, la connaissance d'une "intégrale compléte" de 1'équation de
Hamilton-Jacobi pour un hamiltonien H = F, défini sur M fournit des fonctions

1

F1 ’ F2 ¢ oee o FN en involution et assure que le flot hamiltonien de H est
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complétement intégrable sur 1'ouvert défini par la condition (1.1.4).

L'intérét porté aux flots hamiltoniens complétement intégrables tient d'abord
au fait que divers systémes dynamiques étudiés classiquement en mécanique et en
géamétrie en fournissent des exemples remarquables. En fait, tout systéme conser-
vatif classique, & N degrés de liberté, dont 1l'on sache "résoudre" les équa-
tions du mouvement posséde N intégrales premiéres R-analytiques en involution,
"indépendantes" Fl" .. ,FN » explicitement connues, et admet un flot hamiltonien
complétenent intégrable sur 1'ouvert de 1'espace des phases défini par (1.1.4)
(cet ouvert est le complémentaire d'un ensemble analytique de codimension au
rmoins 1). Les systémes de cette sorte sont qualifiés eux aussi de conpl étement
intégrables. En voici quelques exemples : 1'oscillateur harmonique ; le point
matériel soumis & une force centrale dérivant d'un potentiel ; le solide mobile
autour d'un point fixe (Poinsot) ; le solide pesant, symétrique, mobile autour
d'un point fixe situé sur son axe de symétrie (Lagrange) ; le point matériel se
déplagant sans frottement sur un ellipsoide (Jacobi - le flot hamiltonien se con-
fond ici avec le flot géodésique).

Cependant, les flots complétement intégrables sont exceptionnels parmi les
flots hamiltoniens. Ainsi, si (M,0) est une variété synmplectique campacte,
1l'ensemble des H € C°°(M) tels qu'il existe un ouvert non vide V dans M , sur
lequel le flot hamiltonien d¢ H soit complétement intégrable, est maigre dans
c®(M) (cela découle des résultats de généricité en dynamique hamiltonienne éta-
blis par Robinson ; cf. [49], [37], [1 ]). D'autre part, de nombreux systémes
mécaniques classiques ne sont pas complétement intégrables. Par exemple, n (>2)
masses ponctuelles dans 1'espace obéissant aux lois de la gravitation newtonienne
("probléme & n corps"), le solide pesant mobile autour d'un point fixe, ou le
point matériel se déplagant sans frottement sur une surface convexe constituent des
systémes non complétement intégrables en général (peut-étre devrait-on dire plu-
tot "non complétement intégrés" ; les preuves de non-intégrabilité absolument ri-
goureuses sont difficiles et peu natbreuses ; cf. [7 ]).

1.1.4. Perturnbations des systemes completement intégrables

=

Reprenons 1l'exemple du probléme 3 n corps. Lorsque les masses d@¢ n-1 des
corps deviennent infiniment petites, le systé@me se découple en n-1 problémes
de Kepler et est donc complétement intégrable. On peut étudier les trajectoires
du probléme & n corps lorsque toutes les masses, sauf une, sont trds petites,
en les considérant comme des perturbations des trajectoires de ce systéme complé-
tement intégrable , faciles & calculer (il s'agit 13 de la méthode des perturba-
tions en mécanique céleste, qui remonte 3 Clairaut, Lagrange, ...).

Des considérations analogues s'appliquent aux autres exemples cités plus haut.
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Par ailleurs, la théorie des formes normales de Birkhoff montre que, au voisi-
nage d'un point stationnaire stable dans 1'approximation linéaire, un flot hamil-
tonien peut, en général, étre considéré comme une perturbation d'un flot hamilto-
nien complétement intégrable (cf. [6], [2]).

Ainsi, un systéme hamiltonien non intégrable peut souvent étre considéré comme
une perturbation d'un systéme complétement intégrable. On est mené ainsi a se de-
mander de quelles propriétés des systémes complétement intégrables les systémes
hamiltoniens voisins héritent. Par exemple, qu'advient-il des tores invariants
par le flot hamiltonien d'un hamiltonien Ho, complétement intégrable sur
T « B’ lorsque Ho est perturbé en un hamiltonien proche dans la C -topologie,
mais quelconque par ailleurs ?

Ce type de question - auguel s'étaient attaqués de nombreux mathématiciens du
siécle demier, dont Dirichlet et Weierstrass - trouve une réponse grace au théo-
réme des tores invariants de Kolmogorov, Arnold et Moser ; ce théoréme affirme
que, si pour une valeur I, des variables d'action, les fréquences
(wl(Io) ,...,mN(Io)) satisfont & une condition diophantienne, et si la matrice
hessienmne de Ho = Ho(I) en I, est inwversible, alors le flot hamiltonien assi-
cié & une "petite perturbation" de Ho est quasi-périodique de mémes fréquences,
sur un tore de dimension N plongé dans 'II‘N_x ZRN , invariant par le flot et "pro-
che" du tore T x {Io} .

1.2. Le théoréme des tores invariants

1.2.1. Voici trois variantes du théoréme des tores invariants. Nous démontrerons
la premiére dans la troisiéme partie de 1l'exposé. En fait, il est possible de dé-
duire les théorémes 1.2.2 et 1.2.3 du théoréme 1.2.1, et les théorémes 1.2.2 et
1.2.3 1'un @e l'autre (R. Douady, [20], [21]).

THEOREME 1.2.1.— Soient Ho un hamiltonien complétement intégrable sur

N xDy (iee. un toment de (DY) ) et To wn point de BY .
Supposons que Ho et Io vénifient Les hypotheses suivantes :

.(TI4) Le vecteur fonmé des N premieres composantes de xHO surn Le tore

T x {To} satisfait & wne condition diophantienne faible. En d'autre tenmes, &4

nous posons

_ (3o BHo
o= (311<10),...,31N(Io))

AL existe deux constantes T et c > 0 telles que

N N -t
N
(D) vk € ZN~ (0} , ,151 kiotil > c(i§1|ki|) .
. 2
L(TI}) La matrice {313—_;’;—7(10)} est invernsible.
1943 1<i,j<N

Alons Ho possede un voisinage W dans C (T x DII:) Zel que, pour tout hamil-
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tonten H dans W, on puisse trwuver un tore ﬁ{ de dimension N plongé dans
T f)ll: Lhardant par Le Lot hamiltonien de H , en sorte que :

i) % sodit Le graphe d'une application u,  dans Cm('nN,BI;) ;

i1) ¥, 404t une sous-varniété Lagrangienne de P (4.e. OIAZTE:H =0 );

iii) Le 4Lot hamiltonien de H nestreint a G 504% confugulé au fLot hamilto-
nien de Ho nestreint a T x {Io} , <.e. au Lot du champ comstant o sun ‘I[‘N;
plus précisiment, L existe un difféomonphisme 9y € Diff°°('n‘N,0) el que, en no-
tant (£) p Le §Lot hamiltonien de H et ?t =9ggoR 09" , onait

WET £ 0u9)) = F 0,007 ©) ;
iv) w; et gy dépendent continiment de H ;
uy = I, (donc %‘HO =1 « {Io} ) et 9y, = Idl']IN’
THEOREME 1.2.2 (Tores invariants d'énergie fixée).— Mémes hypothéses que dans le
théoréme 1.2.1, hormis la condition (TI}) remplacée par :
92Ho

[ B—IfE)I_'(IO) g—[]-:l;,):(lo)
(fI3) La matrice (N+1) x (N+1) J est invensible.
Lo(10) 0
j

Mémes conclusions que dans le théoréme 1, hormis iii) et iv) remplacées par :
iii) H prenne La valeur constante Ho(Io) sur Ty » et Le flot hamiltonien
de H nrestreint a Ty 40t conjugue au glot d'un champ constant sur ™ cobi-
neaine & o ; plus pricisiment, AL existe un défgéomonphisme gy € Diff™ (T, 0)
et A(H) €ER  tels que, en notant (ft)tEJR Le Lot hamiltonien de H et
e = GyoRoymyao T » o1 alt

e, £.0,u9) = E©,0.F0) .

i) wy, g9y et A(H)  dependent contindment de H ;
l-lHO'—‘Io ’ gHo=Id et A(Ho) =1 .

THEOREME 1.2.3.— Soit fo un diffeomorphisme symplectique de TN ' x DR_l qui

s'8enive : £o(9,1) = (B+0(D),D) , oi o€ Oy LEY et soit T wn point
oN-1
de DR .

Supposons que fo et Io vérifdient Les hypothdses sulvantes :
. (TIz) Le vecteuwr B = w(Ilo) satisfait a une-condition diophantienne fornte, L.e.
AL existe deux constantes T et c > 0 telles que :

(D") vk € ZN\{O} ’ |N51 k.B.+kN| zc(g Ik.I)_T .
i=1 171 i=1 1
(TI3) La differentietle 22(Io) est inversible.
Alons fo possede un voisinage W dans L'espace des applications globalement
canoniques C° de T L« Dt;—l vers T Yx B Y (muni de La C™-topologie)
el que, pour toute £ € W, on puisse trouver un tore ‘?:f de dimension N-1 ,
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plongé dans oL« °I; ! invarniant pan £, de sonte que :
N-1

i) ¢ soit Le graphe d'une appuca,twn uc dans C 1,8 OR ) ;

ii) Q:f 404t une sous-variéts mgwgcenne de TV1x®Y

iii) £ snestreinte & ¥ s0it conjugule & fo restreinte & ']I'N_l x {Io} , 4.e.
a La translation Ry sur 'II'N' ; plus précisément, il existe un difgeomorphisme

g¢ € Diff°(m™ 1,0) tek que, en notant T = gf°PT5°g’_f1 , on ait :
vwer !t £9,u @) = F®),u.¥®) ;

iv)  ue et 9 dépendent continument de £ ;

ug =Io (donc z‘ ']I'N 1, {Io} ) et 9, ‘IdmN-l'

1.2.2. Les conditions (D) ou (D') sont des conditions de mauvaise approximation
de a ou B par des familles rationnellement dépendantes. D'aprés un théoréme
classique de Dirichlet, l'exposant T figurant dans ces conditions vérifie né-
cessairement : T 2 N-1 . Par ailleurs, si T > N-1 , l'ensenble des « GRN
(resp. B € RV ') satisfaisant & (D) (resp. (D')) pour c fixé est un fermé
fermé 4'intérieur vide, dont le camplémentaire relativement 3 un compact quelcon-
que voit sa mesure de Lebesgue tendre vers 0 avec c .

Les conditions (TI') sont des conditions de non-dégénérescence sur la dépen-
dance en I des fréquences g—?‘i , ou encore, de non—linéarité sur Ho . Si,
Fo ; pf — = réalise m dls-
féomorphisme d'un voisinage ouvert V de Io dans DN sur son image (V) .

par exemple, (TI;) est vérifiée, l'application

ILorsqu'il en va ainsi, et que ¢ est suffisament petlt, v oontient un fermé
K de mesure de Lebesgue non nulle, tel que (TI,) et (TI}) soient satisfaites en
tout point To € K . On peut alors appliquer le théordme 1.2.1 pour chacune de
ces valeurs de To . Davantage, il est possible de choisir le voisinage W indé-
pendant de To € K (cela découle, par exemple, d'un examen détaillé de la dé-
monstration donnée en troisiéme partie). Par conséquent, 44 Ho € C° (DN ) vernigdle
(TI3) en Ip € Dg , et 84 U est un voisinage de Io , alorns Ll emte un ensem-
ble compact K< U de mesure de Lebesgue non nutlle et un voisinage W de Ho
dans (T x DY Dp)  tels que :

a) —?—IQ lLeaLuse un difgeomonphisme d'un voisinage ouvert de X contenant I,

st un ouvert de WY ;
et que, pour tout H E W :

b) il existe dans T x DI; une gamille de tones Laghangiens

variants parn Le §Lot de Xy

c) pour tout To de K, Xy 404t confugué sur Ty, T, U champ de vectewns

constants P ¥o) s TV

(d'aprés a) les tores 'KH '~I'° peuvent étre aussi paramétrés par les fréquences
’

&1, 7, )Tk M

aHo(Io) qui forment un compact de mesure non nulle).
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Si, a 1'opposé des considérations précédentes, on ne s'intéresse qu'd un seul
tore invariant par le flot hamiltonien, il n'est pas nécessaire de supposer Ho
complétement intégrable pour disposer de la conclusion du théoréme 1.2.1. En
effet, celui-ci est encore valable si 1'on y remplace la condition :

Ho € c“(DI;)
par :
T x (I} est invariant pan Le §Lot hamiltonien de Ho ,
c'est-a—-dire :
wer , H,® =0,
et la condition (TI}) par :
La matrice {LN gf;%juo,&) de} st invensible.
1<i,jN
La démonstration du théor&me 1.2.1 présentée dans la troisiéme partie de 1l'ex-
posé s'adapte 3 cette version plus générale (sous les hypothéses précédentes, les
lemres 3.3.1 et 3.3.2 sont encore valables, et admettent des démonstrations sem—
blables i celles des § 3.4 et 3.5, mais plus complexes dans certains détails).
Les théorémes 1.2.2 et 1.2.3 admettent des généralisations analogues (cf. [63]).

1.2.3. Nous présentons maintenant des formulations équivalentes des conclusions
du théoréme 1.2.1.

a Soit uECaZ'II‘N,BI;) et soit GrLu (c 'II‘Nx 151;) son graphe.

Lemme 1.2.4.— Les trois assentions sulvantes sont equivalentes :
i)  Gru est une sous-varniété Lagrangienne de ™ x® (i.e. UIAZTG/LU=O ) ;
ii) La 1-4oume differentielle sur ™ ig-l u dd, est fermée ;
iii) Le difgeomonphisme U 3 xR — xR’ est symplectique.
(9,I) — (9,I+u(d))
Ce lemre est une conséquence immédiate des définitions.

Lemme 1.2.5.— Supposons Gr u Lagrangienne et donnons-nous un hamiltonien H ,
dégini au voisinage de Gru . Pour que Gru 404t ( globalement) invariant par
Le 4kot hamiltonien de H , il faut et il suffit que H s04it constant sur Gr u .

Demons thation.— Définissons un difféamorphisme symplectique U de ™x B come
dans le lemme précédent. La sous-variété Gr u est invariante par le flot de Xy
si et seulement si U-1(Gx u) est invariant par le flot de U;’XH .
Or :
U-1(Gr ) = T x {0}
et, puisque U est symplectique

d(HoU) | _ B(HoU)> .

-1 — —
u *XH“XHou”( 3T 35

Ie lemme est maintenant évident.
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Ainsi, la conjonction de l'invariance de 2;1 par le flot hamiltonien d&& H et
des conditions i) et ii) du théoréme 1.2.1 est équivalente aux conditions suivan-

tes sur uy = (Wy,...,un) :

ug € Cm(TIN;DI;) ;
N
_§1 uidSi est une 1-forme fermée sur 'JI‘N ;

Ho (Id,uH) est une fonction constante sur ']I‘N .

b Comme toute 1-forme fermée sur i peut s'écrire df + 'gl tidﬁi , ol
fe C°°(']1‘N) et te€ :RN ; hous voyons aussi que déterminer ml; variété lagrangien-
ne de la forme Gr u invariante par le flot hamiltonien de H revient i trouver
t € lfq + E€ER , et une fonction f qui vérifie 1l'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre sur ’E‘N :

H(&,(%_—(&))
1 1<i<N
ou, autrement dit, trouver E € R et une solution de la forme :

+t)=E;

(1.2.1) QX £(x) + <t,x>

od fe€ C°°(RN) est ZN—périodique , de 1'équation différentielle du premier ordre

sur R :

(1.2.2) ﬁ(x,(a .(x)) ) =E
N o cin
od H=H, (n,Id) .

Remarquons que 1'équation (1.2.2) possé&de localement de nombreuses solutions
(fournies par la méthode d'intégration de Hamilton-Jacobi) ; la difficulté du
probléme en question réside en la détermination d'une solution de la forme
(1.2.1), i.e. d'une solution globale qui satisfasse aux conditions aux limites
imposées par la périodicité.

¢ Considérons maintenant 1'assertioniii) du théoréme 1.2.1. Elle est triviale-
ment équivalente 3 la suivante :

XH"”'H = (Fgrty o G4 -
Carmme X = (-g-;l,- —%) et que 1l'application (9,I) 9 restreinte & G Uy
est un difféamorphisme sur 'II‘N , elle s'écrit encore :
oH
"a—Io (IdruH) = gH* .
d Enfin, lorsque i), ii) et iii) du théorame 1.2.1 sont réalisées, on peut compo-
ser les difféomorphismes symplectiques :

us: 8,I) — 9,1+ uy(9))
et t 1
Uz (9,1 > (g;(®, 3g,(®™ 1) ,
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et 1'on obtient ainsi un difféamorphisme symplectique :

U= Uol' + (3,1) — (g(®) vy 0 gy (®) + “3g, 8y 1)
tel que N
(1.2.3) HoU"(9,I) =E + izl oy I; + 0(I2) (EE€ER

Il en découle que déterminer un tore invariant lql satisfaisant a i), ii) et
iii) est &quivalent 3 construire un difféomorphisme symplectique U" de
‘I[‘N x ]RN , de la forme :
u" : (9,I) = O+a@®) ,b(d) +c@®)I)
o a,b,ce @, R) , et vérifiant (1.2.3).

1.2.4. Les premiéres versions du théoréme des tores invariants (annoncées par
Kolmogorov, puis démontrées par Amold) concernaient les tores invariants R-ana—
lytiques des systémes hamiltoniens R-analytiques. Voici un tel théoréme " R-ana-
lytique", simple & énoncer (on peut le démontrer, par exemple, en adaptant la
preuve de Zehnder dans [63]) :

THEOREME 1.2.5.— Soit 6 €RE , 40it H_(8,1) un hamiltonien sur T x By de-
pendant du parametre € € 1-6,6[ et s0it Io € Bﬁ .
Supposons que He s'eenive :

He(a'I) = Ho(I) + €H,(D,I,€) ,

avec Hp € Cm(ﬁlg) et Hq € Cm('n‘Nx 51; x 1-6,6[), et que Ho vénifie Les condi-
tions (TI,) et (TIY) du thioréme 1.2.1.

IL existe atons &' € 10,81 , et pour tout € € 1-6',6'( , u_€ c“’(rnN,Bﬁ) et
g, € Dift(m,0) , tets que :

i) Le gnaphe % de u_ s0it une sous-variéts Lagrangienne de ™ ﬁg
Anvardiante par Le Lot hamilitonien de H, ;

ii)  Le 4Lot hamiltonien de H, nestreint a ‘Ce s04it conjugué au Lot du
champ constant o sur ™ par Le difgeomonphisme (® = (g, u_09.(9)));

iii) u(d) et g (9) sodent des fonctions analytiques de
(9,6) € ™ x 1-6',6"[ , telles que uo = Io et go = Td) o -

D'aprés les remarques du n° 1.2.3, les conditions i) et ii) sont équivalentes
a:

’

3 ; 9 :
g Ded_ e,j 1<i<jsN ;
Bﬁj 004
0 =0 -
E HE o (Id,ue) =0 7

aHe Bge
ii) ! =
ii) AT © (ge,ue o ge) TR

Le théoré&me 1.2.5 apporte une réponse 3 un probléme ancien, considéré notam—
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ment par Weierstrass et Poincaré. Comme Poincaré l'a montré ([ 4], n° 125128 et
147), lorsque les conditions (TI,) et (TIj) sont satisfaites, on peut calculer
par récurrence sur n des fonctions w, € Cw('II‘N,]RN) et 9, € (f’o('IIN,]RN,O)

telles que les séries formelles en € :

* n *5" n
ue=Io+n§lsun et gE«Id+n___ltsgn
vérifient (formellement) i)' et ii)' ; de plus, les u, et gn sont uniquement

déterminés par ces propriétés. Les séries u. et g + OU plutdt u 0 9 et

9e + forment un exemple de ce que Poincaré appelle séries de Lindstedt ([4 1,
chapitre IX). La question de leur convergence était restée ouverte jusqu'aux tra-
vaux de Kolmogorov et Arnold. Le théoréme 1.2.5 y répond par l'affirmative, con-
trairement & 1l'opinion de Poincaré, qui, toutefois, dans Les méthodes nouvelles
de La mécanique céleste, n'excluait pas absolument la convergence des séries de
Lindstedt considérées ici ([ 4], fin du n° 149) :

"Ne peut-il awriver que Les sénies (2) convergent quand on donne aux x3§
certaines valeurs convenablement choisdies ?

Supposons, pour simplifien, qu'il y ait deux degnés de Libenté : Les sé-
nies ne powvwiaient-elles pas, par exemple, converger quand x5 et x3 .ont
et choisdis de telle sonte que Le rappont -E 804% incommensurable, et que
son carnl S04t au contraire commenswrable (ou quand Le rapponrt :_:i est as-
sufettd a une autre condition analogue a celle que fe viens d'énoncern un
peu au hasarnd) ?

Les naisonnements de ce Chapitre ne me permettent pas d'agfirmern que ce
gait ne se prisentera pas. Tout ce qu'il m'est permis de dire, c'est qu'il
est fornt invraisemblable."”

(Les séries (2) sont les séries de Lindstedt U o9, et 9 i Poincaré discute
le cas N =2 et désigne par (x3,x3) et (n,,n,) ce qui est noté ici I, et
a.)

1.3. Les théorémes 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.3 admettent des versions plus raffinées :

i) d'une part, on sait en établir des variantes oli les conditions de réqularité
C” sur les hamiltoniens et les tores invariants sont remplacées par des condi-
tions d'analyticité réelle (cf. 1.2.4), ou, au contraire, par des conditions de
régularité cr , r fini ;

ii) d'autre part, il est possible de minorer la "taille" des ouverts W , en
fonction, notamment, de la constante ¢ figurant dans les conditions diophan-
tiennes ;

iii) enfin, on peut montrer que la réunion des tores invariants, qui sont para-
métrés par un ensenble de fréquences SHo

oI
elle-méme "de grosse mesure" : dans le théoréme 1.2.1, si la condition (TI}) est

(K) "de grosse mesure" (cf. 1.2.2), est
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vérifiée en tout point I, de Dg , la mesure de Lebesgue du complémentaire dans
'II‘Nx DR des tores invariants par xH tend vers 0 lorsque H tend vers Ho .
Cette propriété est réliée a la dépendance différentiable au sens de Whitney des
tores invariants en les fréquences <2, ..., 20 (qui varient dans le fermé d'in-

o, AR
térieur vide 'TIO-(K) ; cf. 1.2.2).

Dans bon nombre d'applications du théoréme des tores invariants, il importe de
disposer des compléments évoqués en ii) et iii). De ce point de vue, le meilleur
énoncé du théoréme des tores invariants publié & ce jour est di & Pdschel ([48])
(3 propos de i) et ii), on pourra se reporter aussi a [47] ; que les tores inva-
riants "aient une grande mesure de Lebesgue" avait &té établi par Arnold, dans le
cas R-analytique, cf. [10], [11], [13] ; & propos de iii), on pourra consulter
encore [34], [60] et [17]).

Le théoréme de P8schel permet d'étudier les flots hamiltoniens au voisinage
d'un point stationnaire stable dans 1'approximation linéaire ([48], § 5.c) ; en
particulier, il permet d'établir pour des hamiltoniens ou des applications cano-
niques suffisamment différentiables les diverses versions du théoré&me des tores
invariants discutées par Arnold dans [2], App. 8 (en utilisant les procédés de
réductions les unes aux autres de ces diverses versions donnés dans [21] et [63]).

Mentionnons aussi qu'en combinant les résultats de PSschel ([48], § 5.c) et le
procédé de réduction du théoréme 1.2.2 (tores invariants d'@énenrgie §4ixZe) au théo—
réme 1.2.1 ([21]), on obtient une démonstration compléte du "théoréme K.A.M."
sur lequel repose l'étude par Markus et Meyer de la non-ergodicité des systémes
hamiltoniens ([37]1, p. 39), et donc, de leur théoréme de non-ergodicité générique
([37]1, p. 54) :

THEOREME 1.3.— Soit (M,0) une varniété symplectique compacte. Soit & 4£'ensemble
des hamiltoniens H € CT(M) dont £'ensemble des valeuns régulilres contient un
intewatle I, d'intérnieur non vide, tel que Le 4Lot hamiltonien de H ne s04it
engodique sur aucune des hypersurfaces H-1(E) , E €I .

L'onsemble & est nésiduel dans C (M) .

Enfin, signalons le r&le des versions du théoréme des tores invariants évoquées
en iii) pour 1l'étude du flot géodésique et du spectre du laplacien sur les varié-
tés riemanniennes ([34], [18]).

1.4. Le théoréme des courbes translatées

1.4.1. Avec le théoréne des tores invariants, le "théoréme K.A.M." qui admet les
applications & 1'étude des systémes dynamiques les plus importantes est le sui-
vant ([50], [27]) :

THEOREME 1.4.1.— Soit J CR un intevalle compact (3 # £) , s0it w € C(J,R)
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o
telle que o' > 0, et s0it ro €J .
Posons, 84 A ER et 44 (£,9) € C (T xJ)2 :

t)L:'JI‘XJR——W]I‘XJR et ng:'II‘XJ—»’]I‘XJR
r

®,r) — (O,r+A) ®,r) — O+w(r)+£O,r), r+g@®@,r)) .
Si o = w(re) satisfait d une condition diophantienne forte, L.e. &'4l existe
des constantes c> 0 et T =1 +telles que :

o]
ql+'l.'

r

V(p,Q) € Zx K¢ , la-gl >

akons il existe un voisinage W de (0,0) dans C (T xJ)2 , tel que, pour tout
(£,9) € W, on puisse trouver G € C(W,J), L €R et h € Diff (T,0) de sorte
que :

i) Le graphe de @ so0it globalement invariant par °Teg

ii)  La nestriction de " oTg g graphe de & s0it confugule d La nota-
tion R, de T par Le difgeomonphisme : & +— (h(8),0oh(3)) ; autrement dit :

Te g(h(ﬁ),lboh(ﬁ)) = (h(3+0) ,yoh(8+a)+A) ;

iii) A, U et g dépendent continument de (£,9) ;
A=0, U=1ro et h= Idl']l‘ Lornsque (£,9) = (0,0) .

Ce théoréme, di i Riissmann ([50]), est souvent appelé théoreme des cowrbes
trhanslaties ; en effet, sous 1l'action de Tf,g , la courbe Gr ¢ , graphe de ¢ ,
est globalement translatée de A suivant la seconde coordonnée.

Lorsque, de plus, Tf,g vérifie la propriété suivante, appelée propriété d'in-
Lersection :

(P1) ve € ¢(mr,d) , Tp 561 0) N Gro # p

Gr @ = {(3,0(),S €T},

A est nécessairement nul et Gr ¢ est invariant par Tf,g . Le cas particulier
du théoréme 1.4.1 pour les applications Tf,g vérifiant (PI) est dd a3 Moser
([39]) et est connu sous le nom de théoreme des courbes Linvariantes. Puisque
toute application globalement canonique de T x D (=mx [-R,R]) vers Tx R
vérifie automatiquement la propriété d'intersection (cf. [13], App. 33), le théo-
réme 1.2.3 avec N = 2 est & son tour un cas particulier du théoréme des courbes
invariantes.

Camme le théoréme des tores invariants, les théorémes des courbes tranlatées et
des courbes invariantes admettent des versions plus fines que celles énoncées ici.
Notamment, leurs versions en différentiabilité finie ont été trés précisément
étudiées par Rissmann ([55]) et Herman ([29]).

1.4.2. Le théoréme des courbes invariantes permet d'établir la stabilité de points
fixes de difféomorphismes de R? préservant une mesure ; il possdde de ce fait
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de nombreuses applications (Moser [44], [45]), en particulier 3 1'étude des caus—
tiques et des billards dans les courbes convexes ([20], [34]) et & la stabilité
des orbites périodiques en mécanique céleste ([42], [58]). Nous présentons main-
tenant ce résultat de stabilité, dans sa forme la moins élaborée.

Soient U et V deux voisinages ouverts de 0 dans B2 et f : U— V wn
difféomorphisme C  tel que £(0) = 0 . Supposons que f vérifie les conditions
suivantes :

i) 4L exdste une meswre bordlienne positive w sur U, de suppont U , telle
que fu colnelde avec w sur UN V.

ii) 0 est un point fixe elliptique de f , i.e., fes valewrs propres de DE(0)
sont de module 1 et non réelles.

Soient A =e'® et X ces valeurs propres. Si a n'est pas multiple entier
de T—;— ou % , alors f admet une foume normale de Birnkhof§ au voisinage de 0
([6], [2], [16]) : il existe un difféomorphisme C  de B , h , tel que

h(0) = 0 et que, en identifiant R2 3 C :

h™1, £ oh(z) =zet@PIZ12) L o )

ol : bER et Ry(z) = 0(lzl%) .

De plus, la non-nullité du "premier invariant de Birkhoff" b ne dépend que de
£ .

Exprimé dans les coordonnées "polaires symplectiques" (9,r) € T'x R* définies
par z =& | K1,f .h détermine, pour ry > r; > 0 suffisament petits,
un plongement de T x [ry,r2] dans T xR . Ces plongements sont des
perturbations du plongement (9,r) —— (9 + —2‘—’—\& + % r,r) et vérifient (PI),
d'aprés la condition i) de préservation d'une mesure. En leur appliquant une ver-
sion suffisamment précise du théoréme des courbes invariantes ([39], [50], [55],
[29]), on obtient l'existence d'une famille de courbes (Fn)rﬁl\l dans R2 , inva-
riantes par f entourant 0 et tendant vers 0 (il existeen faitune famillede
telles courbes paramétrée par un ensenble de Cantor) . Si u, est 1'ensemble des points
de IR2 3 l'intérieur de l"n , la famille (Un) €N forme une base de voisinages
de 0 invariants par 0 . On prouve ainsi le théoxréme de stabilité de Moser
([44]) :

THROREME 1.4.2.— S{ £ vénigle i) et ii) et &4 :

AME ,1,e53,01,e773 Ly et b RO,

alorns 0 est un point gixe stable de £ .
En fait, ce théoré&me est encore valable si 1l'on suppose f , non plus de classe
c” , mais seulement de classe C* ([44], [55], [29]).

Signalons enfin que le théoré&me des courbes translatées a été utilisé par
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Chenciner ([16]) dans 1'étude des systémes dynamiques non-conservatifs (bifurca-
tions des points fixes elliptiques).

1.5. Autres "théorémes K.A.M."

1.5.1. Autrnes versions du thioreme des tornes Lnvariants

Le théoréme des tores invariants admet une variante qui s'applique aux hamilto-
niens non autonomes, mais périodiques en le temps, des hamiltoniens complé&tement
intégrables ([2], [63]).

Pour diverses applications a4 la mécanique céleste du théoréme des tores inva-
riants, il importe d'en connaitre des versions ol figurent des conditions de non—
dégénérescence moins restrictives que dans les théorémes du § 1.2. De telles ver-
sions ont &té établies par Armold ([11]), Moser ([41]), et Lieberman ([35], [36]).

Il existe aussi une théorie due 3 Graff, des tores invariants de dimension <N,
adrettant une structure hyperbolique, des systémes & N degrés de liberté ([23] ;
voir aussi [63] et [47]).

1.5.2. Solutions quasi-périodiques des Zquations différentielles ordinaines

Les méthodes déwveloppées pour établir les théorémes des tores invariants ou de
la courbe invariante s'appliquent aussi d 1'étude des trajectoires quasi-périodi-
ques des flots non—conservatifs ; on pourra consulter sur ce point les travaux de
Moser ([41], [44]).

Ces méthodes s'appliquent encore d 1'étude de l'équation de Schrddinger unidi-
mensionelle a coefficients quasi-périodiques (Dinaburg-Sinai [19], Rissmann [54] ;
voir aussi [28], [59], [14]1, [46]).

1.5.3. Fonmes nonmales des champs de vectewrs et des diffeomonphismes du tonre

THEOREME 1.5.1.— S¢ un vectewr o dans R vérifie une condition diophantienne
faible :

N
(D) vk € ZN~ (0}, |l>:l klotl c(iElIkll) (c>0; T2N-1)

Le champ de vecteur constant o posséde un voisinage dans X E(m)  dont tout 646-
ment v peut s'écrnine :
v =2+ h

avec A €ERY et h € Dife™(T,0) .

THEOREME 1.5.2.— S{ B €R satisfait une condition di.ophantéenne fonte :

(") w ezZMs (o , |I§ g | 2 ( Ik, |)_T (c>0; T2N)
% KBy +1 i=1 i P
La thanslation RB possede un voisinage dans Diff> (M) dont tout eLement
peut &'écrine :
f= R)‘c,hoRBc,h'-1
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avec A €R' et h € piff(w,0) .

Ces théorémes sont dus & Arnold ([9]) et Moser ([40]). Nous donnons au § 3.1
une démonstration du théoré&me 1.5.1 ; la plupart des éléments de la démonstration
du théoréme des tores invariants y apparaissent, sous une forme simplifiée. Les
théorémes 1.5.1 et 1.5.2 font ainsi figure de "banc d'essai" pour les démonstra-
tions de la "théorie K.A.M." ; le premier "théoréme K.A.M." dont une démonstra-
tion ait &té puwbliée est d'ailleurs la version R-analytique du théoréme 1.5.2.

Signalons aussi que le théoréme 1.5.2 admet d'importantes applications 3 1'é&tu-
de des difféomorphismes du cercle (cas N=1 ; Herman [26]), des groupes de dif-
féamorphismes des variétés, et des feuilletages (Herman [24], Thurston [61]).

1.5.4. Fonumes nonmales des germes de diffComonphismes et de champs de vecteuwrs
hoLomonphes

Le premier théoréme de stabilité fondé sur la résolution d'un probléme de "pe-
tits diviseurs" (cf. § 1.6) est antérieur i la "théorie K.A.M.". C'est un théoréme de
Siegel, qui affirme que, au voisinage d'un point fixe (resp. d'un zéro), un germe
de difféomorphisme (resp. de champ de vecteurs) holomorphe est conjugué 3 sa par-
tie linéaire, pourvu que celle-ci vérifie une certaine condition diophantienne
([56]1, [57]). Les méthodes introduites par Kolmogorov et Arnold pour établir les
"théorémes K.A.M." permettent d'en donner des démonstrations plus simples ([9],
[40], [58]) et plus générales ([51], [38]).

1.6. Quelques remarques sur les démonstrations des "théorémes K.A.M."

Revenons au théoréme 1.5.1. Prouver ce théoréme, c'est résoudre, lorsque Vv
est wisin de¢ o , 1l'équation d'inconnues h et A :

(1.6.0) v=2A+ha.
Un premier pas dans la résolution de ce probléme consiste a étudier 1l'équation
linéarisée associée, obtenue en substituant & l'application (A,h) — A + h,a
son "application affine tangente" en (0,Id) . Comme :
im 1 -o] = 1i 1=
%_.n(r)l £l (Id+tm) a-a]l %_1_1(!)1 N, (Id+tn)~'.a Nan.a '
cette équation linéarisée est l'équation d'inconmues AER et nECﬁﬂN,RN,‘O) :
v=A+a+ on.a .

Pour qu'elle soit résoluble, il est nécessaire et suffisant que o vérifie une
condition diophantienne (D) ; en effet :

Lemme 1.6.— Soit a € R . Posons pouwr tout u € Co(T,F) :

‘N du
Lau = JUu.O (— 121 Gi E) .

a) ' L'opérateun Ly prend ses valeuns dans :
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S, B = {v € Cm('nN,]Rp)‘LxNV(S)& - o} .

b) Lorsque £a famifle (A )...,0) est Lintairnement Lindépendante sun @ , L
restneint a (N, BP,0) est injectid.

) L'application £ : (", T®,0) — S, BP)  est bijective
o u —— Lgu
84 et seulement 84 o satisfait a une condition diophantienne de La §orme (D).

Lonsque o venifie La condition (D), on dispose des majorations suivantes, oi
Les A; sont des constantes positives et r un entier naturel, et ol |l lIk
designe une nonme sun CO(TN,BP)  definissant La C -topologie :

a

o0 . _1
(1.6.1) weSm,RF) , vien, LI < ALV, -

Démonsthation.— L'assertion a) est évidente. Pour établir b) et c), nous allons
utiliser la décomposition en séries de Fourier. Rappelons qu'elle établit un iso-
morphisme entre C°°('JIN,]RP) et 1l'espace des suites d& décroissance rapide in-
dexées par EN,avaleursdans Rp,etquepourtoute f€C°°('I['N,2Rp) , ses
coefficients de Fourier :

k) = -[n&e—mi«'%f(ﬁ)dﬁ
vérifient les inégalités :

N it
IEN, < B, sw [(1+ _glgkjn) I1E (k) ||]

1 N J=
(1.6.2) KeZR "y
s 1+ .2 Ik.l) ek ll]sc.llfll.
kelgN [( =1 1] (k) 1 1
(B; et C, désignent des constantes ne dépendant que de i, N et |l Il ).
Il vient :
A~ ”
(1.6.3) (Lau) (k) = 2ni<k,o>u(k) .

Ces formules montrent que, si la famille (a4,...,0n) estlibresur @ etsi Lyu = 0,
alors u est constant sur ']IN ; celaprouve b) . I1 découle facilement aussi de (1.6.3) que,
si L (@, ) = G, B , alors la famille (<@ ez
pas plus vite qu'une puissance de igllkil , i.e., a vérifie une condition dio-
phantienne de la forme (D).

Réciproquement, supposons la condition (D) satisfaite. Alors, pour toute
v € C?(’II‘N,]RP) s on peut définir par les conditions :

ne croit

(2mi<k,0>)- (k) si k €Z - {0}
0

ak
(1.6.4) { ulk)

a(0)

une application u € C‘:('IIN,RP) qui vérifie 1'équation Lu=v. I1 vient alors:
.Ca[u—u(O)] =v , ce qui établit la surjectivité de £a . Enfin, les majorations
(1.6.1) découlent immédiatement de (1.6.4), (1.6.2) et (D).

Les quantités <k,0>~1 dans (1.6.3) sont les fameux petits divisewws, qui ap-
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paraissent déjad dans les calculs des perturbations en mécanique céleste et dont
la présence est typique des "théorémes K.A.M.".

Soulignons le fait que, quoique £0( soit 1'inverse d'un opérateur différentiel,
le nambre r dans les inégalités (1.6.1) est nécessairement strictement positif
(si N>1 ). En effet, si 1'on pose v(x) = exp(2ni<k,x>) dans {(1.6.1), on cb-
tient une condition diophantienne de la forme (D) vérifiée par o , avec r come
exposant T ; donc r 2 N-1 (sur les valeurs optimales des constantes r et Ai
dans (1.6.1), cf. [54], [55]). Ce phénoméne, connu sous le nom de perte de diffé-
nentiabilité, rend délicate la démonstration du théor&me 1.5.1. Il interdit par
exemple de résoudre l'équation non-linéaire (1.6.0) au moyen d'un procédé d'appro-
ximations successives usuel (au cours des étapes d'un tel procédé, les pertes de
différentiabilité s'accumulent ; cf. § 2.4).

Cette difficulté, liée aux problémes "de petits diviseurs" non-linéaires, appa-
rait dans les démonstrations de tous les "théorémes K.A.M.". La presque totalité
de ces démonstrations utilise pour s'en affranchir, entre autres ingrédients, un
algorithme de résolution par approximations successives a convergence rapide,
telle que la méthode de Newton, et se répartit en trois catégories :

a Les démonstrations des versions R-analytiques des "théorémes K.A.M.".

Ces théor&mes ont été annoncés par Kolmogorov ([32], [33]) et leurs premiéres
démonstrations ont été publiées par Armold ([9], [10], [11]). Le principe de ces
démonstrations est de résoudre une équation non-linéaire portant sur des applica-
tions IR-analytiques en construisant par la méthode de Newton une suite de solu-
tions approchées, holamorphes sur une suite enboitée de voisinages complexes des
points réels. On trouvera encore de telles démonstrations dans [13], [41], [58],
[51]1, [63], [12].

b Les démonstrations employant une méthode "@ convergence hapide avec Lissage'.

Utilisée par Moser dans sa démonstration du théoréme des courbes invariantes en
différentiabilité finie ([39]), cette méthode a donné naissance aux théorémes des
fonctions implicites discutés en deuxiéme partie (voir aussi [34] et [60]).

c Les démonstrations utilisant le "£issage analytique".

Ces démonstrations reposent sur la caractérisation de la classe de différentia-
bilité des fonctions par la qualité de leurs approximations par des fonctions ana-
lytiques, et raménent donc les démonstrations des "théoré&mes K.A.M." avec des
données C¥ (r £ @) aux "théor&mes K.A.M." analytiques. Ce procédé, introduit
par Moser ([40], [43]), est techniquement assez lourd, mais permet d'établir des
énoncés trés fins des "théorémes K.A.M.". Il a été employé (avec diverses varian-
tes) par Riissmann ([50]1, [55]), Zehnder ([63]), Herman ([26], Annexe) et POschel
([471, [48]).

Cependant, Herman a su donner des démonstrations de certains "théorémes K.A.M.",
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qui ne font plus appel a des algorithmes 3 convergence rapide pour résoudre les
difficultés dues aux petits diviseurs, mais utilisent des transformations ingé-
nieuses des équations non-linéaires qui permettent de les résoudre au moyen d'un
théoréme de point fixe classique. Ces méthodes ont été appliquées aux théorémes
des courbes invariantes et des formes normales des difféamorphismes du cercle et
au théoréme de Siegel ([29], [30], [31]) ; des méthodes semblables interviennent
dans 1'étude de la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle
([26], [62]). En plus de leur simplicité, ces nouvelles démonstrations ont comme
intérét de fournir de trés bonnes estimations des constantes (sans dimension)
donnant la taille des ouverts dont l'existence est affirmée par ces théorémes
([29], chap. VII) (des estimations explicites de telles constantes ont aussi été
données par Riissmann ([55])).

2. UN THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES "A LA NASH-MOSER"

2.0. Dans cette seconde partie, nous présentons un théoré&me des fonctions implici-
tes valable dans les espaces de Fréchet de fonctions .

La méthode sur laquelle repose ce théora&me remonte 3 Nash ([72]), qui 1'intro-
duisit afin de démontrer 1'existence, pour toute variété riemannienne, d'un plonge-
ment isométrique dans un espace euclidien. Elle consiste & résoudre par approxima-
tions successives une équation aux dérivées partielles non-linéaire au moyen d'un
algorithme "& convergence rapide" tel que la méthode de Newton, en introduisant 3
chaque étape de 1'itération une opération de régularisation de la solution appro-
chée ; ceci a pour objet de compenser les éventuelles "pertes de différentiabilité"
(cf. § 1.6 et 2.4 ; en réalité, Nash emploie une famille d'approximations indexée
par un réel plutSt que par un entier).

Cette méthode a été utilisée par Moser qui en tira un théoréme "d'analyse non-
linéaire abstraite" aux applications multiples ([71]). Sergeraert généralisa ce
théoréme, en introduisant une catégorie convenable d'espaces de Fréchet et d'appli-
cations (non-linéaires) ([73]). Hamilton a développé par la suite un formalisme
voisin de celui de Sergeraert, mais plus pratique, que nous exposons plus loin
([e5] ; [66]).

Les théorémes de fonctions implicites "3 la Nash-Moser" constituent 1'un des
plus puissants outils de 1'analyse non-lindaire, et possédent des applications ex-
trérement diverses : aux questions de petits diviseurs, bien siir, mais encore en
géamétrie, a 1'étude des feuilletages et des déformations des structures complexes
ou CR, & la résolution d'équations aux dérivées partielles non-linéaires et de pro-
blémes 3 frontiére libre provenant de la physique, etc...

133



J.-B. BOST

Nous renvoyons 3 l'article d'exposition de Hamilton ([66]) pour des références
et des exemples de telles applications, ainsi que pour les démonstrations des ré-
sultats de cette seconde partie. Le lecteur intéressé par des théorémes des fonc-
tions implicites plus précis ou plus généraux que celui exposé plus bas pourra
consulter les travaux de HSrmander ([67], [68], [69]) et Lojasiewicz et Zehnder
([701), ou, s'il est concerné par les applications & la géométrie, les travaux de
Gromov ([64]).

Signalons enfin que la technique du "lissage analytique" (cf. §1.6) a donné lieu

elle aussi & un théoréme des fonctions implicites abstrait (Zehnder [63], [74]).

2.1. Différentiabilité au sens de Gateaux

Soient E et F deux R-espaces vectoriels topologiques, U un ouvert de E
et f une application de U wvers F ; on dit que f est de classe C' , ou con-
tiniment digférentiable au sens de Gateaux lorsque :

(i) £ est continue

(ii) il existe une application Df : Ux E — G continue, linéaire en
la seconde variable et telle que : (x,y) = DE(x)Y

V(x,y) € UxE, Lim %[f(x+ty) -f(x)] = DE(X)Y .

Les applications de classe Ck (au sens de Giteaux) sont définies par récur-
rence sur k : soit k € N- {0;1} ; avec les notations précédentes, f est dite
de classe Ck lorsqu'elle est de classe C' et que Df est de classe Ck -1 sur
l'ouvert UxE de ExE .

On notera que lorsque E et F sont des espaces vectoriels normés, la défini-
tion précédente des applications de classe C,k est moins restrictive que la défi-
nition usuelle. Néanmoins, de nombreuses propriétés des dérivées usuelles sont en—
core vérifiées par les dérivées au sens de Giteaux dans les espaces de Fréchet. En
particulier :

PROPOSITION 2.1.1.— Soient E , F et G tnois espaces de Fréchet, U un ouvert
de E et V wwnowentde F.S{ £:U—V et g:V—G sont de classe Ck
(k EN¥) , gof est aussdi de classe Ck . De plus :

D(g, £) (x)y = Dgl£(x) ].DERX)Y -

Exemple 2.1.— Soit M une variété C  (dénombrable & 1'infini) et soit
f € P(R) . L'application
F: M — &M
e+ £,0

est une application de classe ¢ lorsque ¢ (M) est muni de sa topologie natu-
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relle d'espace de Fréchet. Sa différentielle est donnée par la formule :

DF(p) b = £' o 0.0 .

2.2. Espaces de Fréchet échelonnés et bonnes applications

On appelle espace de Fréchet échelonné un espace de Fréchet muni d'une suite
croissante de normes qui définisse sa topologie. Si (Ea,(ll "g)iEN) ' N
a=1,...,N , sont des espaces de Fréchet échelonnés, l'espace de Fréchet aq-?l Eq
posséde une structure d'espace de Fréchet échelonné naturelle définie par la suite

. a
des nommes |l l; : (x) — gllxa“i .

Exemple 2.2.1.— L'archétype des espaces de Fréchet échelomnés est l'espace C (M)
des fonctions C sur une variété C compacte M , mmni d'une suite de normes
(I 11y) e telle que Il Il; d&finisse la C -topologie.

Soient (E; (Il ”i)ieN) et (F;(ll “i)ien) deux espaces de Fréchet échelonnés,
et U un ouvert de E . Une application £ de U wvers F est appelée bonne ap-
pLication si, pour tout point x, de U , il existe un voisinage V de Xo dans
U, reN et CiGR,. (1 EN) tels que :

(BA) Vx €V, VIEN, IfXl;=<c+lixly ) .

Exempfe 2.2.2.— Si D est un opérateur différentiel linéaire sur une variété com-
pacte M, D est une bonne application de 1l'espace de Fréchet ) , échelonné

corme dans 1'exemple 2.2.1, & valeurs dans lui-méme. Il vérifie les inégalités (BA) en
prenantpour r l'ordrede D . Cela justifie l'expression de perte de différentiabilité

utilisée parfois pour désigner 1'entier r dans desmajorations tellesque (BA).

On dit que £ est une bonne application c* (k € N*) lorsque f est une ap-
plication de classe (,k (au sens de Giteaux) et que f , ainsi que ses dérivées
successives jusqu'a l'ordre k , sont de bonnes applications (une telle dérivée
Dif est une application & valeurs dans F définie sur l'ouvert U x E:.L de la
somme directe de i+1 copies de l'espace de Fréchet échelonné E ).

On dit que f est une bonne application C  si f est une bonne application
ck pour tout k € N* .

PROPOSITION 2.2.— Soient E , F et G tnois espaces de Fréchet échelonnés, U
un ouvert de E et V unowert de F . S{ £:U —V et g:V—G sont de
bonnes applications continues (respectivement, de bonnes applications & R

k EN*U {=} ), alors gof est une bonne application continue (respectivement,
une bonne application & ).
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2.3. Bons espaces de Fréchet

On dit qu'un espace de Fréchet &chelonné (E, (I ”i)iel\l) est un bon espace de
Fréchet s'il existe une famille (S(t)) €11 ;4o0[ d'applications linéaires continues
d E dans E , et des constantes r € N et cp,q €ER, ((p,a) €N2) telles que:

si (k,n) €EN2 et k <n , alors

sl < ¢ €
(0A) VXEE, Vte€ ]1,4«[{ n,

Izd-s@ 16l < 6 &l

Les opérateurs S(t) sont souvent appelés opérateurs de Lissage ou d'approxi-
mation.

Exemple 2.3.— L'espace de Fréchet C°°('JI‘N) échelonné comme dans 1'exemple 2.2.1
est un bon espace de Fréchet. En effet, si ¢ € D(RN) vaut 1 sur un voisinage de
0, si ¢ est la transformée Jde Fourier de ¢ et si 0 (x) = tN(p(tx) , on obtient
des opérateurs sur C“(]RN/ZN) qui vérifient (0A) en posant : S(t)f = o +f .
Les inégalités (0A) entrainent des inégalités de convexitéd sur les normes || |l.
(inegatites de Hadamard)
l_
vk €E, lixll, < cn ixi,%xnd
k<€<n ; Z=(l-ak+on

(Berire lixll, < IS(0)xIl, + I[Id-S(®) Ixll, et poser t= llxll L/ )y =1/ 07k,

2.4. Le théoré&me des fonctions implicites

THEOREME 2.4.1.— Soient E et F deux bons espaces de Fréchet, U un ouvert de
E, f une bonne application C* (2<rs<w de U dans F » Xo un point de
U et yo = f(x0) .

Supposons qu'il existe un voisinage ouvert Vo de xo dans U et une bonne
application continue et Linéaire en La seconde variable : L : VoxF — E , tels
que, 44 X € Vo , DE(x) 404t inversible d'inverse L(x) .

Alons xo et yo possédent des voisinages ouverts, V dans Vo et W dans

nespectivement, entre Lesquels £ &tablit un bon diffeomonphisme C*  (i.e.

f est bijective de V sur W et £'=W-—V est une bonne application C- ).

De ce théoréme d'inversion locale, on déduit le théoréme des fonctions impli-
cites suivant :

THEOREME 2.4.2.— Soient E , F et G inois bons espaces de Fréchet, U un ouvert

de ExF, f£:U-—G ue bonne application ¥ 2<rsw) et (%0 ,y0) € U .
Supposons qu'il existe un voisinage Vo de (%o,Yo) et une bonne application

continue et Lindaire en La seconde variable L : VxG — F telle que, 44

(x,¥) € V., D2f(x,y) s0it invernsible d'invernse L(X,y) .
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Alons xo posséde un voisinage W sun Lequel est définie une bonne application
ct g: W—F <tfelle que :

- g(x) = Yo

- pour tout point x de W, (x,9(x)) €U et f£f(x,9(x)) = £(X,Y0) -

(Appliquer le théoréme 2.4.1 3 h : U —» ExG définie par h(x,y) = (x,£(x,y)) .)

Soulignons que les hypothéses de ces théorémes sont plus précises que celles des
théoraémes d'inversion locale et des fonctions implicites classiques, valables pour
les espaces de Banach. Lorsque nous les utiliserons, il faudra établir 1'invertibi-
lité d'une différentielle, non pas en un seul point, mais sur tout un ouvert (dans
les espaces de Fréchet, ceci ne découle pas de cela en général ; cf. 3.1.3).

Indiquons sommairemant comment se démontre le théoréme 2.4.1. Il s'agit de cons-
truire un inverse local de f , i.e., de détemminer une solution de 1l'équation
d'inconnue x :

(2.4) fx) =y,
lorsque y est voisin de yo .

La démonstration du théoréme d'inversion local classique procéde en construisant
une solution x = s(y) de cette équation comme limite de 1'une des suites
(Sn(y))nen et (sr'l(y))na\I définies par :

sn+1(y) = sn(y) + 4n(y)

{ So(Yy) = Xo (algorithme de Picard)
ol An(y) = -L(0).[£(sn(y)) -¥] ;

sp+q (¥) = sp(y) + an(y)

{ sp(y) = Xo (algorithme de Newton)
ol M(y) = -L(si(y)).[£(si(¥)) -¥] .

Malheureusement, cette méthode ne peut s'appliquer dans la situation présente.
En effet, les "inégalités de bonnes applications" dont 1l'on dispose sur £ , L
et leurs dérivées ne permettent de majorer |lAL(y) I|k ou llaj(y) IIk a k fixé,
que par des expressions en les llyll i ol figurent des indices i arbitrairement
grands lorsque n tend vers l'infini : il y a "perte de différentiabilité" & cha-
que étape de l'algorithme.

Lorsque E est un bon espace de Fréchet, les opérateurs de lissage S(t) sur
E permettent de pallier cette difficulté, par l'emploi de 1l'algorithme suivant
pour la résolution de (2.4) ([67]1, [70]) :

Sn+1 (y) = Sn (y) + Bn (y)

{EO(Y) = Xo
ol An(y) = =S(tn)L(sn(¥)).[£(sn(y)) -¥] .
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ol tn € ]1l;+o[ croit suffisamment vite avec n ( tp = exp@)‘i' convient) .

Cet algorithme de résolution est une version de 1l'algorithme de Newton, modifiée
par 1'insertion des opérateurs de lissage S(tn) . Les inégalités (0A) sur ces opé-
rateurs, jointes aux propriétés de "convergence rapide" de 1l'algorithme de Newton,
permettent d'établir que la suite (sp(y)) e Converge vers une solution s(y) de
(2.4) pour tout y dans un voisinage d¢ yo dans F ; on montre ensuite que s
est une bonne application c* . Tout cela découle de majorations é&lémentaires
quoique assez longues, qui, notamment, font appel aux inégalités de Hadamard.

2.5. Exemples de bons espaces et de bonnes applications

A partir de 1l'exemple 2.3, on établit aisément que, munis d'une suite de
norme (|| lli) i€N telle que | |Ii définisse la C' -topologie, les espaces
C°°(']IN,:IRP,0) sont de bons espaces de Fréchet.

Par ailleurs, l'exemple 2.3 se généralise comme suit :

PROPOSITION 2.5.1.— Soit V —— M un §ibné vectoriel de nang fini C° sur une va-
nigte C compacte M (Gventuelflement & bond ou & coins). L'espace I (M,V) des
sections de classe C. de ce 4ibne, muni d'une suite de normes (Il Iy telle

i€EN
que 1111y déginisse ka C-topoLogie, est un bon espace de Fréchet.

Il est remarquable que la plupart des opérateurs définis entre de tels bons
espaces de sections foat , que 1l'on rencontre en analyse et en géométrie, sont de
bonnes applications C. . C'est le cas des opérateurs différentiels nom-lindaires,
camme il découle de la proposition 2.2 et de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5.2.— Soient Vi —»M ot Vo —24 M deux §ibnés vectoriels de
nang §ini C sur une vaniété C. compacte M .

1) Si Q est un ouvert de Vi et @ une application C. de Q dans Vo res-
pectant Les fibres (L.e. Mo =mq ), alors

r’(M,Q) = {s€r"M,Vy) s <}
est un ouvert de T (M,Vq) et L'application
o : I°M,Q) — IM,V2)
S+ PoS

est une bonne application C° , Lonsque TT(M,Vq) et I (M,Va) sont munis des
stwetunes d'espace de Fréchet échelonné déginies dans La proposition précidente.

2) Soient r €N* et JWV. KLe 4ibné vectorniel des jets d'ondre r de Vi .
L'application "jet d'ondne " 3 : I°M,Vy) — I°M,0°V,)  est une bonne appli-

cation Lonsque TT(M,V,) et TT(M,J°V4) sont munis des structunes d'espace de
Fréchet échelonné définies dans La proposition précidente.
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(Le 2) est banal ; le 1) est une conséquence des inégalités de Hadamard.)
La résolution d'équations aux dérivées partielles linéaires fournit aussi des
exemples de bonnes applications (cf. [66] pour des exemples et des références).

Pour appliquer les théorémes du § 2.4 aux problémes de "petits diviseurs",
il nous faudra aussi disposer du résultat suivant :

PROPOSITION 2.5.3.— L'application
T : Diff>(m;0) — DiffX (T, 0)

h +— h™1

est une bonne application C (rappelons que Diff (TV;0) s'identifie 3 un ouvert
du bon espace de Fréchet CO(TF;R;0) ; cf. § 0.3). Sa différentielle est donnde
par La formule

(2.5.1) DY(h) .Ah = =3 (h~1).(Ah o h=*)= =[(3h)~1.Ah] o h~1 .

(Plus généralement, on peut définir des notions de "bonnes variétés fréchéti-
ques", puis de "bon groupe de Lie fréchétique", et mumnir d'une telle structure le
groupe Diff (M) des difféamorphismes ¢® d'une variété C campacte M .)

3. DEMONSTRATIONSDU THEOREME DES FORMES NORVALES DES CHAMPS DE VECTEURS SUR TN

ET DU THEOREME DES TORES INVARIANTS

Dans cette derniére partie, les résultats. sur les bons espaces de Fréchet expo-
sés dans les paragraphes précédents sont utilisés pour démontrer, d'aprés Herman
([27]), le théorame des formes normales des champs de vecteurs sur TN (théoréme
1.5.1) et le théoréme des tores invariants (théoréme 1.2.1).

Désormais, les espaces vectoriels d'applications ¢ sont munis des structures
de bons espaces de Fréchet définies au § 2.5.

3.1. Le théoréme des formes nommales des champs de vecteurs sur 'IIN

3.1.1. Ce paragraphe est consacré a établir le théoréme suivant, qui est une ver-
sion plus précise du théoréme 1.5.1.

THEOREME 3.1.1.— 1) Pour tout o € R , £'application

o, Diff® (T, 0) x B — (1)
(h,A) — A + ha = A + dhoh".a

est une bonne application C. .
2) Lonsque o vErnifle La condition diophantienne
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1
0, &tablit un bon difgeomonphisme C entre un voisinage ouvert de (Id,0) dans
Diff°(m™,0) x B ot wn voisinage ouvert de o dans X°(TV) .

Dans cet énoncé, K' est mmi de la structure d'espace de Fréchet &chelonnd
évidente (définie par une suite constante de normes) . Camme, d'autre part,
Diff”(mw",0) s'identifie 3 wn ouvert de 1'espace de Fréchet &chelonns c™(m™,®Y,0),
qualifier ¢a de bonne application ou de bon difféamorphisme a bien un sens.

3.1.2. Demonstration du théordme 3.1.1.
L'assertion 1) du théoréme 3.1.1 déooule immédiatement, par camposition, des

propositions 2.5.2 et 2.5.3. De plus, un calcul trés simple (utilisant (2.5.1))
fournit 1'expression de Dtba :

. N N —
(D) vk €Z°~ {0} , Iizlkiail > c( Ellkil) €C>0;T2N-1)

(3.1.1) DB (h,A) (&h,AN) = A\ + (3Ah) o h™".a = 32h o h=". (3(h=").(&h o k") ;1)
(h € Diff(T,0) ; sh e O, R0 ; AeR ; aemry.
Cette expression se simplifie si 1l'on pose :
(3.1.2) th = 3h.E ;
en effet, il vient alors :
(3.1.3) DO_(h,A). (8h,A\) = A + [3(3h.E) .a= 3%h. (E,) ] , h1
= A\ + (3h.3E.a) oh1 .

Pour établir 1'assertion 2), nous allons appliquer le théordme 2.4.1 (théoréme
d'inversion locale) & f = Qox y Xo = (I4,0) et yo =a . Il nous faut donc in-
verser DO, (h,A) pour tout (h,A) dans un voisinage de (Id4,0) dans

Diff> (M, 0) x R' .

D'aprés (3.1.3), si (h,A) € Diff”(T",0) x B et n € (") 1'squation d'in-
connue  (ah,a\) € (T, ®Y,0) xR

(3.1.4) Dtba(h,k) (Ah,AN) =n
s'écrit, aprés le changement d'inconnue (3.1.2) :
A\ + (3h.3E.a) oh~™1 =1 ,

ou encore :
(3.1.5) ()™M + LE= (3h)"'.(noh) ,
ol nous avons posé, camre dans le lemme 1.6 :

£ E = 3E.a .

o

Comme (£c(E) (9)dS = 0 , il découle de (3.1.5) :

(L‘J\‘(Z)h)"1 (S)GB)AA = Lﬂ\y[(?ﬂu)“-n ohl(®)as .
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Lorsque h appartient 3 un voisinage ouvert V de Id dans Diff" (':!I'N,O) , suf-
fisamment petit dans la C'-topologie, alors | (3)~"(9)dS est inversible et
1'équation précédente posséde une solution AA unique. De plus, 1l'application

Lz ¢ Vx C°°('I[‘N,JRN) -—»]RN

(hyn) — M

ainsi définie est linaireen n et continue (et donc est une bonne application continue).
Ainsi, lorsque h € V , l'équation (3.1.4) est équivalente a:

M\ = Lz (h,mn)
{ L’a((ah)-uAh) = (3h)~'.noh - (3h)~'.La(h,n) .

Par construction de Lz , l'intégrale de Lebesgue sur '.rrN du second menbre de la
derniére équation est nulle. Nous pouvons donc utiliser le lemme 1.6, qui montre
que, si h € Vv, 1'équation (3.1.4) admet comre unique solution dans

C°°('11‘N,]RN,0) xRN :
(8h,&%) = (3h.L3'[(3h)=oh= ()T . La(h,m)], Lath,n) .

De plus, les inégalités 1.6.1 et les propositions 2.2 et 2.5.2 montrent que
(&h,A\) est une "bonne fonction continue" de (h,A,n) sur V x I\’N x C°°(']I‘N,'RN) .

Par conséquent, les hypothé&ses du théoréme 2.4.1 sont vérifiées par 1'applica-
tion <Dq au point (I4,0) ; cela démontre 2).

3.1.3. Remarques.— a) Le théoréme 3.1.1. posséde 1l'interprétation "géométrique" sui-
vante (figure 1) :

Figure 1
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S4 o verifie une condition diophantienne, alors, dans £'espace L) , Les
champs de vectewrs conjugus au champ de vecteur constant par des difgéomorphismes
proche de L'identite constituent, au voisinage du champ o , une sous-varitte
(§rchétique) & de codimension N, transversale en o a £'espace R X (mM)
des champs de vecteuns constants sur T .

b) Lorsque h = Id , l'expression (3.1.1) de la différentielle de d)a se sim-
plifie en :

D@a(Id,)») (Ah,AN) = A + £0('Ah

et inverser D¥y(h,A) se réduit d inverser £ o C'est l'action par translation a
gauche de Diff” (‘I[N,O) sur lui-méme qui a permis de ramener encore i 1'inversion
de -Ca 1'inversion de Dr‘ba (h,A) lorsque h est voisin, mais distinct, de Id .
En effet, le changement d'inconnue (3.1.2) n'est autre chose que l'expression infi-
nitésimale de la translation & gauche par h , qui envoie un voisinage de Id sur
un voisinage de h (en considérant Ah et E comme des "infinitésimaux", (3.1.2)
s'écrit : h + Ah = h, (Id+E) ).

c) Considérons 1l'application

o) Diff (M, 0) x B' — X° (1)
(h,A) — hy(a+A) .

Conme CDG , c'est une bonne application c , de plus, sa différentielle coincide
en (I4,0) avec celle de &y , et est donc un "bon isomorphisme" de

C°°(']I‘N,]RN,O) x ]RN sur X (mV) . Cependant, 1'image de Q& n'est pas un voisinage
de a= ¢&(Id,0) (en effet, tout champ de vecteurs dans l'image de 0& est con-
jugué & un champ de vecteurs constants, et donc, s'il possé&de une orbite périodi-
que, toutes ses orbites sont périodiques ; or, came on le vérifie aisément, «
est adhérent dans X (T") aux champs de vecteurs qui possédent des orbites pério-
diques de période inférieure & T en nombre fini, pour tout T > 0 ; en fait, les
champs de vecteurs de cette sorte sont résiduels dans Xw(‘HN) ).

Cet exemple montre que le théoréme d'inversion locale 2.4.1 n'est plus valable
si les hypothd@ses sur 1'invertibilité de Df(x) sont remplacées par la seule
hypothése d'existence d'une bonne application inverse de Df(x ) (il montre méme
que cette condition n'implique pas 1'invertibilité de Df(x) pour tout x suffi-
samment proche de Xo ; en effet, onvérifie sans difficulté que, si a+A ne satis-
fait pasa une condition diophantienne, alors D@& (h,A) n'est pas inversible).

=

3.2. La fin de 1'exposé est consacrée a la démonstration du théoré&me des tores in-
variants (théoré&me 1.2.1). Nous allons en fait établir le théoréme plus précis que
voici :
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THEOREME 3.2.— Soient Ho € C. oy g ¢t Io€ D vBrifiant Les hypothtses du théo-
neme 1.2.1. 1L existe un voisinage ouvert W de Ho dans C (']INxD) et une

bonne application c”
W — (T, R,0 xR x lef‘”(rmN 0)

B (9
tels que :
a) pour tout HE W, s4 £'on pose uH=de+tH' alons :
o) uH('JI‘N)c 111 ;

B) Ho (Id,uH) est constante surn 'Il‘N ;
SH _ © o
v B, aau =gge (€@ E) «X@)) .
b) fH°=0;tHO=Io;gHO=Id_
(Ie théoréme 1.2.1 découle du théoréme 3.2, d'aprés 1.2.3 a et c.)

3.3. Plan de la démonstration du théoréme 3.2.

La démonstration du théor&me 3.2 va procéder en deux étapes.

3.3.1. La premidre &tape consistera & paramétrer les applications u € Cm("ﬂN,Bﬁ)
telles que %IIEO (Id,u) soit conjugué au champ constant o . Plus précisément,
nous démontrerons au § 3.4 le lemme suivant (figure 2) :

Lemme 3.3.1.— Posons :

U= (b € B xBivwer , u®) +t€B§} ,
et

X : C°°(']I‘NXD§) xU — X°°(']I‘N)
(Hyu,t) — 350 (1d, u+t) -

1) U est un voisinage owvert de (Io,0) dans C(T, R x B ot X est wre
bonne application c .

2) 12 existe un voisdinage ouvert V de (Ho,ILo) dans C°°('II'Nx DI;) x C°°('1[N,RN)
et deux bonnes applications

T:V—® ot ¢:V—s Diff°(T,0)
telles que : - pour tout couple (H,u) € V :
(H,u,T(H,u)) € U et X(H,u,T(H,u)) =@(H,u),a .

- T(Ho,ILo) =0 ; ©(Ho,Io) = Id .
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Ho(10) =a 20,u(®) +TH,w)

Figure 2

Comme le théoréme 3.1, ce lemme admet une interprétation géamétrique (figure 3).
Puisque a satisfait & une condition diophantienne, les champs de vecteurs sur
']I‘N oconjugués & o forment au voisinage d@ a une sous—variétd ‘éa de codimen-
sion N de X°°('H‘N) (cf. 3.1.3). L'application X(H,u,.) est transversale 3 cette
sous-variété, et l'ensenble des u proches de Io tels que ’g‘;IW (Id,u) soit con-
jugueé & o constitue, pour chaque H voisin de Ho , une sous-variété de codimen-
sion N de C°°('I[‘N,f)g) transversale & la variété des applications constantes.

L'argument heuristique suivant "&tablit" la transversalité de X(H,u,.) & ZO( :

2
il vient immédiaterent : DsX(Ho,To,0) (at) = LE(To).at ; come 2Ho(r,) est

inversible, 1l'image de D3X(Ho,Io,0) est B (S Xw(‘IPN)) ; or Ip est transversal
en o 3 %’u (cf. 3.1.3).
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La construction rigoureuse d@ T et ¢ s'appuiera sur le théoréme 2.4.2 (théo-
réme des fonctions implicites) et sur le lemme 1.6, et sera analogue & la démons-
tration du théoréme 3.1.

3.3.2. Dans la seconde &tape de la démonstration, nous appliquerons le lemme 3.3.1
aux u€C (’JIND) de la forme u = df + Io . Nous montrerons que, si
He (T xDY est suffisamment proche de Ho , il existe £ € C @, R,0) tel
que df + Io appartienne & U et que u; = daf + Io + T(H,df+Io) , qui satisfait
par construction les conditions a) et y) du théoréme 3.2 (avec gy = @(H,df + Io) ),
vérifie aussi la condition B).

De fagon précise, nous é&tablirons au § 3.5 le lemme suivant (figure 4).

Lemme 3.3.2.— Sodent
V= (@m0 € O DY x ', R,0)1 @1,d+ o) € B

6=V — &
(H,£) — Ho (Id,df + To + T(H,df + Io)) .

1) V' est un voisinage ouvert de (Ho,0) dans C (T x Dxl:) (M, R,0) et G
est une bonne application ¢ .
2) 12 existe un voisinage W de Ho dans C""(‘I[N x DI;) et une bonne application

C :
F:W— C(T,R,0)

tels que : - pour tout HE€ W, (H,F(H)) appartienne a V' et G(H,F(H)) soit
une fonction constante ;
- F(Ho) =

Le théoréme 3.2 découle directement de ce lemme, en posant :

fH = F(H) ;
tH = Io + T(H,dF(H) + Io) ;
9 = (D(H:d-'EH‘*‘tH) .

Pour démontrer le lemme 3.3.2, nous utiliserons d nouveau le théoréme 2.4.2.
L'inversion des différentielles nécessaire pour l'application de ce théoréme fera
appel au lemme 1.6, combiné a quelques résultats trés simples sur les familles de
bonnes applications linéaires inversibles, d'intérét indépendant, que nous donnons
en appendice (§ 3.6).

Dans les deux prochains paragraphes, nous emploierons, sans y faire explicite-
ment référence, les propositions 2.2, 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3.
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3.4. Dénonstration du lemme 3.3.1

Posons :

X : O« DI;) x Ux DifE M, 0) — ¥°(T™)
(H,u,t,9) — X(Hu,t) - g0 = 3, (1q,u+t) -3g,g-'.a

.

C'est wne bonne application C° qui s'annule en (Ho,Io,0,Id) . Le lemme découlera
donc du théoréme 2.4.2 lorsque nous aurons montré que la différentielle d¢ X par
rapport & t et g est inversible par une bonne application sur un voisinage de
(Ho,10,0,Id) .

Un calcul trés simple fournit 1l'expression de cette différentielle :
Da,uX(H,u,t,9) : B x (@, ®,0) — @) ~ (@, &)

(At,Ag) — %o (Id,u+t).At
- [(3Ag) o g 1.0 =329, g1 (3(g"").(Ag o ) ] .
Etant donné n dans C°°(']IN,JRN) » nous devons résoudre 1'é&quation en (At,Aq)

(3.4.1) D3, 4X(U,u,t,q) (At,Ag) =1 .

Pour cela, procédons, comme en 3.1.2, au changement d'inconnue :

Ag = 39.E ;

2
1'équation (3.4.1) s'écrit alors, en posant M = %o (Id,u+t) :

Mog.At = 3g.3E.0 = n,oqg ,
Oou encore :

(3.4.2) dE.a = -(3g)"".(nog)+ (3g)"". (Mo g) .At .
Posons :

AH,u,t,q) = [ﬂN[ (99)~".M o g] (9) gd
et

B(g)n = [ﬂN[(Bg)“.(nog)](S)de ;

A et B ainsi définies sont de (bonnes) applications continues. Comme
\]("Ca‘E) (9)d = 0 , nous avons nécessairement :

A(H,u,t,q) .At = B(g)n .

Lorsque (H,u,t,g) est dans un voisinage ouvert V suffisamment petit de

(Ho,T0,0,I) , A(H,u,t,9) est une matrice inversible (en effet :

2
A(Ho,Io,0,Id) = 3BIHZ°(1°) ) et nécessairement :

At = A(H,u,t,9)"1.B(g9)n.

Le second menbre de (3.4.2) est maintenant déterminé ; par construction, c'est
un élément de C°°('I[‘N,JRN) , "bonne fonction continue" de
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H,u,t,9m) € Vx (Y, Y , dont 1'intégrale de Lebesgue sur T est nulle.
D'apres le lemme 1.6, (3.4.2) posséde we wnique solution E dans C (T, R',0),
et les majorations (1.6.1) montrent que E aussi est une "bonne fonction conti-
nuwe" de (H,u,t,g,n) . Il en est de méme de Ag = 99.E .

Nous avons ainsi montré que (3.4.1) posséde une unique solution (At,Ag) , qui
dépend de maniére convenable de H , u, t , g et n . Cela termine la démonstra-
tion du lemme 3.3.1.

Remarque 3.4.— Au prochain paragraphe, il nous faudra connaltre 1'expression de
la différentielle en la seconde variable de T , en (Ho,Io) . Pour 1l'obtenir,
différencions l'identité :
X(H,u,T(H,u) ,@(H,u)) =0
par rapport & u au point (H,u) = (Ho,Io) . Nous obtenons :
92Ho

31z °© (1Id,Io) . [Au+ DoT(Ho ,I0)Aul = 3 (D29 (Ho,Io) .AU).0 =0 ,

puis, en prenant 1'intégrale de Lebesgue sur ']I‘N :
D2T(Ho,Io)Au = —LrNAu(S)dS .

3.5. Démonstration du lemre 3.3.2

Posons :
G: V' x R — ()
(H,f,E) — G(H,f) - E = Ho(Id,df+ Io + T(H,df + Io)) - E .

C'est une bonne application c qui s'annule en (Ho,0,Ho(Io)) . Came G(H,£)
est une fonction constante si et seulement s'il existe E tel que G(H,f,E) =0,
le lemme déocoulera du théoréme 2.4.2 lorsque nous aurons montré que la différen-
tielle d¢ G par rapport & £ et E est inversible par une bonne application
continue sur un voisinage de (Ho,0,Ho(Io)) -

Un calcul trés simple fournit l'expression de cette différentielle :

Da,sG(H,£,E) : (T R,0) x R —> C (T
(Af,AE) —> D,,sG(H,£,E) (Af,AE) +K(H,£,E) (Af,AE) ,

B.,sG(H,£,E) (Af,AE) = <g—‘1*-° (Id,df + Io + T (H,df + Io)) ,dAf> - AE ,
K(H,£,E) (Af,AE) = <32, (Id,df + Io + T(H,df + To) ) ,DoT(H,f + Io) dA> .
Pour inverser Da,sG(H,f,E) , nous allons appliquer le lemme 3.6.3, avec :
- E= @ <o xR0 xR F= @ RO xR ; 6= )

- Q=V"xR ; L='l3'2,3G et £ =K (ce sont de bonnes applications liné-
aires en T )
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- Xo = (Ho,0,Ho(Io)) .
La conclusion du lemme 3.6.3 sera exactement 1'invertibilité cherchée de D2,3G
sur un voisinage de (Ho,0,Ho(Io)) .
Montrons donc que les hypothéses de ce lemme sont satisfaites :
a) L =D;,sG est inversible sur Q= V' x R par une bonne application C' .
En effet, pour tout (H,f) dans V' , nous avons :

%c (Id,df + To + T (H,df + Io)) = @(H,df +To) 0 ,
et donc, en posant g = @(H,df+1Io) :

D.,sG(H,£,E) . (Af,AE) = <g,a,dAf> - AE
(d(af o g) .a=AE) o g* .

Par conséquent, n étant donné dans C°°(']IN) , l'é&quation d'inconmue (Af,AE) :

D2,sG(H, £,E) (Af,AE) =n
est équivalente a :
daAfog).a-AE=n,9g .
D'aprés le lemre 1.6, elle admet comme unique solution (Af,AE) dans
@, R0 xR :
AE = —I no g(®)dd
i

Af =[£;‘ M og—Lan og(a)dsﬂ o g’

Compte tenu des majorations (1.6.1), cela &tablit le résultat requis.
b) Pour établir que 1'application K posséde la propriété (P), factorisons la
de la maniére suivante :
K(4,f,E) = A(H,£,E) .K'(H,f,E)
ol
K' (H,£,E) : (@M, R,0) x R — B
(Af,AE) — D.T(H,df+ Io) .8Af
et

A@M,£E) : B — &)
J ""42—}11'0 (1d,df + Io + T(H,df + Io) ) ,J>.

K' = ((x,Af,AE) > K'(x) (Af,AE)) et A= ((x,J) + A(x)J) sont debonnes applications
& sur, respectivement, U'x Rx c°°(’1I‘N, R,0) et V'xR xR . come K' prend ses
valeurs dans un espace vectoriel de dirmension finie, K' vérifie donc la pro-
priété (P) sur un voisinage de (Ho,0,Ho(Io)) . Le lemme 3.6.1 montre alors qu'il
en va de méne de K = AK' .

c) £(x0) = K(Ho,0,Ho (Io)) est nul. En effet :
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Ko (Ho,0,Ho(Io)) . (Af,AE) = <a,DoT(Ho,Io)dAE> ,

et, d'aprés la remarque 3.4 :
DzT(Ho,Io) .dAf = 0 .

3.6. Appendice
Soient (E, (Il lin)) , (F,(ll lin)) et (& (Il lln)) trois espaces de Fréchet
échelonnés, Q un ouvert de E , et k une application linaire en la seconde
variable :
k:QxF — G
(x,y) — k(x)y .

Nous dirons que k vérifie la propriété (P) sur Q s'il existe des entiers na-
turels s et £ , et une suite (Am)mEN de constantes positives telles que :

VmEN , V(x,X) €EQ2, VYETF,
(B4) kYl < A 1+ Nxll Iy,
(P2) IkGy -k Gyl < A (x=% o+ Ixll Jix=%I1 )Nyl ,

Exemple.— Si k est une bonne application C' sur Q xF et si k(Q)F est
dans un sous—espace de dimension finie de € , alors k vérifie la propriété
(P) au vaoisinage de tout point de Q (en effet, toutes les normes || |ln sont
alors équivalentes sur. k(Q)F).

Lemme 3.6.1.— Conservons Les nofations précidentes. SL (H, (Il Iln)) désigne un
quatrnieme espace de Fréchet échelonné et 44 A est une bonne application C1' Li-
néaine en La seconde variable :
A: QxE&E—H
(x,2) — A(X)2z ,
alons £'application :
Ak : QxF — H
(x,y) — A(X)k(X)y
venigie La proprieté (P) au vodisinage de tout point de Q .
Lemme 3.6.2.— Soient E et F deux espaces de Fréchet échelonnés, Q un ouvert
de E et k: QxF —TF une application Linéaire en La seconde variable veri-
glant La proprieté (P) sur Q .
Soit %0 € Q. S{ k(x) =0, alors Xo possdde un voisinage ouvert Q' dans
Q tel que, en tout point x de Q' , Id, + k(x) 404t inversible et que :

(Id+k)~1 : Q' xF — F
(x,y) — (Id+k(x))-'.y
804% une bonne application continue.
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Lemme 3.6.3.— Sodent E , F et & 1nois espaces de Fréchet échelonnis, Q un
ouvernt de E, Xo un point de Q , et L et £ deux applications Linéairnes en
La seconde variable de Q xTF verns G .

Supposons que Les conditions sulvantes sodlent satisfaites :

a) En tout point x de Q, L(x) est inversible, et L'application :

L™ : Qx & — F
(x,y) — L(x)"z
est une bonne application C1 .
b) L'application L vérigie La propriété (P) au voisinage de Xo .
c) £(x) =0 .
Alons Xo admet un voisinage ouvert Q' dans Q , tel que, en fout point x
de Q' , L(x)+£(x) s0it inversible et que :

L+~ : Q"' x&—F
(x,2) — (LX) +£(x))""z
504t une bonne application continue.

Le leme 3.6.1 se démontre sans difficulté 3 partir des inégalités vérifiées
par les bonnes applications A et DA .

Pour établir le lemme 3.6.2, on remarque que, lorsque k satisfait a (P4) et
(P2), k(x) se prolonge en une application du complété f‘ﬁ de (F,Il ll,) ava-
leurs dans F et que k(x) € L(f‘z) est fonction continue de x (dans la topo-
gie normique) ; le lemme découle alors de 1l'identité

(Id+k(x)~1 = Id-k(x) (Id+k(x))~1 ,

vérifiée dés que Id + k(x) est inversible dans L(]f‘l) .
ILe lemme 3.6.3 est wne conséquence des lemmes 3.6.1 et 3.6.2.
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