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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n° 582 Novembre 1981

TRAVAUX D'ECALLE ET DE MARTINET-RAMIS
SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

par Bernard MALGRANGE

0. - INTRODUCTION

Soit F le groupe des difféomorphismes analytiques du germe (C,0),

i.e. des applications z — f(z) = az + z anzn , f étant convergent au
n=2

voisinage de 0 ; on désignera encore par G le sous-groupe des f tan-
gents & l'identité (i.e. o =1) et par F et G leurs formalisés. Un
probléme classique consiste a étudier les classes de conjugaison des éléments

de F .

Si o n'est pas une racine de l'unité, il est facile de voir que f se
linéarise formellement, c'est-a-dire qu'il existe ¢ € f‘ tel qu'on ait
w-f = aep ; si 1'on impose la condition o € E; , alors @ est unique ; de
plus, si |a| # 1, © est convergent. Un résultat célébre de Siegel [S]
affirme qu'il en est encore de mé&me pour Ia] =1, si a n'est 'pas
trop irrationnel", de fagon précise si la suite (a,n- 1)”1L est & croissance
lente ; par contre, si la suite précédente est trés croissante, ¢ peut diver-
ger ; 1'étude des classes de conjugaisons est alors fort difficile, et on n'en

parlera pas ici.

Le travail d'Ecalle concerne le cas opposé, celui oi o est une ra-
cine de l'unité ; les résultats sont ici de nature totalement différente des
précédents : la classification formelle fait intervenir un nombre fini d'inva-

riants, mais il apparait une infinité d'invariants analytiques pour classer les
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éléments de F formellement conjugués. Pour simplifier 1'exposé, nous nous

contenterons de traiter le cas o = 1 .

1. - CLASSES DE CONJUGAISON DANS G

La classification formelle est aisée : en effet tout élément de G
peut s'écrire d'une maniére et d'une seule comme 1'exponentielle d'un champ
de vecteurs § € Q (i.e. nul d'ordre 2 & l'origine) ; la classification revient
donc & celle des £ , ou encore, en considérant la forme w = g1 , a celle

des formes différentielles formelles ayant un pdle d'ordre au moins 2 ; or il
+co

est facile de voir que, si w = 2 bnzndz est une telle forme, la classe de

conjugaison de W est déterminée par (m,bm,b_l) ol m = inf{nlbn;é 0} .

En revenant aux éléments de G , on trouve qu'un tel élément f=z+2 a z

n=2
est classé par (m,am,b) oi m = inf{nlan# 0} et ot b est une fonction

).

. -1 1
convenable de am,...,aZm_l (par exemple, le coefficient de =z dans @)z

Exemple. - Si a, = 1, la classe de conjugaison de f est donnée

par a, ; la classe la plus simple est celle ou ag
- -2
champ de vecteur & = z _(Eiiz , dont 1'exponentielle est la fonction g définie

par g(z) = é . Dans la suite, pour simplifier 1'exposé, nous nous limiterons

=1 ; elle correspond au

A 1'étude des invariants analytiques de cette classe formelle (les résultats dans

les autres cas sont analogues, mais un peu plus compliqués & écrire).

Il est plus commode ici de faire le changement de variables w = —i— H
écrivant pour simplifier g(w) au lieu de 1/g(1/w) eim de méme pour f ,

on aura alors g(w) = w-1, fw) = w-1+k(w) , kW) = Z knw—n ; on désignera
par G0 1'ensemble des f convergentes a l'infini, et de2 +1;). forme précédente;
pour f € GO , il existe des séries formelles Fw) = w+ %‘/ cnw—n telles qu'on
ait 8of = go§ (= §-1) ; on peut choisir Co = 0, et alors $ est unique ;

c'est ce choix que 1'on fera dans toute la suite.

La démarche qu'on va suivre maintenant est trés proche de celle que

1'on emploie, depuis Birkhoff [B] dans 1'étude des équations différentielles

60



SYSTEMES DYNAMYQUES

a points singuliers irréguliers ; formellement, elle est aussi analogue i la
théorie de la diffusion (dans cette derniére analogie, f est une perturbation
de g, les wi les opérateurs d'ondes, et Z la matrice de diffusion).
Ceci dit pour éclairer le lecteur qui connaitrait 1'une ou l'autre de ces théo-

ries ; on espére que ¢a ne canulera pas les autres.

Soient a € 10,ml et R> 0 ; on désigne par D (a,R) (resp. D, @,R)

le secteur : |arg(w+R)-T| < a (resp. |arg(w-R) | < a).

THEOREME 1. - (Kimura [K], Ecalle [E1]). Pour tout a , et

R 2 R(a) assez grand, il existe une fonction unique @_ , holomorphe

dans D (a,R) , admettant ? comme développement asymptotique a

l'infini, et vérifiant $ of = god .

(Noter que le premier membre est bien défini, car f(w) est voisin
de w-1 pour [w| grand ; donc D_(a,R) est stable par f pour

R grand).

La démonstration sera donnée au paragraphe 2. Montrons comment on
tire de 14 les invariants cherchés ; on opére de mé&me i droite, avec f_1
et g'l au lieu de f et g, d'ou un %, unique, holomorphe dans D,@,R),
y admettant & comme développement asymptotique & 1'infini, et vérifiant
{>+°f-1 = g_lc,<I>+ ; en augmentant au besoin R , on déduit de l'existence du
développement asymptotique de ¢ " qu'il admet un inverse §_1

+
en particulier défini dans D,@",R") , a'<a quelconque, et R' assez

, qui sera

grand (voir démonstration au §3) . Pour n'importe quel a'"< a', et pour

R'" grand on aura donc, dans D, @",R") : {>+of =go% .

Choisissons a voisin de T ; pour R >0 , la fonction ¢ = <I>+°<I>_1

est définie dans D +(a, R)ﬂD_(a, R) , et posséde les propriétés suivantes :

i) V-w est a décroissance rapide i l'infini dans D+(a, R)ND_(a,R) ;

-1
ii) on a Yogoy = = g , autrement dit Y(w=1) = y(w)-1 .

Posons alors {§(w) = w + Z(w) ; dans D,@,R)ND_(a,R) , & est pério-

dique de période 1 , et tend vers 0 quand w-—® ; par suite w se prolonge
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en une fonction de période 1 dans |Im w[ >R ; dans Imw > R , elle s'écrit
2mi i
Tw)y = 2 oe "™ ot dans Imw < -R , elle s'écrit Tw)= 2 o 2T
n=1 B ns-1 0
A toute f € G, , on a donc associé une suite de nombres {on(f) }n#O , A crois-
sance exponentielle, ou encore une fonction Zf , définie et de période 1 dans
Imw > 0, tendant vers 0 quand Im w—« . Le résultat fondamental est alors

le suivant

THEOREME 1.2. (Ecalle [E1], [E2]).
1) Pour que f et fl € G0 soient conjugués dans G , il faut et il suf-

. . . :
fit qu'on ait Zf Zfl .

2) Réciproquement, étant donné n'importe quelle fonction Z holomorphe

dans |Imw| >0 , et vérifiant les conditions précédentes, il existe

fe G0 telle qu'on ait Zf =X,

La premiére partie est immédiate : s'il existe S € G tel qu'on ait

Sof oS_l = f1 , on peut supposer que le coefficient du terme constant de S est

nul. Appliquons le théoréme 1.1 & f1 , et désignons par & 1 les fonctions
obtenues ; leur unicité montre qu'on a & oS =93 dlod 2 =Z_.
+,1 + £, f
Réciproquement, si l'lona X, =X on aura & oé—l =3 °<I>_1
9 fl f 9 + - +’ 1 _’ 1 b
d'ol é;llo<b+ = é—lloé ; la valeur commune des deux nombres est donc une
’ T -

fonction holomorphe dans lw\ > 0 ; son comportement asymptotique a l'infini
montre alors qu'elle est aussi holomorphe (et inversible a l'infini), c'est donc

le S cherché.
La seconde partie est plus délicate, et sera démontrée au paragraphe 3.

Voici un exemple d'application du théoréme précédent : soit f € GO ;a

quelle condition existe-t-il h € GO tel qu'on ait ho...oh =f ? 1l est facile de
1 p fois
voir que h(w) doit &tre de la forme w—5+0(—'§) ; en répétant les raisonne-
w

ments précédents dans cette nouvelle classe de conjugaison formelle (avec ici
comme modéle w o——w—% au lieu de g), on trouve que Z, doit &tre pério-

f
dique de périede I—l) ; autrement dit, on doit avoir on(f) =0 si p* n, et
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réciproquement. En particulier, si ceci a lieu pour assez de p (i.e. des p
non tous multiples d'un entier 22) , alors on a Zf =0 et f est conjuguée
4 g ; a fortiori, si f se plonge dans un groupe i un paramétre, ceci est

encore vrai (ce dernier résultat est d'ailleurs facile & établir directement, en
montrant que, pour les germes champs de vecteurs la classification formelle

et la classification analytique coincident).

Indiquons pour terminer ce paragraphe que le résultat précédent, et son
extension aux autres classes de conjugaison de G (ou aux automorphismes
zZ — az+... , a une racine de I'unité) sont seulement les premiers résultats
de la théorie d'Ecalle. Des résultats plus difficiles concernent notamment la
sommabilité de Borel des @i et 1'étude du prolongement analytique de leurs
transformées de Borel : il montre que ces transformées, qui coihcident dans le
disque unité , se prolongent en des fonctions holomorphes sur le revétement
universel de C€-Zi , et il précise en fonction des Gn(f) leur ramification.

Pour ces questions, qu'il serait trop long d'aborder ici, je renvoie & [E2].

2. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Le théoréme résultera de la proposition suivante (o0 g(w) = w-1 ,
comme au §1).

“+co
PROPOSITION 2.1. - Soit f(w) = w-1+k(w) , avec k(w) = § knw““

holomorphe a l'infini. Pour a € ]o,ml fixé, et R assez grand, il

existe une {>_ unique, holomorphe dans D (a,R) , et possédant les

propriétés suivantes

i) I>_(w) =w+{y(w) , avec {(w) -0 si w—-o;

ii) ¢ _of = ged_

De plus, si kn= 0 pour n< m (m entier = 1) , alors, pour w —
-m

ona {w) =0w ).

Il existe ¢ > 0 tel qu'on ait dans D @aR), pour Rz 1 :

63



B. MALGRANGE

+1
mt ¢
w|™

Choisissons alors A>0 et R=21 tels que f soit défini dans

=
@.2) 2 |=—]| (61émentaire).
0o WP

D (a,R) et y vérifie

2.3) sup |kw"| =

w-w' lsl w|m+1 .

Quitte 4 augmenter R , on peut supposer qu'on a aussi, & cause de (2.2)

2.4) A% \—1—| s 1.

LEMME 2.5, - Dans D (a,R) , les itérés f(p) = fo...o f sont définis,
Lo p fois
et _vérifient

p-1 1 m+l
|f(p)(w)-(w-p)| S A % |;V‘;a|

Le résultat est vrai pour p = 1 ; raisonnons par récurrence, et sup-

posons le vrai pour p ; on a f(pﬂ)(w) = fof(p)(w) = f(p)(w)—1+kofp(w) .
1@

Par 1'hypothése de récurrence et (2.4) on a (w)-(w—p)l <1 ; donc on a

f(p)(w) €D (a,R) et d'apres (2.3) :

A

|W—p|m+l :

2.6 |kot®w)| <

Alors on a
m+l
1P ) - wp-1) | < |Pw) - w-p) | + [k £ )| SA% |ﬁ|

’

ce qui démontre le lemme.

La démonstration de la proposition est maintenant immédiate : 1'équation

& of = god s'éerit Yof+f=w-1+y, ou ericore yof +k = { ; une solution
- - ©

de cette derniére équation est donnée par ¢ = 2 kof(p) ; par (2.6) et (2.2) on

1 c 0

alyw| s T ——= s —5,

¥ m
P20 |w-p™* |
ration voulue ; d'ou l'existence de | .

ce qui établit la convergence et la majo-

Pour l'unicité, il suffit de montrer que 1'équation y.f = ¢ , Yw)—~0
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)

si w—® n'a que la solution 0 ; or, en itérant, on trouve wof(p

(®

=4
par (2.5), (w) tend vers l'infini pour w fixé, p — += ; ceci entrafne

le résultat.

Pour établir le théoréme 1.1, il suffit maintenant de montrer que la
fonction & qui vient d'8tre construite admet un développement asymptotique
a l'infini, égal & l'unique série formelle § = w+£ cnw"n qui vérifie
§.f = go? . Pour établir ce résultat a l'ordre p , on remarque d'abord que
(2.1) I'établit dans le cas particulier oo k = f-w+1 s'annule & l'infini &
I'ordre p+2 ; on rameéne le cas général a ce cas particulier en remplacant

f par {>f<I>-1, avec ¢ =w+%c w_n, et q>>p .
a q q 1 n

Remarque 2.7. - De la formule k = f-w+1 , on tire

p-1

z kOf(q) = f(p)+p—w ; en passant a la limite, on trouve donc | = lim(f(p)+p-w)
0

ou encore $_= w+{ = lim g(—p)f(p) ; on aura de méme &, = lim g(p)f(—p) ;

ces formules mettent en évidence 1l'analogie de ¢ , avec des opérateurs d'ondes,

analogie dont il a été question plus haut.

3. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.2

On reprend ici les notations du §1. Pour établir le résultat, il suffit,
L étant donné, de résoudre 1'équation (3.1) <I>+o 6:1 =w+l , <15+ (resp. ¢ )
étant défini dans un secteur de type D +@,R) [resp. D_(, R)] et admettant
4 1l'infini un développement asymptotique w + i enw_n , (on peut méme suppo-
ser que les c, sont nuls pour n<p, p fix%é, comme il est facile de voir).
En effet, on aura alors @:logoé_ = é';logoéJr 13 ou les deux membres sont
définis ; la fonction f définie au voisinage de l'infini par 1'un ou l'autre
membre de 1'égalité précédente est donc holomorphe i l'infini, et elle est
dans G0 (i.e. dans la classe de conjugaison formelle de g) : il est évident
qu'on a Zf =2, d'ou le résultat,

Pour résoudre (3.1) il est plus commode de revenir & la variable z = vlv'
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et de considérer plus généralement la situation suivante : on fait un éclatement
réel de 0€ €, i.e. on passe en coordonnées polaires (6,r) € TxIR; = X ;
on note T la projection X—C : (6,r) »reie , et S = n—l(O) ; on définit des
faisceaux Pp P=2) sur S de la fagon suivante : Fp,e est formé des
fonctions ¢ holomorphes dans un petit secteur |arg z - 90‘ <e, |zl <e,
admettant en 0 un développement asymptotique de la forme z + 2 a 2"

nzp B
si 1'on restreint un peu le secteur en le remplagant par le secteur fermé

>

{o}u {|arg z—90| s ¢'; |z| s ¢'}, on voit facilement que la restriction de ®
est de classe C” (il suffit pour cela de montrer que les développements
asymptotiques du type considéré se dérivent terme i terme, ce qui résulte
immédiatement des inégalités de Cauchy) ; il résulte alors du théoréme des
fonctions implicites que le germe de ® en 90 est inversible, et que les Fp
sont munis d'une structure de faisceaux de groupes. Posant I‘m =N I‘p , la

résolution de 1'équation (3.1) est un cas particulier du résultat suivant :

THEOREME 3.2, - Pour tout p=2 , l'image de l'application

1
Hl(S, T) — H'(S,Fp) est réduite & e (I'élément trivial de Hl(S,l“p)) .

Le résultat peut s'établir par un calcul de majoration du type 'théoréme
des matrices holomorphes inversibles'. On va ici donner une autre méthode,
qui élimine tous les calculs (i.e. raméne i des calculs se trouvant dans la

littérature) ; l'inconvénient est que cette méthode ne donnera pas un résultat

"explicite''.
. . © 4 R
On va d'abord trivialiser la situation '"en C " : soit T~ le
faisceau sur S défini ainsi : les éléments de I':?e sont représentés par
70
des © de classe C  sur un petit secteur fermé |arg z-8)l s ¢, |z|se,

telles que ®-z soit plate en 0 , i.e. toutes ses dérivées par rapport a
x ety , (xtiy = z) sont nulles en 0 . C'est encore un faisceau de groupes

sur S .
LEMME 3.3, - H'S,TT) est trivial.

En effet, les éléments de Hl(S,Ff{) classent les germes Y le long
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de S de variété (3(m a bord, localement isomorphes & Sx R, , et munis d'une
trivialisation du complété formel de Y le long de S ; il est classique qu'une
telle trivialisation s'étend & Y (utiliser les arguments usuels de champs de

vecteurs) ; ceci est précisément le résultat cherché.

Prenons alors un recouvrement {Ui} de S, et soit cpijEI‘(UiﬂUj,l“m)
un cocycle de I, dans ce recouvrement ; le lemme précédent, joint aux pro-
priétés d'injectivité du H1 montre qu'il existe des tLri erT (UiﬂU].,l‘f) tels
qu'on ait wiocpij = wj ; il s'agit de rendre les wi analytiques avec des pro-

priétés de développement asymptotiques convenables.

Soit I le tenseur de la structure presque-complexe standard de (C,0) ;
dans le germe de secteur défini par UiﬂUj , on a q;i(I)=wj(I) , mdonc les
wi(I) définissent une structure presque complexe J de classe C_ dans
(€,0) privé de 0 . Comme les wi-z sont plats en 0 , J s'étend en un
tenseur de classe C sur (C€,0) , qui coihcide d'ailleurs avec I 2 l'ordre
© en 0 . On applique alors le théoréme de Newlander-Nirenberg [N-N] (ici,
en fait & 1 variable, c'est un vieux résultat de Korn et Lichtenstein ; mais
plus loin on aura besoin du 'vrai' Newlander-Nirenberg i plusieurs variables) :
il existe ¥ , de classe C*, tangent i l'identité i un ordre aussi grand qu'on
veut, (mais pas & l'ordre « en général !) tel qu'on ait x@J) =1 ; posant
Cpi = xo\yi , on a cpi(l) =1, donc cpi est holomorphe ; cpi admet & 1'origine
un développement asymptotique du type voulu ; enfin, on a cpiocpij = cpj , ce
qui établit le théoréme.

Remarque 3.4. - Dans la théorie des équations différentielles linéaires,
on emploie un résultat analogue, avec T remplacé par un faisceau de sec-
tions holomorphes de Gl(n, C) ; ce résultat est da a Sibuya [Si] ; un résultat
de ce type se trouve m&me déja dans Birkhoff [B] . Bien entendu, la méthode

s

employée ici s'adapte aussi A ce cas.
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4. - CHAMPS DE VECTEURS DANS (Ez , D'APRES MARTINET-RAMIS [M-R]

Il s'agit ici de classer les germes de champs de vecteurs holomorphes
€ = a§X+ bg—y dans ((132,0) dans un cas "trés résonnant', celui ol la partie
linéaire de & est de rang 1 et non nilpotente ; on supposera en outre que 0
est une singularité isolée de & , et on classera ces champs i facteur inversi-
ble prés sous l'action de Diff((Dz,O) . Si I'on pose w = ady - bdx , les condi-
tions précédentes signifient aussi ceci : 0 est une singularité isolée de w ,
jlw est de rang 1 , enfin dw(0) # 0 ; il s'agit alors de classer 'les équations

w=20", i.e. les w a facteur inversible prés.

L'idée essentielle va &tre la mé&me que précédemment, mais les détails
techniques sont beaucoup plus longs ; par conséquent, et pour me conformer au

style du séminaire Bourbaki, je serai beaucoup plus bref.

Soit E" (resp. E;) I'ensemble des équations précédentes (resp. celles
dont la multiplicité en 0 , c'est-a-dire celle de 1'idéal (a,b) , est égale a

p+1); on commence par une série de réductiors que j'indique sans démonstration.

(4.1) Toute équation € E;)' s'écrit, dans des coordonnées convenables, sous
+
la forme x' 1dy—A(x,y)dx =0, avec A(0,y) =iy, A #0 .
Ce résultat est dd 4 Dulac [D] ; voir un exposé plus moderne dans

[M-M] .

(4.2) Désignons par E;) 1'ensemble des équations de la forme (4.1) et par
H' le sous-groupe de Diff((IZ2 ,0) des transformations de la forme
x,y) - hx),kx,y)) , avec k(0,y) = uy , 4u# 0 . Alors l'application
évidente H'\E;) —- Diff(Gz,O)\El‘)' est bijective. Tout revient donc &
étudier les orbites de H' dans Ei) .

4.3) Sous l'action du formalisé H' de H', tout élément de E'  se met

1
P
sous une et une seule des formes réduites suivantes

- +1 p.
= - + .
w,)\ ,f.xp dy -yl+xx)dx =0, A€C
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(4.4) Désignons par EI') l'espace des équations € El') dont la forme réduite

formelle est wp’)\ i 0 . I s'agit donc d'étudier H'\Ella,X ; pour cela,
on va faire encore une autre réduction. Soit HC H' le groupe des
transformations de la forme (x,y) — (x,h(x,y)) , avec h(0,y) =y ;
soit d'autre part Ep,)\ c E;’,)\ I'ensemble des équations qui peuvent

8tre réduites par H ala forme wp N =0 ; H opére librement dans

Ep \ d'autre part, il est "presque vrai' que 1'application

H\Ep Y H'\E;) X est bijective ; ceci devient exact si 1'on agrandit
H en lui adjoignant les transformations (x,y) ~— (0x, By) , a,p =1,

B # 0 (ces derniéres transformations laissent visiblement E stable).

p, A
Il suffit donc essentiellement d'étudier H\Ep y o e 4 quoi je me limi-

terai désormais.

Comme aux paragraphes précédents, la démarche va 8tre la suivante :
on représente 1'isomorphisme formel de 1'équation {w=0} € Ep,x avec 1'é-
quation wp,)\ = 0 par des isomorphismes sectoriels convenables, et la clas-
sification cherchée s'obtient en écrivant 1'obstruction au recollement de ces
isomorphismes sectoriels. De fagon précise, posons X =TxIR,_ xC ,
S =Tx{0} x {0}, et notons m 1la projection (8,,y) — (reie, y) . On consideére
sur S le faisceau T défini ainsi : si 60 €S, un élément de 1“90 est dé-
fini par une fonction h , holomorphe dans |arg x- eol <e, [x|<e, |y|<e,
admettant un développement asymptotique quand x — 0 au sens suivant : il

existe une série formelle y + 2 an(y)xn » les a  holomorphes dans |y|<e
n22

telle que, pour tout p , on ait

b n p+l
e,y -y -2a ox | <c x[PT .

Par Cauchy, de tels développements se dérivent encore terme i terme
en x ety . On identifie h & la transformation X,y) ~ x,hx,y)) , et T
est alors un faisceau de groupes sur S . Enfin, on désigne par I, le sous-
faisceau de groupes de I formé des transformations tangentes d'ordre <«
a I'identité le long de x =0, i.e. celles pour lesquelles les a sont tous

nuls.
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Ceci posé, soit I (p,A) le sous-faisceau de I formé des transfor-

mations qui laissent fixe 1'équation wp x 0 . Le résultat fondamental de

’

Martinet-Ramis est le suivant :

THIEOREME 4.5, - Les orbites de H dans Ep X sont en bijection

canonique avec les éléments de Hl(S, T @,A) .

L'application Ep,x —- Hl(S,I‘w(p, \)) se fabrique de maniére analogue
a ce qu'on a fait au §1 ; on doit utiliser ici un théoréme d'existence d'iso-
morphismes sectoriels dd i Hukuhara-Kimura-Matuda [H-K-M] (@l y a ici
une subtilité sur les développements asymptotiques "faibles' et "forts' que
je passe sous silence);que cette application soit une injection sur les orbites

est immédiat, comme au §1 .

Enfin, pour démontrer la surjectivité, on raisonne comme au §3 ; il
suffit de démontrer que l'application Hl(S, r) — Hl(S,I') a une image tri-
viale ; ce dernier point s'établit, par exemple, a l'aide du théoréme de
Newlander-Nirenberg (ici dans la premiére étape, on doit oublier la structure
holomorphe en x et y ; d'ou la nécessité, pour la récupérer d'utiliser vrai-

ment Newlander-Nirenberg & 2 variables).

1
Explicitons l'ensemble H (5,T (,))) dans le cas particulier p=1,

A= 0 (le cas général est i peine plus compliqué). Un élément de I (p,)\)g se

représente par une fonction h(x,y) holomorphe dans De n{ lyl < e}, avec

D_ défini par larg x - 60| <e, |x| <e;deplus, h doit étre asymptote

& y lorsque x €D_, x —0 . Notant encore h 1l'application (x,y) — (X,h(x,y))
ops . 14 . _ I

la condition que h fixe 1'équation w2,0 0 s'écrit wZ,OAwZ,O

explicitement, en se rappelant qu'on a Wy o = X dy - ydx , ceci s'écrit

’ 2

ng—z +y2—§ = h ; en posant h(x,y) = nEO hn(x)yn , il vient x h;l = (l—n)hn ,

d'oi h =a exp(n—-—)
n n X7

sh=0;

La série Zhn(x)yn doit converger dans x € De , |y| < ¢ et 8tre

asymptote &4 y si x — 0 ; on doit alors distinguer 3 cas :
. . _ -
i) on a |60|<2,a.10rs aj=1, a =0, pour nz1,et aj est
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arbitraire ; donc sur 1'ouvert |9| < g » I'(1,0) est un faisceau constant iso-

morphe & C .

-]
s i _ _ . n
ii) Si Ieo-n| <g,ona a =0, a =1 etla série ;Eant est
n'importe quelle série convergente & l'origine ; donc sur cet ouvert, 1“@(1,0)
est un faisceau constant isomorphe au groupe G des difféomorphismes de

(C,0) tangents a 1l'identité.

i) St 8 = +7, T (L0 se réduit & l'identite.

m
En considérant le recouvrement de S par les deux ouverts 0 # 5,
on en déduit immédiatement 1'isomorphisme suivant, qui précise le théoréme

4.3,

@.6) H'G,T(1,0) ~Cx G .

Pour terminer, disons un mot de 1'holonomie des équations de Ep,)\ :
une telle équation admet x =0 comme variété intégrale (on 1l'appellera la
''variété invariante" de 1'équation) ; 1'holonomie est alors définie par l'action
d'un lacet autour de l'origine dans x =0 sur une section transverse du feuil-
letage défini par notre équation ; c'est un élément de F = Diff(C,0) défini 2

conjugaison prés. Par exemple, pour 1'équation w = 0, on vérifie tout de

1,0
suite que cette holonomie est représentée justement par la transformation
g(x) = 1—_X; dont il a été question aux §1 a 3 .,

Prenons maintenant une équation € E Martinet et Ramis, en utili-

1,0°
sant les résultats précédents, montrent que son holonomie est formellement
conjuguée & g sous l'action de F et que 1'application E1 0o "holonomie
’

est une injection de H\E (= CxG) dans l'ensemble des classes de conju-

1,0
gaison de F formellement conjuguées a4 g ; ces derniéres sont visiblement
en bijection avec les classes de conjugaison de G , formellement conjuguées
par G a g , qui ont été classées au § 1 . L'application est la suivante :

si (a,t(l+h({t)) € €xG , la fonction Z associée & son image est donnée par

om
log(1+h(e Tle)) dans Imw > 0
log(1 +ae_2mw) dans Im w< 0 ,

Z(w)
Z(W)

1]
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On ne trouve donc pas toutes les classes, mais seulement un sous-
espace de dimension et codimension infinie (I est arbitraire dans Im w > 0 s

mais pas dans Im w < 0) .

Plus généralement, si E" désigne 1'ensemble des équations considérées
au début de ce paragraphe, Martinet et Ramis montrent que l'application : équa-
tion — (holonomie le long de la variété invariante) donne une injection de
Diff((l?z,O)\E" dans ad F\G , et ils déterminent l'image de cette application
en terme des invariants d'Ecalle. Ceci fait agréablement le lien entre les deux

problémes étudiés dans cet exposé.
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