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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n°® 591 Juin 1982

RESOLUTION DES CONJECTURES DE CALDERON
ET ESPACES DE HARDY GENERALISES
[d'aprés R. Coifman, G. David, A. McIntosh, Y. Meyer]

par Jean-Michel BONY

1. Opérateurs et noyaux de Calderdén-Zygmund

Les conjectures de Calderdn sont relatives 3 la continuité sur L2 d'une
classe de noyaux singuliers, et notamment de 1'intégrale de Cauchy sur une courbe

lipschitzienne. Nous commengons par la définition suivante.

DEFINITION 1.l.— Une fonction localement lipschitzienne K(x,y) , définie dans le
complémentaire de la diagonale de RP , est un noyau de Calderdn-Zygmund si elle
vérifie les trois propriétés suivantes :

(1.1) K(x,y) < Ctelx-y|™

(1.2) Sup iﬂi(x,y),iﬁi(x,y) < Cte(x-y)™N—1 presque partout,
23] 9y j
(1.3) Il existe un opérateur T (dit aussi de Calderén-Zygmund) borné sur L2 ,

tel que, pour f € Co(RP) et x n'appartenant pas au support de f , on ait
TG = [KGEGy -

Pour un opérateur de convolution K(x,y) = k(x-y) impair, (1.1) et (1.2)
impliquent (1.3), mais il n'en est rien dans le cas général, méme pour K anti-
symétrique.

On exige souvent, 3 la place de (1.3), la continuité L2 de 1'opérateur
T = v.p.K = 1i

v.p lim TE

(1.4) T E(x) = J K(x,y)f(y)dy .
|x-y =€
Cette propriété plus forte est souvent vérifiée en pratique. Cela dit, la défini-

tion correspondante des noyaux et opdrateurs de Calderdn-Zygmund ne serait méme
pas invariante par GL(n,R) .
Des résultats classiques (Cotldr, Calderdn-Zygmund) assurent que, si (1.1),

(1.2), (1.3) sont satisfaites, l'opérateur T et 1'opérateur maximal

(1.5) T*f (x) = suplTef(x)I
€
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sont bornés de LP dans LP (1 <p<®® de L' dans L' de type faible et de
L~ dans BMO (voir par exemple [4]).

Les exemples les plus classiques correspondent au cas oli, en posant
k(x,x-y) = K(x,y) , le comportement de k par rapport 3 la seconde variable est

voisin de celui d'une fonction homogéne de degré -n . Les opérateurs s'écrivent
(1.6) TE(x) = <zn>-nJe”‘ o(x,E) £ (E)dE

oli le symbole O est la transformée de Fourier, par rapport a la seconde varia-
ble, d'une partie finie de k (voir [4] pour des conditions minimales de régula-
riét garantissant la continuité L2 de T ).

Les théorémes et conjectures de Calderdén [1] sont relatifs 3 des noyaux
d'une nature différente. Les cas typiques en dimension 1 sont les commutateurs
suivants, oll on note H 1la transformation de Hilbert (convolution par v.p.ﬁ% )
D = %-é% ;oM 1'opérateur de multiplication par la fonction lipschitzienne
A(x) et Ad(MA) la dérivation de 1'algébre des opérateurs :

AdM,.T = [MA,T] = M,T - M, .

+ oo
(1.7 Tof (x) = v.p.J L(";_—‘f;(zi) = - inlM,,DH)
+ oo -
(1.8) Tnf (x) = v.p.I -[Ag—)zly-él,ﬂﬁi = DRI ((AdM)PD £ (x)

Les noyaux Kn associés &8 Tnp vérifient (1.1) et (1.2) dés que A est
lipschitzienne. Dans ce cas, les identités ci-dessus, dont la démonstration n'est
pas trés difficile pour A € .8 par exemple, sont encore valables, et on a le ré-

sultat suivant.

THEOREME 1.2 (Coifman-McIntosh-Meyer [3]).— Si A vérifie |A(x) —A(y)l < 8lx-yl,
les opérateurs Tn vérifient

(1.9) HTnfll2 < Cte(l +n)480II£ll 2

THEOREME 1.3 (Coifman-David-Meyer [2]).— Soit A lipschitzienne de R dans RD,
et F indéfiniment dérivable de R™ dans R . Alors le noyau
K(x,y) = F ﬂx—zz—z—e(l)—)gl—y est un noyau de CaZderr:-'n—Zygmund sur R .

Par des méthodes de variable complexe, Calderon avait démontré en 1977 que
les opérateurs Tn é&taient bornés, avec une constante CPOR au second membre
de (1.9), et démontré le théoréme 1.4 lorsque F est holomorphe de rayon de con-
vergence assez grand. Nous renvoyons pour ceci a [1] et & 1'exposé [8].

Nous esquisserons la démonstration du théor&me 1.2 au § 3. La décomposition

de F en série de Fourier permet de ramener le théoréme 1.3 3 1l'estimation de la

norme de 1'opérateur de noyau exp(l[c(fg:}?(y)]>.X.1y , avec C lipschitzienne.
Ce dernier opérateur peut s'exprimer comme une intégrale de noyaux de Cauchy as-
sociés a des courbes convenables de € , qui rel&vent du théoréme 2.2 ci-dessous.

Signalons également une variante dans R . Le noyau
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CONJECTURES DE CALDERON

K(x,y) = Llx-y; A(x) -A(y)]

est de Calderdn-Zygmund si A est lipschitzienne de RP dans R" , et si L est

définie et C dans RPN {0}, homogéne de degré -n , et impaire.

2. Noyau de Cauchy associé 3 une courbe rectifiable

2.1. Cas d'un graphe lipschitzien. Soit ¢ : R — R une fonction M-lipschitzienne,

et I' la courbe d'équation Im z = @(Rez) . La restriction & T' (paramétrée par

x = Rez) de l'intégrale de Cauchy a pour noyau

st
2.1 Cl) = Gy IC008 =95
THEOREME 2.2 (Coifman, McIntosh, Meyer [3]).— L'opérateur
(2.2) Tf(x) = v.p.ICr(x,y)f(y)dy

est borné sur L2 , et vérifie

(2.3) INTEll2 < Cte(1 +M)°[Ifll>

Les résultats de Calderdn (voir [1], [8]) ne donnaient ce résultat, et le co-

rollaire ci-dessous, que pour M assez petit, ou pour ¢ de classe C1 .

COROLLAIRE 2.3.— L'espace L2(T,ds) , ou ds est la mesure longueur d'arc sur T ,
est somme directe (non orthogonale en général) des sous—espaces fermés HF(T) et
H2(I') , sous-espaces de L2 constitués des fonctions admettant un prolongement
holomorphe F au dessus [resp. en dessous] de T' vérifiant

su JlF(x+icp(x) tig)|2dx < o .
e>8

2.4. Démonstration du théoréme 2.2 a partir du théoréme 1.2. Il est clair que la

multiplication par 1+ i@'(y) est bornée sur L2 . D'autre part, en posant
x+ip(x) = C(x+A(x)) ol C est assez grande par rapport & M , on obtient
JA(x) =A(y)| < 8lx~-y| avec &6§< 1, et

rx,y) 1 1
I+ip"(y) C (x-y) +A(x) -A(y)

Le membre de droite se développe en série 1/CIKn(x,y) et l'estimation du théo-

réme |.2 permet de conclure.

2.5. Cas d'une courbe rectifiable. Soit maintenant I’ un arc rectifiable paramé-

tré par la longueur d'arc. On suppose que le paramétrage s ~—»z(s) est propre,
et défini sur ]-ew,+e[ entier. La restriction 3 I' de 1'intégrale de Cauchy a
pour noyau

CF(s,t) = z'(t) .

THEOREME 2.6 (G. Dpavid [5]).— Les trois propriétés suivantes sont équivalentes
a) L'opérateur maximal T* est borné sur L2 aquec
T*f (s) = sup.[ C.(s,t)f(t)dt .
015 (s)-z(t) I<r T
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b) L'opérateur T* est borné sur LP pour tout p € 1l,+w[ .

c) La courbe T est presque lipschitziemne au sens suivant :
3C,Vzo,Vr, I{s|lz(s)-2z0l<r} <cr.

On a noté |A|l 1la mesure de lebesgue de A <R . On construit facilement
des courbes rectifiables non presque lipschitziennes, et des graphes non lip-
schitziens qui sont presque lipschitziens. Si I' vérifie la condition corde-arc
de Lavrentiev (lz(t)-z(s)| = e€lt-sl) , elle est presque lipschitzienne.

La démonstration c = a, la plus difficile, repose principalement sur les
deux ingrédients suivants :

— Une décomposition des courbes presque lipschitzienne :

Si TI' est presque lipschitzienne, il existe M >0 et Vv € ]0,1] tels que,
pour tout intervalle Ja,b[ de R , on peut trouver un graphe M-lipschitzien
(i.e. déduit par rotation d'un graphe Im z = @(Rez) avec ¢ M-lipschitzienne),

paramétré par sa longueur d'arc : s~ ((s) , tel que
| {s € ]a,b[|z(s) = C(s)}| =2 v(b-a)

— Une "inégalité aux bons A " & la Burkholder-Gundy, faisant intervenir 1'opé-

rateur maximal ci-dessus, et une fonction maximale d'ordre p :
3veEN,I]l,Ye>0,VYp€Ill,w ,3Y>0, VfECo(R)

I{s €R|TXE(s) > A+er et Mp pE(8) S YA < (1-v)l{siT;f(s) > A}

ol 1'on a posé
1 P 1/p
f(s) = sup{—-J 1£(t) | dt}]
MF,p [ r\r lz(t)-z(s)|<r

2.7. Cas d'un arc de Jordan rectifiable. Soit D+ 1'intérieur, et D~ 1'extérieur,

d'un arc de Jordan rectifiable paramétré par la longueur d'arc : s~ z(s) de
[0,L] dans € . On définit les espaces de Hardy généralisés (voir [6]) HE (resp.
uP ) comme étant 1'adhérence dans LP(F,ds) des polyndmes en z (resp. des poly-

ndmes sans terme constant en 1!/(z-a) pour a € D+ ).

THEOREME 2.8 [5].— On suppose TI' presque lipschitzienne. On a alors
a) LP(") est somme directe de HY et HP .
b) Les domaines D* et D~ sont des domaines de Smirnmov : 1'espace Hy  coin-
cide avec l'espace (a priori plus grand) des f € P vérifiant
Vk20 Jrf(z)zkdz =0

et on a la propriété analogue pour D~ .

Les projections de f sur HE et HP sont donndes par
1 _ 1
ft(z(s)) —-Ef(z(s)) + > v.p.JCr(s,t)f(z(t))dt .

En presque tout point de I' , ce sont les limites non tangentielles des fonctions

holomorphes dans p* fournies par 1'intégrale de Cauchy de f

296



CONJECTURES DE CALDERON

3. Démonstration du théoréme 1.3

oo Py
On peut se ramener au cas oli A(x) € Co , et vérifie lIA'(x)IIw <1 . Les
opérateurs introduits seront bien définis et bornés sur L2 , et le seul probléme

est 1l'estimation de leur norme.

3.1. Décomposition intégrale de Tp . On part de 1'identité

dt

(3.1) H = (l+itD)“‘—t- .

- F limJ
e<iti<l/e
En vertu de (1.8), on est conduit 3 appliquer, sous le signe somme, (Ad MA)n a
DP(1 +itD)~1 . Il s'agit d'un calcul purement algébrique utilisant uniquement le
fait que Ad MA est une dérivation (de 1'algdbre des opérateurs), que 1'&ldment
1 +itD est inversible, et que l'on a

Ad MA(D) = iMa (Ad MA)2(D) =0

en posant a(x) A'(x) . On obtient

t

. . d
-1 -1 3 -1 8t
(3.2) Tn v.p.J(l+1tD) Ma(l+1tD) Ma...Ma(l+1tD) Py

avec n occurences de Ma .

3.2. Fonctions de Littlewood-Paley-Stein généralisées

Ona (l+itD)~1 = Pt - iQt , ol

(3.3) Pof =k xf avee k,(®) =1 k@ et ko =1
(3.4) Qtf = ht*f avec ht(x) = % h(—’:—) et h(x) = ik(x)sgn(x) .
La famille P, est une approximation de 1'identité, tandis que les Qt
permettent de définir une fonction de Littlewood-Paley-Stein :
(3.5) Go (£) = [rlotf(x)lz L]
o

On sait ([4], [9]) que Go est borné sur LP , pour 1 < p <o ., On utilisera

les variantes suivantes

dt |172
- 2 &t
(3.6) Gk(f) [JaothMaPtMaPt...MaPtfl t ] .
o

avec k occurences de Ma , et les Gl"(‘ obtenus en remplagant a par a .

Les identités suivantes seront utiles :

(3.7) t T Pt = - 2Q§
- 9 -
(3.8) Qt = 8Q§ + t 3 At avec At = (2Pt_I)Qt .

Lemme 3.3.— On a
I (Tnflg)| < Cte(l +n2)[ sup HGk(f) Il . Sup llG¥(g) Il, + lI£l, llgllz]
k<n jsn 3
en notant (.1.) le produit scalaire dans L2(R) .
Dans 1'expression de (Tnflg) , en remplagant Tn par

V.p. (Pt - iQt)Ma"’ (Pt - iQt) dt—t et en développant le produit, on obtient 2n+1
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termes. Celui qui ne contient que des Pt n'est pas sommable, mais son intégrale
en valeur principale est nulle par parité. Les autres seront sommables. Il y a

(n+1) termes ne contenant qu'un seul Qt :

— dxdt
(3.9) IJ ZPtMaPt'"MaQtMaPt"'Ptf(x)g(x)_7?_ .
Ry
n(n+1) ~ .
et on regroupe le reste en 5 termes correspondant aux cas ol le premier

Q. est 3 la j-iéme place et le dernier 3 la k-iéme place.
”PtMa. <P M QM (P -iQ)... (P -iQ )M QMP, .. .Ptf(x)E(x)dxth
Ce terme est majoré en module par IIkaHZIIG’J!‘gII2 , en faisant agir 1'adjoint des
premiers opérateurs sur g , en observant que Ma et (Pt-iQt) sont de norme
<1 dans L2(R), et en utilisant Cauchy-Schwarz.
Pour les termes (3.9), on remplace Qt en vertu de (3.8) par 8Q€ , ce qui
conduit 3 un terme du type précédent, et par t —— A_ . Une intégration par par-

ot 't
ties fait apparaitre ¢t gz-Pt que 1l'on remplace par - ZQf , et on est encore

ramené au cas précédent.

I1 suffit maintenant d'établir le lemme suivant (qui s'appliquera aussi aux

G; ) pour obtenir le théoréme 1.2.

Lemme 3.4.—
HGpfll, < Cte(1+m) IIfll,

La démonstration se fait par récurrence sur n . On pose

ft(x) = MaPtMa"'Ptf(x) (n facteurs).
On suppose établi
dxdt
(3.10) ”IQtft(X)lz = <cte(1+n)2|I£113
et on veut obtenir 1'estimation de
dxdt
2 _ 2
(3.11) IlGn+1fl|2 JJ'QtMaPtft(x)l T .

En revenant aux expressions de Ptf = kt xf , oi k est paire symétrique et

d'intégrale 1 , on obtient (voir [9])
(3.12) lft(x)l < f*¥(x) et IPtfc(X)l < £*(x)
oli f* est la fonction maximale de Hardy-Littlewood. On a en outre

(3.13) mp £ (x) = sup |Pf (y)| < ef*(x) .
tt tt
ly-x|<t
Le lemme 3.4 résulte alors de deux arguments. Le premier est 1'identité de

commutation suivante, dont la démonstration est purement algébrique. Le second

repose sur l'utilisation des mesures de Carleson.

(3.14) QtMaPt = PtMatQt + R

avec Rt = Mtht--QtMatQt H at = Pta ;s o = Qta B
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Dans 1'expression (3.11), en remplagant QtMaPt par PtMatQt , et en utili-

sant le fait que Qt et M sont de norme <1 dans L2(R), on est ramené 3 la
dt

majoration (3.10). Il reste donc 3 montrer que IRtftlz EE%—— < ctellfll2 .

Considérons par exemple (1l'autre terme est analogue)

dxdt dxdt
(3.15) [z e 012 28 - [[ig ac012ip 2, 012 S50

A t t
Compte tenu de (3.13), son estimation résulte des propriétés classiques suivantes :

[~}
12 —=—— dth est une mesure de Carleson pour a € L (et

— La mesure |Q a(x)
méme pour a € BMO ) (vo1r [4], [9]), c'est-3-dire qu'il existe une constante
Cu ctellal)? telle que

w({(x,t) €]Rf||x—xol +t<r}) < Cur .

— Si U est une mesure de Carleson, et si gt(x) de me dans € est conti-

BMO

nue et nulle 3 1'infini, on a

JI |8t(x)|pdu(x,t) < CuLRng(x)lpdx , pour p> 0 .
R?.

+

4. Domaine de la racine carrée d'opérateurs accrétifs

Soit a appartenant 3 ﬁ?]R), vérifiant Rea(x) 2 6 > 0 . Alors, l'opérateur
T = DMaD , défini sur le domaine

V= &EHWM;EEHU
est accrétif-maximal au sens de Kato [7], c'est-a-dire que :

- vfev, Re(TEIf) 2 0 ;

— I +T:V—L2 est un isomorphisme.

I1 existe alors un unique op8rateur S qui soit accrétif-maximal et qui vé-

rifie S2=7T .

THEOREME 4.1.— Le domaine de S = (DMaD)‘/2 est l'espace de Sobolev H'(R) .

A partir de 1'expression de S en fonction de la résolvante de T , on ob-

22 (% k dt
J==<3 {)Qt(Mth) 13

tient S = JD avec

Mo
ol on a posé b =1 - 1/a en supposant, ce qui est loisible, & > I . La conver—-
gence de la série d'opérateurs provient des estimations obtenues dans le lemme
3.3.
Dans une publication récente, Coifman Deng et Meyer obtiennent un résultat

analogue dans RR , pour
9 &l

T %5 biy g

avec bij €L”, en supposant la matrice (b ) suffisamment proche de 1'identi-

té. Le point clef est encore 1'estimation de la norme L2 d'opérateurs :
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=]

T, = J Q,MoL+ (£D)Ms . ..L, (eD)M, P S
o

t t

ol les Mj sont des multiplications par des fonctions bornées, et oli les L.

sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0 "3 coefficients constants".
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