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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n° 590 Février 1982

INTRODUCTION AU CALCUL STOCHASTIQUE
par Marc YOR

Introduction

On présente ici un résumé - nécessairement tr&s succinct, et incomplet - de
résultats importants sur le mouvement brownien réel, tout en axant 1'exposé sur
le calcul différentiel stochastique, vu ici comme outil de démonstration des ré-
sultats en question.

L'exposé a pour but de permettre au lecteur d'aborder les nombreux ouvrages
publiés récemment sur ces sujets (voir les références). En conséquence, beaucoup
de démonstrations (sauf en ce qui concerne le § 3), voire quelques notions, sont
seulement esquissées.

Enfin, il ne sera pas question de géométrie différentielle stochastique -
actuellement en plein développement - qui a déja fait 1'objet d'un exposé de D.
Elworthy [1] i ce Séminaire. Pour des raisons analogues, le lecteur pourra se
reporter, en ce qui concerne 1'étude des fonctions analytiques & 1'aide du mouve-

ment brownien, 3 1l'excellent exposé de B. Davis [2].

1. Critére de continuité de Kolmogorov et lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey

La situation suivante se présente souvent dans 1'étude des fonctions aléa-
toires : soit (X4) une famille de variables aldatoires indexées par un inter-
valle I de R , chacune d'elles étant définie 3 un ensemble négligeable prés.
On cherche s'il existe un processus X : I x § — R tel que :

(i) pour w ¢ N , ensemble négligeable, x —» i%(aﬂ soit continu ;
(ii) pour tout x € I , P{Xy = i;} =1.

Pour cela, on utilise fréquemment le

(1.1) LEMME (Kolmogorov).— Soient a >0, y > 0 , a>1 .52 (XX)xEI est une
famille de variables aléatoires telle que :
(K, ) pour tous x,y €1 , E(IXX-XyIY) <alx-yl|®,
Y,Q

11l existe un processus (i%)XEI qui satisfait a (i) et (ii).

On peut préciser la continuité de X grice au
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(1.2) THEOREME (Garsia-Rodemich-Rumsey [3]).— Soient p et ¥ deux fonctions
continues, strictement croissantes sur Ry , telles que p(0) = ¥(0) =0, et
lim W(t) = o . Alors, st ¢ : I » R est mesurable, et si
t too
p & J J dsdt‘l’(———ld)((tl)t__q)s(ls)) ‘) <w ;
1 P
on a, pour presque tout (s,t) € I2 :
lt-s| 4B
l0e) =) 1 < 8 ‘I’_1(F)p(du) .
0
(1.3) Remarques.— (i) Dans le cadre du lemme (1.1), on applique le théoréme 3
%;(u» , avec Y(u) = " , pl) = u(a'ﬂ:)/Y », 0<e< 1, et 1'on obtient que
Pp.s., (it(w),tG I) est lipschitzien d'exposant 9512;:2-. Pour une autre dé-

monstration du méme résultat, voir Neveu ([4], p. 92).

(ii) Stroock et Varadhan ([5], p. 47 et 60) déduisent du théoréme (1.2) une dé-
monstration du lemme (1.1), lorsque 1'on suppose le processus X : I x Q — R
mesurable.

(iii) Il existe une version des lemme (1.1) et théoréme (1.2) pour des fonc-

tions indexées par I , cube de RY (voir [5] et Garsia [6] pour de nombreux

prolongements du théoréme (1.2)).

2. Mesures gaussiennes et mouvement brownien

La présentation générale adoptée ici permet de construire, outre le mouve-
ment brownien réel, le drap brownien & n paramétres ([7], [8]) et le mouvement

brownien de P. Lévy indexé par R® ([9]).

(2.1) LEMME.— 52 H est un espace de Hilbert réel, séparable, il existe un es-
pace de probabilité (Q,%,P) sur lequel est définie une famille (X(h),h€H) de
variables gaussiennes, réelles, centrées, telle que L'application

X : H — L2(,q,P) respecte la structure hilbertiemne de chacun des espaces.

Démonstration.— Si (en) est une base orthonormée de H , et (En) une suite
de variables gaussiennes centrées, réduites, indépendantes, définies sur un es-
pace (R,2,P) , on prend X(h) = Zn(h,en)HEn , la convergence ayant lieu p.s. et
dans L2 o

Dans le cas particulier ot H = L2(TS%,1) , avec (Tfﬁ) espace mesurable et
L mesure positive o-finie, on appelle "mesure" gaussienne associée i U toute
famille (X(f),f€H) définie de la mani&re précédente. Cette appellation est
justifiée par la propriété suivante : si F = % Fn , ol, pour tout n , Fn € Z,
et W(F) <o, alors X(F) = X(IF) est la limite p.s. et dans L2 des variables
Z X(Fp) -
msn La proposition (2.2) permet de retrouver, en général, la mesure 1 & partir

des variables (X(h),h€H) elles-méme (et non seulement de E[X(h)2] ).
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(2.2) PROPOSITION.— Si F € ¥, W(F) < » , et si, pour tout n , il existe une
partition finie de F , soit 1Tn = {Fén’;1S1<Skn} , constituée d'éléments de ?f,
telle que suprnu(Fé“’) waey 05 alors WEF) est la limite dans 12 de
Ernxz(Fé“’)

Particularisons enfin la construction au cas oi T =R+ , U sa tribu boré-
lienne, et 1 la mesure de Lebesgue ; il existe un processus (Bt)tZO - appelé
mouvement brownien réel - tel que, pour tout t , B, = x(lo,t]) , P p.s., et
pour € N , ensemble négligeable, la fonction : t —» Bt(u» est continue : en
effet, on peut appliquer le lemme (1.1), le critére (Kp,p/2) étant satisfait
pour tout p > 2 . De plus, d'aprés la remarque (1.3), (i), pour tout T >0 , la
fonction aléatoire (Bt(m),OSl:ST) est presque slirement lipschitzienne, d'ex-

posant C% - €) , pour tout € > 0 .

3. Intégrale stochastique par rapport 3 une martingale continue (Construction

€lémentaire)

(3.0) Notations.— Dans tout 1'exposé&, on appellera espace de probabilité filtré
(Q;Fﬁ(FL)tZO,P) la donnée d'un espace de probabilité (Q,F,P) complet, et d'une
famille croissante et continue & droite - appelée filtration — de sous—-tribus
(ﬁl) de F, supposées (FP) complétes.

Si (Xt) est un processus défini sur (Q,%,P) , on appelle filtration (na-
turelle) de X 1la filtration engendrée par les tribus (o{Xg,s<t},t>0) .
Enfin, le processus (Xt) est dit (FL) adapté si, pour tout t , la variable

Xt est Ji—mesurable o

Soit maintenant (Mt)tZO martingale continue, définie sur un espace de pro-
babilité filtré (Q,fﬂ(ﬁz),P) , c'est-3a-dire que le processus (Mt) est (]1)
adapté, et pour tout couple (s,t) , avec s <t , on a : E[Mtlﬁ;] = Ms . Par
exemple, le mouvement brownien réel (Bt) est une martingale pour sa filtration

naturelle (ﬁ%) , car, si t > s , la variable (Bt - BS) est indépendante de

B .

s
On montre aisément, de fagon générale, que si (Mt) est une martingale con-

tinue qui est 3 variation finie sur tout intervalle borné [0,T] , alors M = M.
I1 n'est donc pas question, pour définir les intégrales de certains processus
(o(s,w);s 20) par rapport a " dMs ", de se référer a 1'intégrale de Stieltjes-

Lebesgue.

(3.1) La notion de temps d'arrét - c'est-i-dire de variable aldatoire
T : (Q,F) — [0,] , telle que, pour tout t , (T<t) € il ~ joue un rdle fon-
damental dans tout le calcul stochastique. Si T est un temps d'arrét, on note
3} la tribu des événements antérieurs & T , définie par :
?T={A€Fm:pour tout t, AN (T<t) GF'.} .
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(3.2) La construction ci-dessous, qui nous a &té exposée par M. Sharpe en 1974,
utilise de fagon essentielle 1'indgalité de Doob dans L2 : pour toute martingale
(continue) (Ut) de carré intégrable, E[suthi] <4 suptE[Ui] .

On suppose, pour commencer la construction - faite par &tapes successives -

’
que la martingale continue M est bornée.

3. . - ¥ - ) . .. .
(3.3) Soit Ht i=1Hll]Ti,Ti+1](t) , oi (T;y) est une suite finie, croissante,

de temps d'arrét, et pour tout i , H; est une variable bornée, F“-mesurable

Ti
(on dira, dans la suite de ce paragraphe, que H est un processus &lémentaire).

t n

P - 3 n _ > ' i

On définit alors JOHSdMS 21 H1<MTi+1At MTiAt> (t 20) , et 1'on vérifie

sans peine que c'est une martingale bornée. De plus, si h= sup, ,IH @) |, on a :
b

t
. 2] < 4h2E[M2] .
(3.a) E[SUPC(JOHdes) ] < 4n E[M2]
[ ]
Cette inégalité permet d'étendre la définition de J Hdes aux sommes infinies
o
de processus €lémentaires H = iélHi]]Ti,Ti+1] , oi (Tj;) est une suite de temps
d'arrét croissant P p.s. vers + o , et h = sup, m'Ht(w)l < e , L'inégalité
b

(3.a) est encore valable.

(3.4) Soit maintenant (Ht) processus (F}) adapté, continu et borné. Pour tout

p €N , on définit les temps d'arrét
TP =0 , 1 =inff{t>0: 12 1/p)
et, par itération,

Ta2 = inf{t > T2 : 1H_-H_ (@ | = 1/p}
£ 0Ty

Remarquons que, pour tout p fixé, TAP) to P p.s., et H-HP | < 1/p . L'in-

L]
tégrale stochastique JOHQP)dMS a été définie en (3.3) ; de plus, on a :
®) _ (@D 2 . . . .
E[supt(JO(HS Hs )dMs) ] E;:;:;: 0, et il existe donc une martingale continue,

° t t
\ _ (§)] 2
que 1l'on note JOHSdMS telle que E[supt(JOHSdMS JOHS dMs) ] E;:;: 0.

(3.5) Lorsque 1'on applique la construction précédente 3 H = M , on voit aisé-

ment qu'il existe un processus croissant, continu, nul en O , (At) , tel que :

t
2 = 2
(3.b) M2 = M3 + 2 Jo MM+ A

(3.6) Considérant a nouveau H processus élémentaire, on obtient ;
t t
E[(J Hdes)z] = E[J H:dAS] .
0 0
ce qui permet, toujours pour de tels processus, de raffiner 1'inégalité (3.a) en :
t t
2 2
(3.¢) E[supt(J HSdMS) ] < 4E[J HsdAS] .
0 0 .
On prolonge alors, par linéarité et continuité, la définition de H_dM_ a tout
H € LZCP;dASdP) , oi P désigne la tribu - dite : tribu (F) prévisible - sur
Q x R+ , engendrée par les processus &lémentaires.
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(3.7) La construction précédente s'&tend, au moyen d'opérations d'arrét et de re-
collement le long d'une suite croissante de temps d'arrét, au cas oli, d'une part,
(Mt) est une martingale locale continue (c'est-3-dire qu'il existe une suite de

temps d'arrét Tnte P p.s., telle que (M ) soit une martingale uniformé-

TnAt
ment intégrable, et, d'autre part, H , processus prévisible, vérifie seulement :

t
JngdAS <o P p.s., pour tout t .

(3.8) Soient M et N deux martingales locales continues. Par polarisation a
partir de (3.b), il existe un unique processus (Vt) 3 variation finie, continu,
nul en O , (FL) adapté, tel que MN-V soit une martingale locale. On note
° . t
- . = >
\ <M,N> . On montre que : <J0Hdes’I0stNs >t JOHSKSd <M,N ., » pour tous
les processus H et K tels que les intégrales stochastiques considérées soient

définies.

4. L'intégrale stochastique comme mesure vectorielle

Ce paragraphe, d'une importance théorique fondamentale, peut &tre omis par
un lecteur pr&occupé uniquement par les applications du calcul stochastique.

A 1'issue du § 3, on a obtenu, pour tout couple de martingales continues de
carré intégrable (Mt) et (Nt) , et tout processus H € LZCP;d<<M:2dP) 1'éga-
lité - -

(4.a) E[(JOHSdMS)Nm] = E[JOHSd <M,N> ]
Inversement, si 1'on connait, autrement que par la construction faite au § 3,

1l'existence du processus <M,N> , on peut d&finir 1'intégrale J;HSdMS par dua-
1ité & partir de (4.a) : c'est ce qu'ont fait Kunita-Watanabe [10] en s'appuyant
sur la décomposition de Doob-Meyer des sous-martingales (voir Meyer [11], p. 157,
T. 29).

Cette présentation "faible" des intégrales stochastiques est & rapprocher du
théoréme d'Orlicz-Pettis selon lequel, si (I,P) est un espace mesurable, et E
un espace de Banach, une application M : P — E est une mesure vectorielle, si
et seulement si, pour tout x' € E' , dual fort de E , <M(e),x'> est
o-additive. Les premiéres &tudes de 1'intégrale stochastique comme mesure vecto-
rielle ont &été entreprises par Pellaumail [12] (voir aussi Métivier-Pellaumail
[13]).

Dans ce paragraphe, on prendra dorénavant II1=Q xR, , et P 1la tribu

(?E)—prévisible. Introduisons 1l'espace & des processus H de la forme :

n
(4.b H = Hol + .2 H;il
) o' tel i=1 " lti,ti44] 0
oi 0=1to<tg< ..u.. <tpnsq <o et Hi est $%_ mesurable pour tout i .
i
Soit p € [l,o[ . Il est maintenant naturel de chercher i caractériser les pro-

cessus (Xt) , continus 3 droite, (F}) adaptés, pour lesquels l'application
LY
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@ — LP
(-0 x| H———»flo)((f’f"wg Bi(X, -X, )
i=1 1Mty4, ti
se prolonge en une mesure vectorielle sur jb, a valeurs dans LP . Suivant
Kussmaul [14], on dira alors que X est p-sommable (et, bien entendu, si H
est un processus prévisible borné, on notera .HSdXS 1'intégrale de H par

rapport d la mesure vectorielle dXs ). On a le

(4.1) THEOREME (voir, par exemple, Kussmaul [14], et [15]).— Sozit p € [l,o[ |,
et X processus continu d droite, (}L) adapté, tel que E(lXtIP) < e , pour
tout t . Alors, X est p-sommable si, et seulement si, X est une semi-mar-
tingale de HP , c'est 4 dire : X se décompose (de fagon unique) en M+ A , ou
- M est une (12) martingale telle que E[suptIMth] <o,
- «ﬁ est un processus prévisible, 4 variation p-intégrable, c'est-d-dire :
E[(JOIdASI)p] <o .

L'étape suivante du développement de la théorie de 1'intégrale stochastique
comme mesure vectorielle - qui semble, pour l'instant, clore le sujet - a été la
caractérisation des processus O-sommables, définis comme les processus (?2)
adaptés, continus 3 droite, tels que, pour tout t > 0 , l'application
t | @—1° (Q,ﬁ‘,P?1

Jo ¢
X H HoXo + .2, Hi(X
— Hodo i1 i( tg

-X
+1AL til\t) ’
définisse un opérateur linéaire continu de @, muni de la topologie de la con-

vergence uniforme (en (t,w) ), dans LO , muni de la topologie de la conver-

gence en probabilité. On a alors le

(4.2) THEOREME (Bitcheler [16] ; Dellacherie [17], [18]).— Soit X processus
continu q droite, (}L) adapté. Alors, X est un processus O-sommable si, et

seulement si, c'est une (}2) semi-martingale, c'est-d-dire X se décompose en
M+A , ou

- M est une (ﬁ;) martingale locale, et

- A est un processus (]1) adapté, a variation bornée sur tout compactde Ry .

(4.3) Remarque.— En outre, Bitcheler [16] a défini et caractérisé les processus

p-sommables pour 0 < p <1

5. Formule d'Itd et extensions

(5.1) Retournons & la fin du § 3 : toute (;i) semi-martingale continue (Xt)
est la somme d'une martingale locale continue (Mt) et d'un processus continu,
3 variation bornée (Vt) . Si 1'on impose Vo = 0 , une telle décomposition est
unique.

I1 est aisé de démontrer, 3 la suite du § 3, que pour tout T >0 , si

Thn= (0=t <t < .... < tpn = T) est une suite de subdivisions de [0,T]
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dont le pas tend vers 0 , alors Z‘r X ~Xt.)2 converge en probabilité vers
n 1

<M>T ; ce résultat est 3 rapprocher dctal;; proposition (2.2).

(5.2) La formule d'Itd - formule (5.a) ci-dessous - est & la base des multiples
applications du calcul stochastique. S% (Xt) est une ser.m,'—martingale continue
d valeurs dans TR® , c'est-3a-dire si chaque composante X' est une semi-martin-
gale réelle, continue, de décomposition Mi +vi set st F:R?P — Roul est
de classe C2 , on a :

t n . t ..
- ' i, 1 " i
(5.a) F(X) = F(Xo) + Io 12y Fi(xdx . + zjo i>’:j Fij(xs)d<M M >

(5.3) Voici un premier ensemble d'applications de la formule d'Itd. Si (Mt) est
une martingale locale continue, il en est de méme de
t t
gf = exp{J f(s)am - lJ f2(s)d <M>}
t 0 s 2 0 s
pour tout processus prévisible borné f ; d'ol 1'on d&duit aisément que :

m
t
-

(i) si (Mt) est une martingale locale continue, nulle en 0 , avec <M>t
c'est un mouvement brownien réel.

(ii) si (Mt) est une martingale locale continue, nulle en 0 , elle peut se
représenter (&ventuellement sur un espace de probabilité élargi) comme

M avec (Bt) mouvement brownien réel (Dambis [19] ; Dubins-Schwarz

t B(<M>t) ’
[20]). En outre, si 1'on applique ce résultat simultanément & deux martingales M
et N telles que <M,N>= 0 , Knight [21] a démontré que les mouvements browniens
correspondants sont indépendants.

(iii) Toute martingale locale relative 3 la filtration naturelle du mouvement
brownien (Bt) peut se représenter comme : i\.+ J;w(s,m)dBS ,oif AER , et ¢
est un processus (.Z—St) prévisible tel que fo(pz(s,m)ds <o (Itd [22]).

Les propriétés (i) et (iii) ont &té& le point de départ de 1'&tude des points
extrémaux de 1'ensemble convexe des lois de martingales locales continues (voir

Dellacherie [23] et Jacod [24]).

(5.4) Par application de la formule d'Itd (5.a) a lMtlp , avec p =>4, et (Mt)

martingale locale continue nulle en 0 , on montre 1'existence, pour tout p > 4,

de deux constantes universelles cp et Cp telles que
5. p/2 4 < Py < /2
(5.b) cpE[<M>°° 1< Elsup I IP] < CpE[<M>£ 1.

En fait, Burkholder, Davis et Gundy ont &tabli les inégalités (5.b) pour tout
p> 0, etsi (Mt) est seulement une martingale locale continue ddroite, pour tout
p 21, quittearemplacer <M> par le crochet "droit" associé & M. Pour les réfé-

rences, et 1'étude des martingales & temps discret, voir Garsia [25] et Neveu [26].

(5.5) Appliquant 3 nouveau la formule d'Itd, dans le cas oii X est une semi-mar-—
tingale réelle, 3 une suite de régularisées d'une fonction F : R — R , diffé-

rence de deux fonctions convexes, on obtient 1'existence d'un processus continu
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F - . . ~
(At) , a4 variation bornée, tel que :

t
F
' - '
(5.a'") F(Xt) F(Xo) + JO Fg(XS)dXS + At .
Le processus AFa associé & F(x) = Ix-al (a €ER) est croissant, et appelé

temps local de X en a . On le note (L:) ; la mesure (dst) est portée par

{s/XS = a} . On peut appliquer, grice aux inégalités (5.b), le critére de

Kolmogorov (Kp,p/z) , pour tout t > 0 , 3 la famille de variables

(.1 dM_; a€R), ce qui permet de montrer 1l'existence d'une version du pro-
0 (Xg>a) s

cessus (Li) conjointement continue 3 droite et limitée a gauche en a , et con-

_ t

tinue en t . De plus, on a : Li-—Li =2 JOI(XS=3)4VS . Cette méthode est une

variante de la démonstration faite par Mc Kean ([27], ou [28]) pour démontrer

(théoréme de Trotter) l'existence d'une version bicontinue des temps locaux

browniens.

On peut maintenant écrire le processus AF qui figure dans la formule (5.a')
comme : AE = %-IF"(dx)Li , oi F'"(dx) désigne la dérivée seconde de F au sens
des distributions.

Dans le cas brownien, Ray [29] et Knight [30], et plus récemment Perkins [71]
et Jeulin ont montré que, pour certains temps d'arrét T (par exemple,

Ta = inf {t : Bt = a} ; T = inf {t : Lg >t} ;3 T=t), le processus : a — L;
est une semi-martingale (pour sa filtration naturelle), ce qui permet, pour de

tels temps, de prolonger la formule (5.a') 3 toute fonction F , dont la dérivée

premiére est dans Lfoc , de la fagon suivante :
T
1

" - ' - ] a
(5.a") F(BT) = F(Bo) + Jo F (BS)dBS ZJF (a)daLT .
(5.6) P. Lévy [9] a donné une autre présentation (en loi) du temps local en 0 -
noté ici (Lt) - du mouvement brownien (Bt) , en montrant 1'identité des lois
des processus (IB|;L) et (S-B3S) ol S, = sup B

t s<t S

Notons encore que la propriété de support de (dLs) (portée par f{s :BS==O})
permet de construire des martingales tré&s simples, par exemple : f(Lt) —IBtIf'(Lt)
(f € C'(Ry)), trés utiles pour de nombreux calculs de lois de variables associées

a L (voir, par exemple, Azéma-Yor [31], Kennedy [32], Jeulin-Yor [33]).

(5.7) Terminons ce paragraphe par une dernidre application de la formule (5.a), qui
met en évidence la nature géométrique de 1l'intégrale stochastique, et n'est que le
premier maillon de 1'intégration stochastique des formes différentielles, mainte-
nant couramment pratiquée dans les travaux de géométrie différentielle stochasti-
n
que (voir, par exemple, Bismut [34] et Ikeda-Manabe [35]) : si II = i§1 f.l(x)dx.1
est une forme différentielle de classe C? , fermée, sur un ouvert U de RR ,
et si (Xt) est une semi-martingale 3 valeurs dans U , on a :
tn i1t ) iy
m = . 1 y _9_
(5.a™) Jx (m)r[ Joi§1 fl(xs)dxs + ZJOi,j 5%; fi(xs)d<X X7 >
(0,t)
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Le membre de droite est souvent appelé intégrale de Stratonovitch, car il
est égal, dans le cas ol les mesures ds<xi>s sont absolument continues, 3 la
limite en probabilité des approximations de Stratonovitch [36] :

z
Tn f(x(tj+tj+1)/

lorsque Tn = (0 = to < tq1 < .... < tn = t) est une suite de subdivisions de

2) . (th+1 -th) s
[0,t] dont le pas tend vers O .

6. Equations différentielles stochastiques

(6.1) Supposons donné, sur un espace de probabilité filtré (Q,Fﬂ(?}),P) un
(F;) mouvement brownien d-dimensionnel (Bt) , et d'autre part,

o:RM — RI® RN , b :RM - RN deux applications boréliennes bornées (pour
simplifier).

On appelle alors solution trajectorielle de 1'équation
t t
e(x,0,b) Xt =x + J O(XS)dBS + J b(Xs)ds ,
0 0
tout processus (Xt) défini sur Q , et (72) adapté, qui satisfait 1'égalité

précédente. Remarquons que, si 1'on note, pour f € C2(RD) ,
B N 5 be ) OF
LE(x) = 3 i?j ajj(x) 3x10%; () + Z; bj(x) %1 ),

ol a(x) = o(x)o*(x) , alors, d'aprés la formule d'Ité (5.a), le processus

t
(6.2) ML= £(X) - £(Xo) - J (L) (Xg)ds
0

est une (P,F%) martingale locale. Ceci a permis a Stroock-Varadhan [37] de con-
sidérer comme solution de e(x,0,b) toute probabilité P sur 1l'espace canonique
Q, = C(R4, R?) - muni de la famille de tribus &t = c{Xs(m) =w(s) ; s<t} et de
la tribu terminale ian = Véﬁt - telle que P(Xo=%x) =1, et : pour toute fonc-
tion £ € C2(RRP) , ME (définie par (6.a)) soit une (P,ﬁi) martingale.

Les principales relations qui existent entre ces notions sont :

(i) Ssi (Ut) est une solution trajectorielle de e(x,0,b) sur un espace
(Q,F,P) , alors la loi de (Ut) sous P , soit : Ug(P) , est une solution-pro-
babilité.

(ii) Si P est une solution-probabilité, il existe, 3 1'aide de la caractéri-
sation du mouvement brownien donnée en (5.3), (i), un espace de probabilité
Q',F',P") qui "élargit" 1'espace (9*,31;P) , une filtration (Fé) sur cet
espace, et un (FE) mouvement brownien (Bt) tels que (Xt) soit une solution
trajectorielle de e(x,0,b) sur cet espace &largi.

(iii) On dit qu'il y a unicité trajectorielle pour e(x,0,b) si, sur tout es-
pace filtré sur lequel existent deux solutions trajectorielles (Xt) et (Xé) .
relatives au méme mouvement brownien (Bt) , on a, pour tout t , X = Xé P p.s.

t
D'autre part, il y a unicité en loi pour e(x,0,b) si cette 8quation admet une

283



M. YOR

seule solution-probabilité. Ces deux types d'unicité sont 1iés par le

THEOREME (Yamada-Watanabe [38]).— L'unicité trajectorielle entraine 1'unicité en
loi. De plus, s'il y a unicité trajectorielle, toute solution trajectorielle de

e(x,0,b) est adaptée a la filtration naturelle du mouvement browmien.
(6.2) Présentons maintenant quelques critdres d'unicité trajectorielle.

THEOREME (1td [39]).— Si © et b sont lipschitziennes, il y a existence et
untieité trajectorielles.

Ce critére peut étre considérablement améliord lorsque d = n = 1

THEOREME (Yamada-Watanabe [38]).— Supposons que :
(i) Il existe une fonction P : R+ — R4 strictement croissante, telle que

p(0) =0, 0+D§1)=m’ et lo®x)-o(y)l <p(lx-yl) pour tous x,y €ER .

(ii) I7 existe une fonction croissante et concave Y : Ry —» Ry , telle que Y(0) =0,
du
—_——— = - < -
0+ Y@ o, et Ib(x)-by)l <v(lx-yl) pour tous x,y €R .

Alors, 1l y a unicité trajectorielle pour e(x,0,b) .

THEOREME (Nakao [40]).— 52 O : R = R est & variation bornée, et s'il existe

€ >0 tel que O(x) 2 €, pour tout x , il y a unicité trajectorielle.
(6.3) Le principal résultat d'unicité en loi est le

THEOREME (Stroock-Varadhan [37]) . — 57 a : x — a(x) = o(x)o*(x) est continue,
et st, pour tout x , a(x) est strictement définie positive, il y a unicité
en lot.

Sous ces hypothéses, notons, pour x € R , Py 1'unique solution-proba-
bilité de e(x,0,b) ; alors, la famille (PX,XE RM) est markovienne, et induit,
au moyen de la formule : Pt(x,f) = Ex[f(xt)] un semi-groupe de Feller, dont le
générateur infinitésimal est une extension de L défini sur Cﬁ(ﬁUU . Pour une
discussion plus compléte de 1'approche de Stroock-Varadhan, voir D. Williams

[41], ou, bien siir, le livre de Stroock-Varadhan [5].

7. Théoréme de Girsanov et applications

(7.1) Soit (Q;F,(F;),P) un espace de probabilité filtré, et Q une seconde
probabilité sur (Q,F) , &quivalente 3 P . On suppose (toujours pour simplifier
1'exposé) qu'il existe une ((7;),P) martingale continue (Lt) strictement po-
sitive, et telle que : dQ = Lt.dP , sur 32 .

Voici la forme générale donnée par Van Schuppen-Wong [42] au théoréme de

Girsanov [43]

THEOREME.— 57 (Xt) est une ((Ji),P) martingale locale continue, alors
t
(Xt--jO ﬂfﬂ%llii ;3 t =20) est une (ﬁz,Q) martingale locale continue, et toute
s
(ﬁ;,Q) martingale locale continue peut se représenter ainst, de maniére unique.
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(7.2) Une des applications pratiques de ce théor&me est le calcul explicite de
certaines lois relatives au pont brownien, c'est-i-dire au mouvement brownien
conditionné 3 prendre une valeur donnée 3 un temps fixe. De fagon plus précise,
si wx désigne la loi du mouvement brownien n-dimensionnel, issu de x , et si

f :R?" > R est de classe (€2, alors :

£ " e & dx -IJtIVfIZ(X)d}
(7.a) Mt = exp{ 0( ) ( S). s~ 7 o gds

est une wx—martingale locale, qui se représente encore comme :

t
(7.b) ML= exp(E(X) - £(Xo) - %Jo Hp (X )ds}

ol Hf = |VE|2 + Af . Supposons que, pour T >0 , et x € R® , fixés, Wx[M£]= 1.

Notons enfin Pi la probabilité sur (Q*,F}) définie par : Pi = Mg.wx . 0On a
alors, pour tout t < T : ¢
f _ 1 -
(7.c) Px(xt €dy) = WX(Xt € dy)exp {f (y) f(x)}wx(exp TJOHf(Xs)dS/Xt =y) .
Or, d'aprés le théoréme de Girsanov, Pi est solution-probabilité (cf. § 6) du

probléme de martingales associ& i 1'opérateur L =‘%A + (Vf).V . Dans certains
cas (voir par exemple [44], [45]), on peut expliciter le semi-groupe associé 3 la

t
famille (Pi) » et donc obtenir ainsi une expression de Wx(exp--%-OHf(Xs)ds/Xt =y) .

(7.3) La formule (7.c) est i rapprocher de la formule de Feynman-Kac, qui sous
certaines conditions sur f , ¢ : R® — R , fonctions boréliennes bornées,

donne une représentation de la solution de :
i 1
F2(t,%) = 34 g(t,x) + c(glt,x) ;5 g(0,%) = £(x)

t
comme g(t,x) = Wx[f(Bt)eprOC(Bs)ds] .
En complexifiant convenablement cette formule, H. Doss [46] a obtenu une re-
présentation probabiliste de la solution de 1'&quation de Schrddinger sous cer-

taines conditions d'analyticité.

8. Excursions du mouvement brownien réel hors de O

On n'a pas présenté ici - hormis de fagon un peu abstraite dans le § 4 - le
calcul stochastique relatif aux martingales purement discontinues, cette omission
pouvant &tre justifide par le fait que, si (Mt) est 3 variation bornée et ¢
un processus prévisible borné, 1'int&grale de Stieltjes et 1'intégrale stochas-—
tique de ¢ par rappoft a dM coincident.

Toutefois, lorsque 1'on &tudie les excursions du mouvement brownien réel
hors de 0 , on est amené de fagon naturelle i travailler avec des processus de
Poisson. De fagon précise, si 5& = {t : Bt(a» =0} , on a 1'identité (P p.s.)

(%)C = s'S'O]TS‘(m)’TS(m)[ , oll pour tout s >0 , rs(m) = inf{u : LLl >s} , L
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désignant le temps local en 0 de B . Cette identité permet de définir le pro-
cessus (et(w)) des excursions de Be(w) hors de O , a valeurs dans 1'espace
ngs des fonctions continues, nulles en 0 , et absorbées en 0 apré&s un temps
fini, au moyen de la formule :

et(w) == Brt_(w)+u1(05u<1:t(w)—‘ct-(w))} s 8t T @ <T@,

0 (la fonction identiquement nulle) sinon.

On suppose ngs muni de la tribu }' engendrée par les coordonnées. Ona le

THEOREME (Itd [47]) .— Sous Wo , le processus (et,tE:O) est un (}%t) processus

de Poisson ponctuel, o-discret, d valeurs dans ngs , c'est-a-dire que

(i) Si 1'on note, pour tout T € ' , Ng = Et l(egs€D) > il existe une suite
s<
I'n d'éléments de *' telle que: ngs =UTIn, et pour tous n et ¢t ,
n

Nin <o, p.s..
(ii) Pour toute suite finie d'ensembles (Ak)kSK de ' , deux a deux disjoints,
le processus (Nﬁk;tz()JCSK) est un (F¥t) processus de Poisson K-dimensionnel.
Ce théoréme permet de retrouver de fagon trés élégante la plupart des calculs
de lois faits par P. Lévy [9] et K.L. Schung [72] sur 1l'excursion qui enjambe un
temps fixe, une fois identifide la mesure caractéristique n de (et) (cette me-
sure est définie par : E[Nﬁ] =tn(A) 3 AEF , t=0). Pour une identification

tout a fait explicite de n , voir D. Williams [48] et L.C.G. Rogers [49].

9. Grossissement d'une filtration par adjonction de certaines tribus

Du point de vue théorique, 1'étude des grossissements de filtrations est un
essai de réponse a la question générale : jusqu{oﬁ peut-on aller au dela de la
prévisibilité dans la définition de 1'intégrale stochastique par rapport & une
martingale ?

1t5 [50] a proposé la réponse suivante : si (Mt) est une (Fz) martingale,
et (p(t,e)) est un processus A(Ry) 8)2; mesurable borné (non prévisible) tels
que (Mt) soit une semi-martingale pour la filtration {ﬁ?} engendrée par (Fl)
et (p(t,e)) , on définit l'intégrale - toujours notée I @(s)dMg - de ¢ rela-
tivement a dMS dans la filtration {F‘f} . 0

Jeulin [51] a entrepris une &tude systématique des grossissements d'une fil-
tration, et a &té amené a distinguer entre grossissement initial (on considére la
filtration G‘L) engendrée par la filtration d'origine (72) et une tribu donnée
%.; par exemple , (F}) est la filtration naturelle du mouvement brownien réel
(Bt) , et Q%= o(B4) ), et grossissement progressif, pour lequel on se cantonnera
ici au cas particulier suivant, dont 1'étude est tré&s liée & l'article d'Azéma [73] :
une variable L : @ — [0,0] , H-mesurable, est dite (?1) honnéte, si, pour

tout t >0, L est égale 3 une variable (}L) mesurable sur (L < t) . On note
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h )

(ZE) la surmartingale continue 3 droite, égale P p.s. 3 P(L>>tl]i) , pour tout
t, et (Mi) la martingale de BMO qui représente la forme linéaire continue
sur H‘(ﬁ;) , l'espace des (31) martingales I-sommables. Enfin, (Ft) désigne
la plus petite filtration qui contienne (?}) et fasse de L un temps d'arrét.

On a, pour toute variable (f;) honnéte L , le

(9.1) THEOREME (Barlow [52] ; [53]).— Toute (Ji) martingale locale (Xt) est une
Oi’t) semi-martingale, dont la partie processus prévisible 4 variation bornée est :
tAb L t 1 L
A=J —d<XM>-J1 — d <X,M" > .
> s 0 (I<s) (1 -Z%_) > s
Azéma et Yoeurp [54] ont précisé comment la partie de ce théoréme qui con-

cerne (X ) est une extension du théor&me de Girsanov (cf. (7.1) plus haut).

tAL
Jeulin [51] a montré que de nombreux résultats relatifs au mouvement brownien

- dont le théoréme suivant et la belle décomposition de Williams [55] des trajec-

toires browniennes - peuvent &tre obtenus 3 1'aide du calcul stochastique dans la

filtration brownienne convenablement grossie.

(9.2) THEOREME (Pitman [56]) .— 57 (Bt) désigne le mouvement brownien réel issu

t—Bt,t 20) a méme loil que la norme

euclidienne du mouwvement brownien & valeurs dans TR3 .

de 0, et S, = 32’3 B, le processus (2S

On notera que ce th&oréme est un .compagnon du théor&me de P. Lévy sur
(St-Bt,tz(» rappelé en (5.6), mais que, contrairement & ce dernier processus,
la filtration de 2S-B est strictement contenue dans celle de B . De plus,
outre les démonstrations du théoréme (9.2) par Pitman [56] et Jeulin [57], il
existe une démonstration de Pitman-Rogers [58], fondée sur un raffinement du cri-
tére classique de Dynkin, et une autre - voisine de celle de Jeulin - dans le

livre de Ikeda-Watanabe [59].

10. Estimation de certaines espérances conditionnelles

(10.1) Enongons tout d'abord le

THEOREME (Nelson [60]).— Soit (E,n) une variable gaussienne centrée, d valeurs
dans R2 , telle que E(E2) = E(M2) =1 ; E(En) = p . On note
g(x) = (2m)~"2 exp(-x2/2) la densité de la variable gaussienne réelle réduite et
I' = L'(R,gdx) .

S p,q € [l,o] , Z'opérateur linéaire U : T — T défini par :
(Uf) on = E[f o EIn] envoie continument LP(gdx) dans LY(gdx) s7, et seulement

st, p-12p2(q-1) . Lorsque cette condition est satisfaite, |UIl 1.

LP,19

La démonstration esquissée ci-dessous est diie & Neveu [61]. C'est un exemple
typique de 1'application du calcul stochastique & certains problémes d'analyse
(voir (10.2)).

Introduisons ((§t,§é);tZ(D mouvement brownien 3 valeurs dans R2 , et
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notons (Z%) la filtration engendrée par ce processus. Le processus

déef
(nt = ogt + (]-02)1/2§£ ,t 20) est un (Z%) mouvement brownien réel tel que
<n,E>. = pt . Notons encore (ﬁL) , resp. (Q{) la filtration naturelle du pro-

cessus (Et) , resp. (nt) .
Remarquons que, pour f € T', on a E[f(Eq)/n4] = E[£(E41) /4] . En conséquence,
pour établir que, si p-1 > p2(q-1) > 0, alors ||U||Lp a = 1, il suffit a for-
’
tiori de montrer que 1'opérateur T d'espérance conditionnelle, défini sur
L‘(ﬁ%) , relativement 3 la tribu gkn , envoie continument Lp(32) dans Lq(%%)

et satisfait en fait [Tl 1

’

(LP),Lag)) ~
Par dualité des espaces 19 et L4' (£-+ a%— = 1) , on est ramené i démon-
trer que pour tout X € LE(}Z) , YE LE'oga) ,ona: E[XY] < HX||p”Y||q, . Ce
résultat découle de ce que, si 1'on note Mt = E(XPAFL) et Nt = E[Yq'ﬂgt] , le
processus M;/PN;/q' est, par application de la formule d'Itd, une (Z%) sur-
martingale. Pour une généralisation de 1'approche de Neveu, qui conduit en par-

ticulier & une inégalité avec p < | , voir C. Borell [62].

(10.2) La démonstration probabiliste des inégalités de Littlewood-Paley (voir,
par exemple, Meyer [63], et Varopoulos [64]) reléve de la méme méthode générale
que celle employée en (10.1), a savoir : représenter les fonctions que 1'on
cherche & estimer comme espérances conditionnelles de certaines variables aléa-
toires. Le conditionnement réduisant les normes LP , on est ramené A certaines
inégalités dans le cadre probabiliste ; en 1'occurence, ici, on utilise les inéga-
lités de Burkholder-Davis-Gundy (5.b) (voir encore, dans ce domaine, Gundy et al. [74]).
Le calcul stochastique des variations, développé par Malliavin [65], puis
étudié par Stroock [66] et Bismut [67] est un troisiéme exemple important d'appli-
cation de ce méme principe : il s'agit 13 de montrer que la loi de certaine va-
riable aléatoire réelle admet une densité réguli&re. Pour cela, on représente une
telle variable X comme fonctionnelle du mouvement brownien, on montre 1'exis-

tence d'une variable ¥ telle que, pour toute ¢ € D(R) (par exemple) :
w221 = wlewwl ,

puis on utilise encore, si ((y)= W(¥I|X=y) , la majoration lekp(x(w)) < lekp(w).
Pour finir, soulignons que, dans son approche de ces questions, Bismut [67]

fait grand usage du th&or@me de Girsanov pour parvenir 3 une formule d'intégration

par parties générale relative 3 la loi brownienne (voir &galement Skorokhod [68]

pour une &tude de telles formules pour les mesures quasi-invariantes sur un espace
de Hilbert).

Nota Bene : Le présent exposé pourrait laisser penser que le seul outil pour 1'étude
dumouvement brownien est le calcul stochastique ; il n'en est pas ainsi, comme en

témoignent les ouvrages de référence de Knight [69] et It6-McKean [70].
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