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Séminaire BOURBAKI

33e année, 1980/81, n° 565 Novembre 1980

VARIETES TORIQUES ET POLYTOPES

par Bernard TEISSIER

Introduction

La construction des variétés de Demazure permet de choisir,.pour chaque famille

finie de polytopes entiers dans Rd , une variété algébrique X sur OE ,

de dimension d , et sur laquelle à chaque K. correspond un faisceau inversible
i

(i.e. fibré en droites) L.. La donnée de (X,L.) détermine K. , et l’on peut
établir un dictionnaire entre les propriétés combinatoires des polytopes K. et les

i

propriétés algébro-géométriques des faisceaux L sur X. Nous nous concentrons
i

ici sur les propriétés de X et des L, qui relèvent de la Théorie de Hodge (bien
i

que X ait des singularités, celles-ci ne gênent pas trop). Soit f le nombre
i

des faces de dimension i d’un polytope P dont toutes les faces sont des sim-

plexes. R.P. Stanley a montré (~20~) que le théorème de Lefschetz vache sur X ,

joint à un résultat combinatoire élégant (d’un type inauguré par Macaulay), fournit

des inégalités entre les f., qui avaient été conjecturées par Mc Mullen, mais
i

dont on ne connait aucune autre démonstration, et que la dualité de Poincaré sur X

fournit des relations linéaires déjà connues entre les f. (équations de Dehn -
i

Somerville) ; un peu avant, L.J. Billera et C.W. Lee (~2~) avaient montré que ces

équations et inéquations étaient aussi une condition suffisante pour qu’une suite

d’entiers provienne d’un polytope simplicial. D’autre part, étant

données deux polytopes K1 et K2 dans Rd , on sait que Vol(03BB1K1+03BB2K2) prend

les mêmes valeurs, pour qu’un polynome homogène de degré d en 03BB1
et 03BB2 à coefficients positifs, que l’on peut écrire E (di) vi03BBi103BBd-i2.

i=o

Grâce au dictionnaire mentionné ci-dessus, on peut déduire du théorème de

l’index de Hodge sur X les inégalités "de Fenchel - Aleksandrov" v2 z v v
~-1 1 ~-2

pour 2~i~d (cf. [27], [25], [26], [11]), Par une approximation évidente

on en déduit les mêmes inégalités pour deux convexes compacts quelconques de 

et donc en particulier les inégalités isopérimétriques.



§ 1. Complexes simpliciaux de multi-ensembles et idéaux engendrés par

des monomes

Définition 1.- Un multi-ensemble est un couple (V,e), où V est un ensemble et

e une application de V dans lN U (+°°j. Une partie d’un multi-ensemble est un

couple (V’,e’) où V’ C V et e’ ~ eIV’. Le rang d’un multi-ensemble est
r(V,e) = E e(v), ou +~ ~ y avec les conventions usuelles.

vEV
On note 0 l’application qui à un multi-ensemble de rang fini ~2 associe l’ensemble

de ses parties de rang ; On dit qu’un ensemble A de parties de rang fini de

(V,e) est un complexe simplicial si, y pour toute partie (V’,e’) E ~ , on a

a(V’,e’) y ce que l’on notera a~ C A.

Soient maintenant k un corps, et d un entier, ou +°°.

Définition 2.- Un ensemble E de monomes dans l’anneau de polynomes 

est un escalier si tout monôme m’ divisant un monome m de E est aussi dans E.

Dans toute la suite nous ne considérerons que les multi-ensembles de cardinalité

au plus dénombrable, et nous identifierons V à £1,...,d~~ où d = card V .

Soit (V,e) un multi-ensemble, et soit A une famille de parties de rang fini

de (V,e) . Considérons l’anneau de polynomes k[V] = k[(X ) E ] , et à chaque

élément (V’,e’) de Ô associons le monôme H Xe (v) ; Notons E(Ô) 

l’ensemble des monômes ainsi obtenus : L’ensemble E(~) est un escalier si et

seulement si A est un complexe simplicial.

Notons l U l’idéal homogène de k V engendré par les monomes X ,

où (V’,e’) est une partie de (V,e) qui n’appartient pas à ~ , et notons R(~)

la k-algèbre graduée quotient Etant donnée une partie (W,f) de (V~~-~’),

posons pour tout wEw , a(w) = inf ( f (w) , e (w) ) .

Supposons que A soit un complexe simplicial : On voit que le monôme ! ! 
wEw w

n’appartient pas à si et seulement si la partie (W,a) de (V,e) appartient

à Ô. Dans le cas où e est la fonction constante égale à 1l (W,a) n’est autre

que le support de (W,f), et puisque le nombre des monômes de degré :~ ayant un

support de cardinalité i+1 donné ne dépend que de l et i, puisqu’il vaut (l-1i) ,
en notant R(0394)l la composante homogène de degré ;2 de R(A), on a : dim k R(Ô) o - 1,
et



où ô est le plus grand des rangs des éléments de 0394 et f. est le nombre des

éléments de 0394 qui ont rang i+1 .

Dans le cas où e est la fonction constante égale à +co on a (W,a) = (W,f), et

donc

dimk R(~) ~ - :?,?0 {f-1 - 1)

On voit donc que dans ces deux cas, la connaissance de la fonction de Hilbert

H R : IN de l’algèbre graduée R = R(0394) définie par HR(l) = dimk Rt équivaut
à la connaissance de la f-suite du complexe simplicial ~, c’est à dire la suite

où ft = card et est l’ensemble des éléments de ~ qui

ont pour rang ;Z , On se propose de caractériser les suites d’entiers qui sont la

f-suite d’un complexe simplicial A : :

Considérons l’anneau k[(Xi)i~J, ’ et introduisons sur l’ensemble de ses monômes

l’ordre suivant : Un monôme m est plus petit que m’ , si ou bien deg m  deg m’

ou bien deg m = deg m’ et m est plus petit que m’ pour l’ordre lexicographique

inverse c’est à dire Xa11...Xapp  (les b peuvent être nuls) si il

existe jsp tel que P p a P-1 =b P-1 ,... P-J+1 
- 

P-J+1 et P-J 
 P-J . En

particulier, °

Soit un multi-ensemble. Pour chaque entier a, désignons par (al)e le

nombre des monômes de degré l en Xl’...’X a tels que Xi apparaisse avec un

exposant ~ e(i), que nous appellerons e-monômes, c’est à dire le coefficient de

xl dans le produit En particulier si e=1 , on - ax dans le prodult 
i=1 

(l+x+...+x ). En particulier si e=l , on a 
l 

= 

r/
et si on a f . ) = (a+l-1l). On suppose dans la suite 

Lemme de Macaulay et Kruskal.- Un entier J2’ étant fixé, tout nombre entier f

s’écrit d’une manière unique

où ... ~ ai , et dans cette suite, chaque j apparait au plus

e(j+1) fois.

Gardons les notations précédentes, et pour chaque entier f, notons I~ l’ensemble

des f premiers e - monômes de degré :2 (pour l’ordre ci-dessus), vu bien sûr

comme un ensemble de parties de (ILV,e) ; on a alors :



THEOREME (cf. [3] , M) ....

les nombres a~ ,..., ai étant ceux qui sont associés à f dans le lemme précédent.

B) Soit 0 un ensemble de parties de et soit C l’opérateur (de
fn

compression) qui â ~ associe la famille des avec Card 0~ . Alors

L’idée de la preuve du lemme est simple : tant que (al l)e ~ f, les f premiers
monômes de degré l utilisent au moins les al premières variables ; si

(al l)  f  (al+1 l), alors parmi les f premiers monômes, certains utilisent

Xa +1 . Ainsi les f premiers monômes comprennent tous les monômes de degré ~ en

, et des produits de monômes de degré :2-1 en par 

Mais il s’agit surement des f- a~ premiers monômes de degré .Z-1, toujours à

cause de ia~ façon dont l’ordre a été défini . Si f- a~ Z a~ e , cela signifie

que tous les monômes de degré lL-1 en apparaissent ainsi, on pose

aL ’ et l’on va regarder les monômes de degré :2-2 , dont on fait le produit

avec Xâ :~+1 , et l’on continue ainsi. L’égalité se reproduit bien au plus e(an+l)

fois, et par récurrence on obtient le lemme, et le même type d’argument prouve

l’assertion A) du Théorème.

Pour l’assertion B), souvent appelée "Théorème de Kruskal-Katona" on renvoie

à ~3~ et ~?~..

Remarque.- Si l’on note a 1 l’application qui, à une partie de rang fini (V’,e’)
de (V,e) associe l’ensemble des parties de (V,e) de rang r(V’,e’)+1 telles

que (V,e) en soit une partie, une preuve symétrique de celle de B) montre aussi

que



Corollaire 1.- Une suite d’entiers (fo,fl, ...,f~, ...) est la f-suite d’un complexe

simplicial de parties de rang fini de (]N,e) si et seulement si pour tout ;2z1, on

a

En effet, étant donné une suite satisfaisant cette condition, la famille 0394l =
est un complexe simplicial d’après la partie A) du Théorème. Inversement, étant

donné un complexe simplicial a, C0394l = Ifll et donc on a I~lfl-1 ~ C(~0394) ~ C(0394l-1)=Ifl-1l-1

d’où le résultat.

Corollaire 2.- (Stanley C21~~ inspiré par Macaulay ~14~).- Soient k un corps,

et H : 7N -. IN une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une k-algèbre graduée de type fini R avec R =k et engendrée
o

par ses éléments de degré 1, ayant H pour fonction de Hilbert.

ii) Il existe un escalier E dans un anneau tel que H(!L)

soit le nombre d’éléments de degré dans E.

ii)’ Il existe un ensemble fini V et un complexe simplicial 0394 dans (V,+o°)
tel que card 

1

iii) Posant, pour tout l, H(l) = (cl l) + ... + (ci i) avec cl>cl-1...>ci ~ i ,

on a

1) Une k-algèbre R comme en i) est quotient de par un idéal homo-

gène I. On va lui associer un escalier dans comme suit : Posons

ml=1 , et supposons avoir défini ml,...,mi ; on définit m. comme le plus petit

monôme dont l’image dans R est linéairement indépendante des images de ml,...,mi.
Si un tel élément n’existe pas, la construction s’arrête là. La collection des m.

est un escalier ayant la propriété voulue en ii). Le reste résulte de ce qui

précède, en remarquant que l’inégalité de iii) équivaut bien à dans

le cas e = +00 .



§ 2. Polytopes et variétés toriques

2.1 Algèbres associées à des cônes et varités toriques. (D’après ~5~, ~13~, ~17~)

Notons M un ?L- module libre de rang d, considéré comme le réseau entier de

M  ~ IRd , et N = HomZ (M,ZL ) le TL - module dual, considéré comme le ré-

d* d*
seau entier de l’espace vectoriel dual 7R . Soit (5 C IR un cône convexe poly-

hédral rationnel, c’est à dire qu’il existe un nombre fini de formes linéaires :~, ,
à coefficients dans Q , telles que 6 - {u E O pour tout i}, et soit
â ~ IRd le dual convexe de 6 , c’est à vu E 03C3}; l’ensemble 

est encore un cône convexe rationnel, et grâce au lemme de Gordan le sous-monoide

Én M de M est un monoide de type fini. En fait, l’application 6 ~ â n M définit

une bijection de l’ensemble des cônes convexes polyhédraux rationnels de Rd* qui

ne contiennent aucun sous-espace linéaire de 1Rd sur l’ensemble des sous-monoides

de type fini de M qui engendrent le groupe M.

Dans toute la suite, nous dirons "cône" pour "cône convexe polyhédral rationnel".

Etant donné un corps k, on notera k~6 n M~ l’algèbre du monoide 6 fl M, c’est à

dire la sous-algèbre de l’algèbre k~M~ ~ du groupe M qui est

engendrée par les monômes dont l’exposant appartient à  ~ M . Puisque 6 n M est

monoide de type fini, la k-algèbre k~6 n M] est de type fini, et définit donc une

variété algébrique affine X -. Spec k~d n M~ sur k. On obtient en particulier ainsi,

en prenant les cônes J ne contenant aucun sous-espace linéaire de IRd* , toutes les

variétés algébriques affines normales X contenant comme ouvert de Zariski dense le

tore T = {k ) et telles que l’action de T sur lui-même par translation s’étende

en une action algébrique de T sur X.

Remarquons qu’une inclusion de cônes 61 C a2 équivaut à 61 n n M qui a

. son tour équivaut à un morphisme X03C31 ~ X03C32 , qui est birationnel si 61 n M et

62 n M engendrent le même groupe.

On dit qu’un sous-ensemble 6’ C 6 est une face du cône 6 , et l’on note 6’ 6

si il existe mEM tel que O u~03C3 et a’ - {u~03C3 / u(m)=0}.

Définitions 3.- Un éventail E est la donnée d’un ensemble fini de cônes 

dans IRd* tel que : toute face d’un cône â est un cône 03C303B2 , 03B2~A, et pour

tous les couples E A X A , 03C303B1 n 03C303B2 est une face de 03C303B1 et de 03C303B2 .

On appelle variété torique associée à E la variété algébrique X~ sur k obtenue

en recollant les variétés algébriques affines X 

6 
(aEA) le long des ouverts .



On montre (cf. {~5] ou ~13~ ou ~17~) que l’on obtient ainsi tous les plongements

T-équivariants du tore T dans des variétés normales. De plus on a un morphisme de

plongements T-équivariants X03A3 ~ X03A3, si et seulement si, pour tout OEE, il existe

o’6I!’ tel que 6 C , un tel morphisme est propre si et seulement si

~ (7 = U 6’ , , et X2014 est complète si et seulement si LJ (7 = Rd* .
aEE 6’ EE ’ 

~ 
o~y;

2.2 La construction (cf. [4], [21] ou [26])

Soit K (resp. KM) l’ensemble des compacts convexes de Rd (resp. de ceux qui

sont l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points du réseau entier M). On munit

K et de la topologie de Hausdorff. Pour tout K E ~ , , soit H . 7R

la fonction d’appui de K, définie par H(u) = inf u(x) . Si K est dans ~GM , sa

xEK 

fonction d’appui est linéaire par morceaux, c’est à dire qu’il existe un éventail

tel que pour tout aEA , il existe m a E M tel que H(u) = u (ma) pour

tout uE â . . Nous dirons qu’un tel éventail est adapté à K. Etant donnés K. 1 ,...,K p
dans il existe un unique éventail E adapté à tous les K. et tel que tout

autre éventail adapté à tous les K. soit une subdivision de E . Si E est
l 0

adapté, et si un des K. 
i 

est d’intérieur non vide, aucun des 6 ne contient de

sous-espace linéaire.

Prenons k - ~ , y et soit E un éventail adapté à K1,...,K . Pour chaque

i E ~1,...,p,, et 6 
a 

E s , notons L. 
~ ,a 

le sous ~[(7 a n M] - module de 

engendré par les monômes m tels que u(m) ~ H.(u) pour tout u~03C303B1 , où H. 1 est la

fonction d’appui de K.. Puisque H. (u) = u(m. ) J a 
est précisément le

module monogène engendré par mi J a . Les Li f a 
se recollent en un

faisceau inversible L. de modules, qui est engendré par ses sections glo-

bales, admet une action de T, et une base T-homogène de L.) est en bijection

avec l’ensemble des mEM tels que u(m) ? H.(u) pour tout , c’est à dire

K. i fl M . Ainsi la donnée de la variété torique X03A3 et du 0_ - modulei 2-j X2014
T-équivariant et inversible L. 

l 
détermine K. 

l 
, alors que la donnée de QX03A3 , même

dans le cas p=l , ne détermine que les faces de K. "à translation près" ; la
donnée de L. équivaut à la donnée des positions des faces de K..

i i



2.3 Le dictionnaire .

Soient K ,...,K dans E un éventail adapté et X = X03A3 . On suppose que

K1 est d’intérieur non vide. On rappelle qu’un polytope P est simplicial si

toutes ses faces sont des simplexes. On note f. = f.(P) le nombre des faces de
i i

dimension i du polytope P, et l’on remarque que, quitte à raffiner le réseau

entier, on peut approximer arbitrairement P par un polytope K E K tel que

fi(K’) = f.(P) pour tout i . Par ailleurs, tout polytope peut être approximé arbi-

trairement par un polytope simplicial. Un polytope est cosimplicial si son éventail

Zo est formé de cônes simpliciaux.

On rappelle que, étant donnée une variété algébrique complète X , et des

faisceaux inversibles de 0-modules L1,...,L , la caractéristique d’Euler -

Poincaré cohérente @ ... ® est un polynome de degré d = dim X en

v ,...,y . En particulier, L + où deg L est un entier.
1 p d ~

On définit les degrés mixtes de L1 et L2 comme les coefficients si apparaissant

dans l’expression deg L 0 v2 d (d) 1 2 i 
/ 

/ 1 1 2 
’

1=o

A) Propriétés de X et des L.. (d’après Demazure [5], et [13], [.4 ])

1) X est une variété complète et normale.

2) HJ(X,L.) = O pour j~1 (et L. est engendré par ses sections globales).

3) (D’après Ehlers [6] et Danilov [.4]) : Si p=1 K est simplicial et E = S 
o

dim~ H2k(X,~) - E (-1) 
1 " 

(k) ad_iUt 
1=k , 

~ Q2014l

où a, est le nombre de cônes de dimension j dans E , et dim O
J

(0 ~ k).

4) Si P est cosimplicial, et E - S , chaque 6a est un cône simplicial, et l’on

vérifie alors que X 
6 

est quotient d’une variété affine non-singulière par
a

un groupe fini d’automorphismes (cf. 2.6.2). Si l’on sait de plus que X

est projective, c’est une V-variété projective, et donc d’après un théorème de

Steenbrink ([.24], 1.13) X satisfait le théorème de Lefschetz vache, c’est à

dire que si L E H2(X,ZZ) est la classe d’un diviseur ample sur X, pour tout

q~N l’application 03C9 ~ Lq n cu induit un isomorphisme de Hn sur

De plus, X satisfait aussi la dualité de Poincaré. [Le point ici

est que pour une résolution des singularités X ~ X , notant j : X

l’inclusion de la partie non-singulière Xo de X dans X, et ’X = j * 03A9Xo



(complexes de De Rham), d’une part est encore une résolution de 0152 , , et

d’autre part Q* . Steenbrink démontre alors que la suite spectrale" X

d’hypercohomologie dégénère en E1 comme dans le

cas non-singulier].

5) (D’après ~4~, ~ la, et Remarque 10.9) : Si le polytope P est cosimplicial et

03A3 = 03A3o , l’algèbre graduée de cohomologie est H H*(X,) = ~ H 2i (X,0152) (où

deg H 2i = i) et est engendrée par ses éléments de degré 1. (En fait, toute la

cohomologie de X est algébrique).

B) Voici quelques points du dictionnaire (k=(E) . Les Ki sont dans XM et 2 leur

est adapté ; X = X~ . On suppose que K1 est d’intérieur non vide.

1) Ki = {mi} pour un i>l L. ~ QX
2) Ensemble des xEl M (vElN) tel que Base T-homogène, sur 0152 de

Ki + x ~ Kj. (i,j~1). Ho(X,(L-1i ~ Lj)03BD)
En particulier :

3) K. n {1 03BD M) Base T-homogène de 

4) Homothétie et addition

03BD1 Ki + 03BD2Kj (03BD1,03BD2 ~ IN)

5) Vol(vlK.+v2K.)=lim d: deg Lj~ ~ ~ ~ 
v-~°° V ~~ i J

6) Volumes mixtes de (K ,K ) d : 1 x (degrés mixtes de (L i ,L J .) )
7) E - Eo Ll 8) ... ® L p est ample

8) Si p=l, Le polytope K est cosimplicial L est ample et X est recouvert par

des ouverts affines T-invariants
o

admettant des revêtements finis

. T-équivariants non-singuliers.

9) Si p=l, K est cosimplicial La, hi = dim 0152 H2i(X,0152)
h. = h. (K) - E d (-1)j-1(j 1) f , (Résulte du point 3) de A) et du fait

où f. J = - (f 
- 

-l,f-l) et 
que fj(p) = ).



§ 3. La Conjecture de Mc Mullen

Soit P un polytope simplicial convexe. On étend la f-suite de P en la suite

{f-l,fo,fi,...,fd-l,fd) où f d = f-1 - 1 , et fi est le nombre des faces de dimen-

sion i de P . Posons

Mc Mullen avait conjecturé (cf. [15J) qu’une condition nécessaire et suffisante

pour que, étant donné il existe un polytope simplicial P tel que

f.(P) = f. et que les trois conditions suivantes soient vérifiées par la suite des
i i

g. dérivée de celle des f comme ci-dessus :
i i

(où a 1 a le sens donné au § 1 , y avec e = +~o) .

Montrons, d’après Stanley (C20~), que ces conditions sont nécessaires.
Puisque P est un polytope simplicial, on peut bouger un peu ses sommets sans

changer les f.(P) et se ramener au cas où P E ~M pour un choix convenable du
réseau entier M dans On peut donc associer à P une variété torique X = X,~

0

comme ci-dessus.

Soit P* = ~u 1 V x E P) le polytope dual de P , qui vérifie les

égalités fi(P*) - fd_1-i(P) . La symétrie des conditions 1) à 3) ci-dessus fait que

P les satisfait si et seulement si P* les satisfait, et l’on peut donc supposer

que P est cosimplicial. Posant X = X~ , , on a d’après le dictionnaire l’égalité
_ 

o

hi(P) = hd-i(P*) et la dualité de Poincaré sur X donne 1). On va montrer simul-

tanément (2) et (3) comme ceci : Soit L E la classe d’une section hyper-

plane. Grâce au Théorème de Lefschetz vache, la multiplication par L est une injec-
tion ~ H2i+2(X,) , Pour 0  i _ [d 2] - 1 .

Soit A = ® d Ai l’algèbre graduée 95 H2i(X,), où les éléments de ont le

i=o i=o

degré i . Comme nous avons vu plus haut, A est engendré par ses éléments de degré

1 . Soit I l’idéal (homogène) de A engendré par L et et soit R = A/1 .



On a dim 
OE 

R. 
1 
= g. (l~i~[-]) d’où aussitôt l’inégalité (2). L’inégalité (3)

résulte enfin du Théorème du § 1.

Remarque.- Il était connu (cf. L8~) que les équations (1), appelées équations de

Dehn-Somerville engendrent toutes les relations linéaires entre les f.(P) pour
i

un polytope simplicial P .

Pour montrer que la condition est suffisante y Billera et Lee dans [~2~ utilisent

le fait que y si les f.(P) satisfont 1), 2), 3)? d’après le théorème du § 1, la

suite (H(0), ..., H(d+l)) provient d’un escalier de monômes, où H(i) = h. 
i 

pour

O ~ i ~ [-] et H(i) = 0 pour Ils en déduisent qu’un certain sous-
2 2

polytope S de dimension d, dont la construction est très ingénieuse, d’un poly-

tope enveloppe convexe de H(l)+d+l points distincts sur la courbe (t,t ,...,t )
dans a la suite donnée pour f-suite (comparer à [.16 J et L22J) .

§ 4. Les inégalités isopérimétriques. (Voir ~25J, [26 j, LllJ)

Reprenons les notations de 2.2, et soient K. et K dans X . On se propose de

démontrer les inégalités v2i-1 ~ v. 1 v. 
1-2 

, 2~i~d , entre les volumes mixtes de K

et K définis par v K ) = E (.) v. 03BDi1 03BDd-i2 .°

Puisque les volumes mixtes sont des fonctions continues sur X X X , et que l’on

peut approximer arbitrairement les éléments de X par des éléments de K , en
M

prenant M assez serré, il suffit de prouver les inégalités pour K et K dans

K . D’après le point 6), il suffit de prouver les inégalités s.. ~ s. 1 s. 
1-2 

entre

les degrés mixtes de deux faisceaux inversibles L et L sur une variété algé-

brique projective X , qui sont engendrés par leurs sections. Pour i fixé, en

coupant par des hypersurfaces de X définies comme zéros de sections générales de

L1 et L , on se ramène au cas où X est une surface, et l’inégalité est alors

exactement le théorème de l’index de Hodge sur la surface. Des inégalités, dites

"quadratiques" ci-dessus, on sait depuis Minkowski tirer les inégalités

vdi ~ v v , et en particulier, prenant pour K. la boule unité , et

pour K un convexe compact, on calcule facilement ~ ~ et prenant

il vient l’inégalité isopérimétrique classique d Vol(lB) Vol(K)
Shepard a montré dans ([19], th. 4) que toute suite de nombres (v ,...,v.) vérifiant

v2i-1 ~ vi v. était la suite des volumes mixtes d’un couple de convexes K.,Ki- i 1-2 1 2

dans IR .



Dans le cercle d’idées de la théorie de Hodge, parce que reposant sur le théo-

rème d’existence de Riemann, on a aussi le résultat suivant : soient X une

surface projective, H un diviseur ample sur X et D un diviseur (de Cartier)

sur X . Si D.H > 0 et D2 > 0 , pour v assez grand dim |03BDD| t > ~03BD2 avec E>0 .

A l’aide des points 2) et 5) du dictionnaire ce résultat se traduit dans la théorie

des convexes compacts de :IR 2 comme ceci (cf [26]) : t soit

r(K2 ; K ) = C K2 à translation près)

Alors on a l’inégalité

et v est le volume mixte nouveau de K et K2).
En particulier le rayon r du plus grand disque inscriptible dans un convexe

de surface S et de périmètre L dans R2 vérifie r ~ L - L2-403C0S 203C0 .

Ces résultats étaient déjà connus, démontrés bien sûr par des méthodes diffé-

rentes (cf [28]).
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