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Séminaire BOURBAKI 561-01
33e annde , 1980/81, n° 561 Novembre 1980

LES  ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS :

UN CHAPITRE DE GEOMETRIE COMBINATOIRE

par Pierre CARTIER

§ 1. Historigue !

1. Le point de départ de la théorie est une question simple de géométrie : en combien de
régions une famille finie A de droites découpe-t-elle le plan ? La réponse générale est
connue depuis le 19e siécle , sans qu'on puisse lui attribuer une paternité précise .
Notons 12 le nombre des droites dans A, P, le nombre de leurs points d'intersection
et po1 le nombre de paires formées d'une de ces droites et d'un point d'intersection

avec une autre droite . Les nombres po,pl,p dépendent des relations d'incidence de

ol
la famille A , mais ne suffisent pas & décrire le type topologique . Par ailleurs , no-

tons f. le nombre de segments et f_ le nombre de régions découpées par A . On a

1 2
(1) f1=pl*pol , f2=1—po+pl+pol .
Nous considérons aussi le nombre f: (resp. fg ) de segments (resp. régions) bornés
découpés par A ; on a de manidre analogue
b b
(2) T S T S T Iy = 1-P - *P -

Supposons par exemple que les droites de A soient en position générale : deux droites
distinctes de A ne sont pas paralldles et un point du plan ne peut appartenir & trois

droites de é . 54 r est le nombre des droites de é , On a

p, = r(r1)/2 , p=r , p, = r(r1)
= p2 = 2
£, =1 y f,= (r“+r+2)/2
b b
£ = r(r-2) vty = (D22
b ¢
Par raison d'uniformité , nous poserons f, = fo = P, - Les droites de A défi-

b
nissent une décomposition cellulaire du plan , et f (resp. fk) est le nombre de cel-

1 Je remercie tous ceux qui m'ont permis de mettre mes informations & jour , en particu-
lier Zaslavsky , Las Vergnas , Springer et A'Campo . Mes remerciements vont aussi &
Deligne et Serre qui m'ont guidé parmi les écueils de la géométrie algébrique .



561-02

lules (resp. bornées) de dimension k . Des relations précédentes , on déduit

b b b
(3) fo-f +f, = 1 , fo-f) + 1, =1 .
De manidre analogue , sur une droite D , g, points découpent g = go + 1 interval-
les , dont g: = g - 1 sont bornés , et 1'on a donc
b b
(4) g, =& = -1 , g, -8 =1 .

Inversement , les relations (1) et (2) découlent aussitt des relations (3) et (4).
Notons B 1la réunion des cellules bornées et )((X) la caractéristique d'Buler-Poincaré
d'un espace compact X . Comme un plan est homéomorphe au complémentaire d'un point dans

la sphdre 82 , les relations (3) se traduisent sous la forme
» )
(5) X(s )= 2 vox® = 1.

Ce résultat indique la voie des généralisations : soit E un espace affine réel de dimen-
sion finie d>1 ; un ensemble fini H d'hyperplans dans E définit une décomposition cel-
lulaire de E , et 1'on peut montrer que la réunion B des cellules borndes est contrac-

tile . Compte tenu de théorémes connus , on a donc
d d
(6) 'X(S) =1+ (-1)" , 'x(B) =1 ;

si 1'on note fk(g) le nombre des k-cellules, et fﬁ(g) le nombre des k-cellules bornées,
on a donc la formule générale
(7) g 1% = (1), § (D Pw - 1.

k=0 k= k=0 k'

Ces relations ont été établies en 1975 par Zaslavsky (5] , qui a montré comment en
déduire le calcul des nombres fk(g) et fi(g) au moyen de nombres généralisant les
nombres po,pl,p°1 et qui ne dépendent que des relations d'incidence des hyperplans de
B . Apparavant , le cas de r hyperplans en position générale avait été traité par
Buck [1] en 1943 , et un résultat substantiellement équivalent & celui de Zaslavsky
avait été établi par Winder [4] en 1966 . L'immense progrés réalisé par Zaslavsky a été
de reconnaftre que la structure combinatoire sous-jacente & ce probldme géométrique est
constituée par les matroides ; il put ainsi donner une remarquable interprétation géomé-
trique d'invariants numériques associés aux matroides par Whitney , Tutte , Rota et Crapo.

On se trouve ici au confluent avec une autre ligne de pensée mathématique , issue de
la théorie des graphes et du probldme de coloriage des cartes en quatre couleurs . Faute

de place et de compétence , je renoncerai & analyser ici ces développements .

2. Nous allons par contre suivre en détail une autre voie , lide & la géométrie des vari-
étés algébriques complexes . Le point de départ est un travail d'Arnold [15] : soient

d 2
Z.,+e0,2, les fonctions coordonnées dans C et D = 1II (z.—zk) le discriminant;
1 d = <k J
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on note fL 1'ouvert de gd complémentaire de 1'hypersurface d'dquation D = 0 . Arnold
détermine la cohomologie de A et montre en particulier que le polyndme de Poincaré de

. est donné par
(8) P(t) = (1+ £)(1 + 2t)....(1 + (a-1)t)

de plus , l'anneau de cohomologie Hx(.(\-;g) de fl est engendré par les classes des for—
mes différentielles holomorphes @

=1 .
i (2ni) d(zj—zk)/(zj-zk) soumises aux relations

c = i < .
wjkmjm + wkmwk,j +“'mjwmk 0 pour j<k<m

Ces résultats furent généralisés en 1971 par Brieskorn [17] . Considérons un es-
pace vectoriel réel V de dimension finie d , et un groupe fini G d'automorphismes
de V , engendré par des réflexions par rapport & des hyperplans ; soit H 1la famille

de ces hyperplans . Notons Vc le complexifié de V et £l le complémentaire dans Vc

de la réunion des complexifiés des hyperplans appartenant & H . On a alors

(9) Pngt) = _?1 (1+mjt)

ol mypees,ly sont les exposants associés de manidre classique & G (voir par exemple
Bourbaki [16] ). De plus , pour tout hyperplan H dans H , choisissons une forme li-

néaire ug  sur V , de noyau H , et posons

(10) W, = (2ni)™! dugfu,

Les classes de cohomologie entidres de {1 sont alors représentées par les éléments de 1'an~
neau de formes différentielles engendré par les (JJH .

Récemment , Orlik et Solomon ont complété les résultats d'Arnold et Brieskorn sur plu-
sieurs points importants . Soit £L le complémentaire , dans un espace vectoriel complexe
W de dimension finie d , de la réunion d'une famille E_ d'hyperplans . Dans leur pre-
mier travail [18] , Orlik et Solomon montrent que le polynSme de Poincaré P_Q_(t) coin-
cide avec'le polyndme caractérisque associé par Zaslavsky & 1'ensemble H d'hyperplans .
Ils montrent ensuite comment représenter comme plus haut les classes de cohomologie en-
tidres de Q. par les formes différentielles coH , mais ils donnent aussi les relations
algébriques entre les wH . Ils font enfin le lien avec une théorie de 1'homologie pour
les ensembles ordonnés étudide par Folkman [14] , Baclawski [13] et Rota [10] .

Dans leur deuxidme travail [19] , Orlik et Solomon considdrent le cas od G est un
groupe fini d'automorphismes de W engendré par des pseudo-réflexions (de tels groupes
ont été classifiés par Shephard et Todd {21] ) . Si H est 1'ensemble des hyperplans fi-
xés par une pseudo~réflexion de G , on a B

(11) ?agt) = 3%1 1+ njt)
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ol Byseeesly sont de nouveaux invariants associés au groupe G ; lorsque G provient
par complexification d'un groupe de transformations linéaires réelles engendré par des
réflexions , on a mj = nj .

Le développement le plus récent est dft 4 Saito [20] et Terao [22,23] . Ces auteurs
introduisent une notion de diviseur sur une variété analytique complexe qui est plus gé—
nérale que celle de diviseur & croisements normaux ; la caractérisation se fait au moyen
de différentielles logarithmiques . Ils étendent la formule (11) au cas d'une famille
5 d'hyperplans complexes dont la réunion est un diviseur de Saito , et donnent dans ce
cas une caractérisation des exposants nj . Les calculs d'Orlik et Solomon permettent

de faire compldtement le lien entre ces deux méthodes .

§ 2. Outils combinatoires

3. Soit L un ensemble ordonné fini et soient x,y deux éléments de L tels que x<y.

Pour tout entier p> 0 , on appelle chafne de longueur p Jjoignant x & y toute sui-
te d'éléments X ,...,x_ de L telleque x=x <x, < ...<X <x_ =x . Soit

o P [ 1 -1 P
cp(x,y) le nombre de ces chaines ; on a co(x,x) =1 et co(x,y) =0 8i x<y; de

plus , on a la relation de récurrence

(12) cpﬂ(x,y) = xdey cp(x,Z) = ey cp(z,y) .
Selon Rota [10] , on définit la fonction de Mtbius {tp, de 1'ensemble ordonné L par la
formule
od D
(13) P'L(X,.‘I) = p_z__o ('1) CP(X.Y) .

On a donc les relations de récurrence
(14) Pplox) = 1
(15) I (x,2) = = (z,y) = 0 (1orsque x < y) .
e P L
Lorsque L a un plus petit élément O et un plus grand élément 1 , on pose pour abré-
ger py(x) = py(00) et W(L) = py(02) .

Soit f wune application de L dans un groupe commutatif ; la fonction sommatoire

de f est définie par g(x) = f(y) . On a alors la formule d'inversion de Rota

z
y=x
(16) f(x) = 2w (y,x).ely) ;
y=x
il y a aussi une relation duale , car on ne change pas la fonction de Mtbius en renver-
sant l'ordre dans L . La formule d'inversion est bien connue dans les cas particuliers
suivants :

a) si L est un intervalle d'entiers, ordonné de la manidre usuelle , on a ‘LL(i,i) =1,
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h(i,iﬂ) =-1 et »L(i,,j) = 0 si j>i#l

b) si L est l'ensemble des diviseurs d'un entier N , ordonné par la relation de divi-
sibilité , on a \,\,L(m,n) = \,\.(n/m) ol ‘,‘, est la fonction de Mdbius classique ;

¢) si L est 1'ensemble P(S) des parties dun ensemble fini S, ordonné par inclusion, ona
\LL(A,B) = (-1) B|-|A| (ici et dans la suite , on note |X| le cardinal d'un ensemble
fini X)) .

4. Rappelons qu'un treillis est un ensemble ordonné possédant un plus petit élément O
et un plus grand élément 1 , dans lequel deux éléments x et y ont une borne inféri-
eure notée xA y et une borne supérieure notée x V y . Un atome est un élément mini-
mal parmi les éléments non nuls . Un treillis géométrique est un treillis fini L satis-
faisant aux axiomes suivants :

a) tout élément de L est de la forme x = aVv...va_ , ol 8;s--.,8  sont des
atomes ; le plus petit r possible s'appelle le rang de x , noté r(x) (ou rL(x)) H

b) on a r(x)< r(y) si x<y;

c) on a r(xA y) + r(xv y) < r(x) + r(y) pour x,y dans L ("inégalité semi-modu-
laire") .

Le rang r(L) de L est alors l'entier r(l) .Si x,y sont deux éléments de L,
tels que x <y , toute chaine joignant x & y peut se compléter en une chaine de lon~
gueur r(y) - r(x) avec les mémes extrémités ("théoréme de Jordan-Holder") ; de plus ,
1'intervalle L' = [x,y] de L est un treillis géométrique de rang r(y) - r(x) et 1'on
a rL,(z) = rL(z) - rL(x) pour tout z dans L' . Le polyndme caractéristique de L
est défini par la formule

(L)-r(x)
(17) p(t) = ‘XEL‘»L(x).tr

on a donc r,(L) = pL(O) , et pL(l) est nul sauf lorsque L a un seul élément .

5. Voici quelques exemples fondamentaux de treillis géométriques .

a) Soit V un espace vectoriel de dimension finie d sur le corps fini gq 4 q é1é-
ments . L'ensemble Q(V) des sous-espaces vectoriels de V est un treillis géométrique
avec EAE' = ENE' et EWVE' = E+E' ; le rang d'un sous-espace de V est
sa dimension . Pour déterminer le polyndme caractéristique de L(V) , introduisons un es-
pace vectoriel F de dimension finie n sur }__‘q , et pour chaque E ¢ L(V) , notons
f(B) 1le nombre des applications linéaires de V dans F dont le noyau est égal & E .
Les applications lindaires de V dans F dont le noyau contient E forment un espace
vectoriel isomorphe & Hom(V/E,F) , de dimension n(d - r(E)) sur le corps gq . On ob-
tient donc la formule sommatoire

(18) g £f(5) = qn(mi-r(E))
E'S>E
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que l'on inverse par la formule de Rota . On obtient en particulier

qn( d-r(E))

(19) £0) = T puyy(®). = pypy(a)

or f(0) est le nombre des applications linéaires injectives de V dans F, donc est

d—l)

égal 3 (q™1)(q"q)...(q"q . On a done

(20) ppy® = o (t-ah)

_ (_1)dqd(d-1)/2

et en particulier w(L(V)) .
b) Soient S un ensemble fini & s éléments et I(S) 1'ensemble des partitions de S,
ordonné par la relation " n est plus fine que =n' " . Si la partition n possdde b(n)
blocs , ona r(n) =s - b(n) . Introduisons un ensemble H & h &léments et appelons
noyau d'une application u de S dans H 1la partition formée des images réciproques par
u des points de H . Raisonnant comme plus haut , on voit que h.pn(s)(h) est le nombre

des applications injectives de S dans H , d'ol
s-1

(21) syt = 1 (1) .
En particulier , ona r(fI(3)) =s -1 et ‘\,(H(S)) = (-l)s_l(s-l)t .

¢) Soit G un graphe fini (sans aréte multiple) ayant S pour ensemble de sommets et
A pour ensemble d'arétes . Soit L(G) 1'ensemble des parties A' de A ayant la pro-
priété suivante : il existe une partition n de S telle que A' se compose des arétes
qui joignent deux sommets appartenant 3 unméme bloc de m . C'est un treillis géométri-
que . Le rang de A' est égal & |S| - ¢(G') , od G' est le graphe ayant S pour en-
semble de sommets et A' pour ensemble d'arétes et ol c(G') désigne le nombre des com—
posantes connexes de G' . Soit C un ensemble fini , formé de ¢ "couleurs" . Un colo-
riage de G est une application u de S dans C ; soit Au 1'ensemble des arétes joi-
gant deux sommets s et 8' de méme couleur (u(s) = u(s')) ; c'est un élément de r(e)
qu'on peut appeler le noyau de u . En généralisant le raisonnement de b) , on voit que
cc(G)pL(G)(c) est le nombre de coloriages propres de G , pour lesquels deux sommets
joints par une aréte sont de couleurs différentes . C'est d'ailleurs par 1'intermédiaire
du probldme du coloriage des graphes que s'est introduit le polyn8me caractéristique .

d) Citons pour mémoire le treillis géométrique P(S) des parties d'un ensemble fini S.

Le rang d'une partie A de S est son cardinal 'A[ et le polyndme caractérj.stique de
P(S) est (t-l)'sl .

6. Un point de vue (presque) équivalent & celui des treillis géométriques est celui des
matroides (appelds "prégéométries" par Crapo et Rota [8] ) . Nous définirons un matroide M
comme un ensemble fini S de points muni d'un ensemble H de parties appelées hyper-
plans ; les axiomes sont les suivants :

a) tout hyperplan est distinct de S ;
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b) deux hyperplans distincts ne sont pas comparables pour la relation d'inclusion ;
e) si D est l'intersection de deux hyperplans distincts , S est réunion des hyper-
plans contenant D .

Appelons variété dans M toute partie de S qui est intersection d'hyperplans (y

compris S lui-m8me) ; 1'ensemble L des variétés , ordonné par inclusion , est un treil-

1is géométrique . Pour toute partie E de S , il existe une plus petite variété [E]
contenant E . Le rang d'une variété V est le plus petit entier r tel qu'il existe une
partie B & r éléments avec [E] =V ; on appelle rang d'une partie E de S, et 1'on

note r(E) le rang de la variété [E] . On a alors
(22) r(EAE') + r(EUE') < r(E) + r(E")

si E et E' sont deux parties de S de plus , si E' est obtenu en ajoutant un

® ..

point s & E, le rang r(E') est égal & r(E) ou r(E) + 1 selon que s appartient &
[B] ou non . Le corang de E est cr(BE) = r(M) - r(E) et la nullité de E est
n(E) = IE‘ - r(E) ; ce sont des entiers positifs .

La théorie des matroides est une synthdse de la géométrie lindaire et de la théorie
des graphes (voir Whitney [12] ) . En effet , soient V un espace vectoriel (ou projec—
tif , ou affine) sur un corps K , et S une partie finie de V . Il existe sur S wune
structure de matroide dont les vari¥tés sont les traces sur S des sous-espaces vectoriels
(ou projectifs , ou affines) de V ; pour toute partie E de S , 1'ensemble [E] se com-
pose des points de S qui sont combinaison linéaire des points de E . D'autre part , &
un graphe G sans aréte multiple , on associe le matroide M(G) dont les points sont les
arftes de G et dont le treillis géométrique des variétés n'est autre que le treillis
L(G) introduit au n° 5 .

Par analogie avec 1l'alg®bre linéaire , on dit qu'une partie E de S est libre si
1'on a [E'] # [E] pour toute partie E' de E distincte de E , que E est génératrice
si l'ona [E]=8S , et que E est une Dbase si elle est & la fois libre et génératrice .
Ces notions sont caractérisées respectivement par les égalités n(E) =0 , cr(E) = 0 et
n(E) = cr(E) =0 .

A la théorie des graphes , on emprunte la notion de circuit , qui est une partie non-
libre minimale , et de lien qui est le complémentaire d'un hyperplan . Un point s est

appelé une boucle si {SX est un circuit , et un isthme si (_s} est un lien .

7. Donnons les constructions fondamentales sur les matroides .

a) Soient M un matrofde et S 1'ensemble de ses points . Le matroide dual ¥ a mémes
points que M et pour hyperplans les complémentaires des circuits de M . Le dual de '
est M . Disons que deux propriétés P et f portant sur les matroides sont duales si

une partie E de S a la propriété P pour la matrofde M si et seulement si SA\E
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jouit de la propriété _1:‘ dans le matroide M° . En ce sens , la notion de partie libre
est duale de celle de partie génératrice , et la notion de base est autoduale ; de méme ,
les notions de circuit et d'hyperplan sont duales , ainsi que celles de nullité et de co-
rang . Enfin , un point de S est une boucle pour M si et seulement si c'est un isthme
‘pour M* .

b) Soient M et M' deux matroides , ayant respectivement S et S' pour ensembles de
points . Le matroide somme M + M' a pour points les points de la réunion disjointe de
S et S' et pour variétés les parties VU V' , ol V est une variété de M et V' une
variété de M' . Ona r(VuV') = r(V) + r(V') sous ces hypothdses , et en particulier ,
le rang de M + M' est la somme des rangs de M et M' .

Un matrolde M est dit connexe s'il est non vide et s'il n'est pas somme de deux ma-
troides non vides . Tout matroide M se décompose de maniére unique en somme de matroides
connexes , appelés ses composantes ; deux points s et s' de M appartiennent & une
méme composante si et seulement s'il existe une suite de circuits cl,...,cm avec s € C1 »
s' g Cm et Cin ci+1 non vide pour 1< i <m . Caractérisation analogue par les liens .

c) Soient M un matro¥de , S 1'ensemble de ses sommets et T une partie de S . Le
matroide induit M’l‘ a T pour ensemble de points , et ses variétés sont de la forme
TAV , o V est une variété de M . Toute partie E de T a méme rang pour M et

pour H’I‘ .

Le matrofde quotient M/T de M par T a pour points les éléments de SN\ T , et
pour variétés les ensembles V tels que Vu T soit une variété de M . Le rang pour
l(/'l‘ d'une partie E de S\T est égal & r“(E v T) - rM(T) . En particulier , on a
r(M/T) = r(¥) - rM(T) .

Si e est un point de M , on note M\ e le matroide induit par M sur le complé-
mentaire de {e} , et M/e 1le matroide quotient de M par {ey.

8. Une notion fondamentale est celle du groupe de Grothendieck-Tutte construit 3 1'aide
des matroides (voir Brylawski [6] ) . Ce groupe commutatif a pour présentation des généra-

teurs [M] correspondant aux classes d'isomorphisme de matroides , et les relations
(M] = [w/e] + [M\e]

pour tout point e de M , qui n'est ni un isthme , ni une boucle . Si m et n sont
des entiers positifs , tous les matroides sommes de m isthmes et n boucles sont iso-
morphes ; on notera bm a 1'élément correspondant du groupe T de Grothendieck-Tutte .
?
Nous allons construire un isomorphisme de T sur le groupe additif 2Z[z,x] des po-
lyndmes 3 coefficients entiers en deux variables z et x , de sorte que b corres—
m n m,n
ponde su mon8me z x .
a) Le groupe T est engendré par les éléments bm p ¢ opar récurrence sur le nombre des
’
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points de M , on montre que 1'élément [M] de T est combinaison linéaire & coefficients
positifs d'éléments [M'] ol la matroide M' n'a que des isthmes et des boucles , donc
est tel que [M'] soit 1'un des léments bm,n .

b) Si i,j sont des entiers positifs , notons uij(H) le nombre des ensembles de
points de M dont le corang est égal & i et la nullité & j ; en particulier uoo(M)
est le nombre des bases de M . Le polyn8me de Tutte [11] du matrofde M est

- iqyd
(23) ty(z,x) = 1}33 uij(l()(z 1D (x-1)Y .
On vérifie aussit8t que si e n'est un isthme , ni une boucle de M , on a
uij(M) = uij(M/e) + uij(H\g) ;

il existe donc un homomorphisme n de T dans 2[z,x] appliquant ([M] sur ty pour

tout matroide M . On a d'ailleurs

M)-r(E E|(-r(E
(20 o) = 3 RO lBl-r)
la somme étant étendue aux ensembles E de points de M . Vu 1'additivité du rang , on
a donc
(25) Y = et :

Bnfin , le polyndme de Tutte d'un isthme est 2z et celui d'une boucle est x ; vu (25) ,

’
n applique b = sur z"x" , donc c'est un isomorphisme de T sur 2{z,x] .
s £

D'aprés l'alinéa ci-dessus , le polynlme tM est & coefficients entiers positifs ;

voici quelques-unes de ses valeurs intéressantes :

tH(l,l) = nombre de bases de M
tM(2,1) = nombres de parties indépendantes de M
tH(l,z) = nombre de parties génératrices de M

tM(2,2) = nombre de parties de (1'ensemble des points de) M .
Enfin , si Hx est le matroide dual de M , on a la régle de dualité
(26) tHx(z,x) = tM(x,z) .

9. On peut rattacher au polyndme de Tutte certains des invariants numériques associés i
un treillis géométrique L . Définissons d'abord un matroide M dont les points sont

les atomes de L , et les variétés les ensembles Sx (pour x dams L) composés des
atomes 8 <x . On peut identifier par l'application x> Sx le treillis L au treil-
lis des variétés de M ; pour tout ensemble E d'atomes de L , [E] n'est autre que

la borne supérieure de E dans L . On établit alors la formule

E
(21) fut = g, (D
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en remarquant que le membre de droite F(x) de cette égalité satisfait aux propriétés

caractéristiques F(0) =1 et > F(y) = O pour x non mul (ce qui est immédiat).
y<x

Pour le polyndme caractéristique , on obtient alors 1'expression
(28) (8 = (O™ g0
d'oll la valeur de l'invariant de Mébius-Rota
r(L)
(29) \»,(L) = (-7 Ve, (1,0) .
r(L)
’

et 1'ona |pML)]| = tM(l,O) . Un autre invariant qui joue un rBle dans la suite est
e(L) = x%L “"L(x)l ; on a donc

(30) e(m) = (-l)r(L)pL(-l) = t,(2,0) .

Le matroide M associé au treillis géométrique L n'a pas de boucle , d'oh il ré-

Comme le polyndme ty est 3 coefficients positifs , \»L(L) a mdme signe que (-1)

sulte que le polyndme tn(z,x) est indépendant de x , donc égal & (-l)r(L)pL(l-z) . Un
isthme du matrofide M est un atome s du treillis L qui possdde un complément , c'est-
d-dire un élément x de L tel que xA s =0 et xVvs =1 . Supposons que e soit un
atome de L sans complément , et notons L/e 1l'intervalle [e,1] de L . Par ailleurs ,

notons I\e le quotient de l'ensemble L par la relation d'équivalence

pour tout atome s£e de L ,ona XAS = yAS H

on peut munir f.\e d'une structure de treillis géométrique pour laquelle 1'application
canonique de L sur INe soit compatible avec 1l'opération A . L'équation

tM = tM /e + t}f\e se traduit donc par la formule

(31) pL = PL\e b pL /e (pour un atome e sans complement)
qui jointe & la formule
(32) pP(S)(t) = (t—l)lsl ( S ensemble fini )

fournit une caractérisation du polyn8me caractéristique .

De manidre analogue , l'invariant de Mdébius-Rota est caractérisé par les relations
(33) PO = e\ - /) pEe) = (D]
et 1'invariant ¢ par les formules
(34) oL) = o) +c(r/e) , olp(s) = 2%l .

10. Il nous reste & décrire l'invariant @(M) associé 3 un matrofde M par Crapo (7] .
C'est le coefficient (positif) du mondme =z dans le polyndme de Tutte tM(z,x) . Autre-

ment dit , on a

(35) pon = (0™ 5 (lF @)

10
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ol la somme est étendue aux ensembles de points de M .

Lorsque M est un matroide non vide , le polyn8me tH est sans terme constant ; la
relation ty ., = tMtM' montre alors que (&(M) est nul si M n'est pas connexe ; on a
d'ailleurs (S(M) =0 lorsque M est réduit & une boucle . Réciproquement , supposons
que le matroide M soit connexe , et ne soit pas réduit & une boucle ; on a alors

’
(M) > 0 : cela résulte de la formule

(%6) (5(!4) = (S(H\e) +(5(M/e) (si e n'est pas un isthme) ,

de la positivité de (5 , et du lemme combinatoire selon lequel il existe toujours un
point e du matroide connexe M , qui n'est pas un isthme et pour lequel M/e soit con-
nexe .

Soit L un treillis géométrique , et soit M 1le matroide associé 3 L comme au
n° 9 . On pose @;(L) = \’5(!4) , d'old

r(L)+1
(37) O = (<) XEL\»L(X).r(x)
par application des formules (27) et (35) . On a done
r(L)+1
(z8) R = (1) p (1)
si pi' est la dérivée du polynSme P, -
Choisissons un atome s de L ; nous allons établir la formule
B r(L)+1
(39) P = (1) wlo b1® -

Pour cela , on pose v(x) =1 ou 0 selon que xAs estégald O oud s , etl'on

définit la fonction f sur L par la formule

(40) £(x) = p(ov(x) - §\&.L(y) ,

ol la sommation est étendue aux éléments y de L tels que yA s =0 et yvs=x.

On vérifie aussit8t que l'on a £(0) =1 et E f(x) =0 pour a £ 0 ; on a donc
x<a
f = t - Passant aux séries génératrices , on obtient
- (4 r(L)-r(x)-1 .
(a1) p(t) = (1) 2w (o)t ;

compte tenu de la formule (38) , il reste & diviser par t -1 et & faire ensuite t = 1.
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8§ 3. Arrangements d'hyperplans
réels

11. Compte tenu des préliminaires du paragraphe 2 , nous obtiendrons une réponse rapide
aux probldmes comcernant les configurations d'hyperplans réels . Soit V un espace vecto-
riel réel de dimension finie 4 , et soit E un ensemble fini d'hyperplans de V . Soit
L 1'ensemble des sous-espaces vectoriels de V qui peuvent se représenter comme inter-
section d'hyperplans appartenant & lj!__ . Nous ordonnerons L par 1'ordre opposé & 1'in-
clusion , de sorte que E< F signifie EDF . Alors L est un treillis géométrique ,
et Ii 1'ensemble de ses atomes ; le plus petit élément de L est V , et le plus grand

est l'intersection V_= N H ; le rang de L est (L) =d-d ol d estla di-
°  HeH () o

mension de Vo ; enfin , pour tout élément E de L , ona rL(E) = d~-dim E .
On peut aussi considérer E comme 1l'ensemble des points d'un matroide M . Pour tout
E el , soit E(E) 1'ensemble des hyperplans appartenant & I=I et contenant E ; alors
E +— g(E) est un isomorphisme de L sur le treillis des variétés du matroide ¥ .
Soit H e g . On peut lui associer d'une part 1'ensemble g\{H'ﬂ (noté simplement
I=I\ H ) d'hyperplans dans V ; le matroide correspondant est M\H . D'autre part , 1l'en-
semble EH des hyperplans de H de la forme H'n H (avec H' ;é H appartenant 2 }=I )

définit un matroide isomorphe & M/H . Cette interprétation géométrique des matroides

M\E et M/H joue un r8le fondamental .

12. L'ensemble g d'hyperplans dans V définit une dissection de V de la manidre sui-
vante : pour tout H e g , choisissons une forme linédaire v, sur V de noyau H . On
dit que deux points x et y de V sont équivalents si u.H(x) et u.H(y) ont le méme
signe (+,-ou 0) pour tout H e I; ; les classes d'équivalence sont des parties con-
vexes qu'on appelle les facettes ; les facettes ouvertes s'appellent aussi les chambres
(ou régions) définies par la configuration H d'hyperplans . Les chambres ne sont autres
que les composantes cornmexes de l'ouvert {1, complémentaire de la réunion des hyperplans
appartenant & H (pour tout ceci , voir Bourbaki [16] ) . Le nombre des chambres sera
noté c(g) .

Un isthme dans le matroide M est un hyperplan H appartenant & I__I et qui ne con-
tient pas 1l'intersection des hyperplans H' # H appartenant & f{__ . Si I=I ne se compose
que d'isthmes , on peut introduire un systdme de coordonnées linéaires XypeensXy dans
V de sorte que H se compose des hyperplans d'équation x; =0 pour 1<ix< (L) ;

il est alors immédiat que c(H) est égal & 2!3[ . Dans le cas contraire , choisissons
un hyperplan H dans H qui n 'est pas un isthme ; un argument géométrique simple montre

qu'on a

12
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(42) o(B) = e(B) + c(E\D)

(si C est une chambre de E\H ,» rencontrant H , alors C NN H est une chambre de %
dans H et C~ (CN H) se découpe en deux chambres de Ii ) . D'aprds la caractérisation
de 1l'invariant c(L) donnée & la fin du no 9 , on a donc la formule de lg_s_alavski [5 .
théordme A] :

r(L)
(43) o = = |W®] = (7 pl) .

Nous pouvons aussi donner une formule pour le nombre fk(li) des facettes de dimen-
sion k . En effet , les facettes de }=I sont les chambres des diverses configurations
}le , o F parcourt L et ol H, se compose des hyperplans de F de la forme HA F,
avec H ¢ g et H #F « Appliquant la formule (43) aux diverses configurations EF ,
on trouve
(44) £(8) = (-1)¥ e (-1)Hm EWL(F,E)

’
ol la somme est étendue aux couples (E,F) d'éléments de L tels que F =soit de dimen-

sion k et contienne E (on se rappellera que le signe de \»\— (F,E) est celui de
r(E)-x(F) k + dim E L

(-1) = (-1) ) . Pour E fixé dans L , distinct de V , la somme des
nombres \LL(F,E) pour F parcourant 1'intervalle [V,E] de L , est nulle d'aprds
la définition de la fonction de Mébius . De la formule (44) , on déduit donc aussitdt la
relation d'Euler-Poincaré

d

k d

(45) ()7 g (B) = (2) .

k=0 =

On peut remonter ce raisonnement ; au moyen de la formule d'inversion de Rota , on déduit
la formule (44) (et en particulier la formule (43) ) de 1a relation d'Euler-Poincard pour

toutes les configurations H_, (avec Fe L) .

=F

13. Illustrons ce qui précdde sur les exemples classiques des systdmes de type A0 By

et D, rencontrés dans 1'étude des systimes de racines (voir Bourbaki [16] ) . Rappelons
que 1l'espace vectoriel est ici I_td , dont nous noterons XyreeesXy les fonctions coor-
données ; soient H, le noyau de x, , H,.

i i ij
X. +xj . Le systéme Ad—l se compose des hyperplans Hij pour 1<i<j<d ; le sys-

celui de x.,-x. et H!. celui de
1 ] 1]

i ’

téme Dd y adjoint les hyperplans H;.j pour 1<i<j<d ; enfin, le systéme Bd

adjoint les hyperplans Hi (pour 1<i<d) au systéme Dd . 11 sera adussi commode

d'introduire le syst&me Bd m obtenu en adjoignant les hyperplans HipeoobH a D
k4

(pour 0sm<d) ; on a Dd=Bd,0 et Bd=Bd,d .

d

Dans chacun de ces cas , le polyn8me caractéristique pL(t) est de la forme

(t - dl)...(t - dr) . Voici le tableau de ces valeurs :

13
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i r dyseensd |H| c(H)
Ay d-1 1,2,00.,d=1 a(a-1)/2 d:
2 a
B, d 1,3,...,2d-3,2d-1 a 2°.4t
d-1
D, d 1,%,...,2d-3,d-1 a(a-1) 27 C.at
Bin a 1,3,...,2d-3,d+n-1 d(d-1)+m 2d'1(d+m).(d-1):
’

D'aprds le théoréme de Zaslavsky , le nombre c(g) des chambres est égal & IpL(—l)l ,
donc & (dl + 1)”'(dr +1) . D'autre part , dans tout treillis L , on a \,\,L(x) =-1
si x est un atome de L ; le nombre des atomes est donc 1l'opposé du coefficient de
r-1

t dans p, (t) ; ceci fournit la relation [H| = d; + ... +d .

Voici un moyen rapide de retrouver les valeurs classiques précédentes . De manidre
générale , soient Q un ensemble fini de points et H wun ensemble fini d'hyperplans dans
gd ; soit L le treillis associé & I:={ . On suppose que pour tout Ee L , ona
‘Q nE| _ qdim E

mule d'inversion de Rota montre que le nombre de points de Q qui n'appartiemnent a

, ou q est un entier indépendant de E ; une application de la for-

aucun des hyperplans de E est égal & qd-r(L)pL(q) .

LY

Pour le cas de Ad—l , on prend pour Q 1'ensemble des vecteurs & coordonnées en-

tidres 8y5eeer8y satisfaisant aux inégalités 1 < a8, < q . Dans ce cas , le treillis L

est d'ailleurs isomorphe au treillis des partitions de l'ensemble{ l,2,...,d} (associer

au sous-espace B € L 1la relation d'équivalence

<< X, et x, ont mdme restrictiona E >

1 J

entre éléments i,j de (1,2,...,(1} ). On retrouve donc le résultat du no 5b) .

s

Pour le cas de B q » OB prend pour Q 1'ensemble des vecteurs & coordonndes entidres
81reeesty satisfaisant aux inégalités [ai| < q . BEnfin , si 1'on 8te 1'hyperplan Hm au

systéme B on obtient le systime B

-1 alors que le systéme induit par B a,m sur
< 1 fo o
4-1,m-1 ° Si 1'on note b a,m le polyndme caractéris

, la formule (31) du n° 9 fournit la relation de

d,m
1'hyperplan H_ est isomorphe 4 B
tique du syst®me d'hyperplans B im
’
récurrence b an = b d,m-1 " b &—l,m-l ; puisque le polyndme caractéristique de

Bd qa= Bd a déja été déterminé , on peut terminer le calcul .
’

14. Nous considérons maintenant le cas d'un ensemble H d'hyperplans affines dans un es-
pace affine réel A de dimension finie 4 . On introduit encore le treillis géométrique

L formé des intersections d'hyperplans appartenant & E__ ; on notera que 1l'ensemble vide
est considéré comme un sous-espace affine de A . La formule donnant le nombre de chambres

est analogue & celle du cas vectoriel :

14
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(26) oB) = Z . |wE)l

ot L' désigne 1'ensemble des éléments non vides de L . La démonstration est pratique-
ment la méme que dans le cas vectoriel .

Considérons maintenant le cas des chambres bornées , dont nous notons cb(g) le nom-
bre . I1 ne peut y avoir de chambres bornées que si appartiennent & L 1'ensemble vide et

LY

des ensembles & un point . Faisons cette hypothdse ; on a alors
b
(47) c (B = |WB)| .

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre d'éléments de H en utilisant la

formule (33) du 0’9 pour f“(L) et la relation analogue
(48) C® = CENED + c(g)

qu'on établit par un raisonnement géométrique élémentaire . On est ainsi ramené au cas
de d +1 hyperplans en position générale , qui déterminent une unique chambre bornée
qui est un simplexe.

En explicitant la définition de l'invariant P.,(L) au moyen de chafnes , on peut
donner des expressions analogues aux formules (1) et (2) de 1'introduction . Notons
fk(l-=l) (resp. fz(g) ) le nombre de facettes (resp. facettes bornées) de dimension k j pour
toute suite (io,...,im) d'entiers telle que 0 < :'Lo <i <.,..< imi d , notons

1

P N le nombre de suites croissantes (Eo,...,Em) d'éléments de L , ol E’J, est
o’ "' p

de dimension ij pour 0< j<m . On a alors

k m i
(49) f® = (U 3 ()" 5 () B et
(50) fz(g) = (-)re=(D) Eo (-1)" = p Y

[}

ol 1l'on ne somme que sur les suites (io,...,im) soumises & la restriction im =k .

15. Faisons le lien avec 1'invariant (L(L) de Crapo . Nous conservons les notations du
n° précédent . On peut supposer que l'espace affine A est le complémentaire dans un
espace projectif P de dimension d d'un hyperplan "& 1'infini" Hoo . Soit goo 1'en-
semhle d'hyperplans dans P constitué de Hoo et des fermetures projectives des hyper—
plans appartenant & H ; notons Loo le treillis géométrique formé par les intersec-
tions d'hyperplans appartenant & I={ao . Comme ensemble ordonné , l'ensemble L' des
éléments non vides de L s'identifie 4 1'ensemble des éléments E de Lco tels que
EAH, = 0.Commeona p(L) = - V“L(E) , les formules (39) et (47)
entrafnent 1'égalité de cb(g) et de (L EI;)) .

15
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8 4. Homologie

16. Soit L un ensemble ordonné fini , ayant un plus petit élément O et un plus grand
élément 1 . Soit T 1l'ensemble des éléments de L différents de O et de 1 ; on dé-
finit un complexe simplicial I ayant T pour ensemble de sommets et dont les faces sont
les parties totalement ordonnées de T. Le complexe de chatnes augmenté C(Z) a pour

base les simplexes [xo,xl,...,xp] (de degré p > 0) avec x, <3 <. < X, et [ ]

1
(de degré 1) . L'opérateur "bord" est défini par la formule

i P
(51) ) [xo,...,xp] = igo (-1) [xo,...,xi,...,xp]
avec les conventions usuelles ; en degré 0 , ona ®[x]=[ ] . Par construction , la

caractéristique d'Euler-Poincaré du complexe C(Z) est égale & - L) (voir Rota [10]).
Lara st egale

On notera H(L) 1'homologie du complexe C(E) et H (L) sa cohomologie .

17. Supposons maintenant que L so0it un treillis géométrique , et notons S 1'ensemble
de ses atomes . Pour tout ue L , soit Zu le sous-complexe de £ formé des simplexes
dont tous les sommets sont > u . On établit aussit8t les propriétés suivantes :

a) I est réunion de la famille de sous—complexes (ZS) 5

seS
b) soit ue L , et soient sl,...,sm des atomes de L tels que u = slv...v 83
on a alors Eu = Zsr\....n Es H
1 m

¢) 1le complexe Zu est acyclique (géométriquement , c'est un cdne de sommet u) ;
a) Eu est non vide si et seulement si u est différent de 1 .

Par suite , le nerf A du recouvrement (Es)se de X a pour sommets les atomes de L ,

et pour simplexes les parties non-génératrices ze S . D'aprés les propriétés précédentes
et le théordme des recouvrements acycliques , le complexe A a une homologie (et une co-
homologie) canoniquement isomorphe & celle de 2 ; ceci fournit une autre description de
1'homologie de L .

Soit r le rang de L . Comme toute partie de S qui a au plus r - 1 éléments
ne peut 8tre génératrice , le squelette de dimension < r - 2 de I\ contient toutes les
faces de dimension < r - 2 du simplexe ayant S pour ensemble de sommets . Par ailleurs
le complexe £ est de dimension r - 2 , et sa caractéristique d'Buler-Poincaré est
égale & - (L) . On en déduit que B(L) est nul pour 1 £ r-2 , 8t que B 2(1)
est un groupe commutatif libre de rang lrv(L)| . Ce résultat est dft & Folkman [14] .

18. Baclawski a introduit un autre complexe dans [13] . Pour tout entier p>1 , notons

BP(L) le groupe commutatif libre ayant pour base les symboles [xl,...,xp] avec

1

O0<x, < ...< xp 3 on pose BO(L) = _g_ . L'opérateur "hord" est défini par-a 1=0 et
p-l i-1 A
(52) Airppeeery] = 2 D g B ]

16
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(noter que la sommation ne comprend pas de terme avec i = p , contrairement & la formule
(51) ) . Le complexe B(L) ainsi défini est somme directe des sous-complexes Bx(L)
(pour x # 0 dans L) ayant pour base les symboles [xl,...,xp] avec x_ =x .O0r, dun
décalage prés des degrés , le complexe BX(L) n'est autre que le complexe associé comme
au n° 16 & 1'intervalle [0,x] de L . Compte tenu du théordme de Folkman , on voit que

By

le polyndme.de Poincaré de 1'homologie de B(L) est égal & EZL ‘A/L(x)(-t)r(x) ; autre-
xe

’

ment dit , on a
(53) Pyy(¥) = (") p (/e .

19. Voici maintenant une application du complexe de Baclawski & la cohomologie de certains
espaces topologiques . Le résultat est dfl & Orlik et Solomon [18] . La démonstration qui
est esquissée ci-dessous est différente de la leur ; elle nous a été communiquée par
Springer , et elle a 1'avantage de s'adapter & bien d'autres situations (en cohomologie
Q,~adique par exemple) .

Soient V wun espace vectoriel complexe de dimension finie d , et un ensemble
, et L 1'ou~

vert de V complémentaire de F . Pour calculer la cohomologie de fL , on utilise la

d'hyperplans de V ; on note F 1la réunion des hyperplans appartenant &

(==l ]

suite exacte d'excision qui donne un isomorphisme entre Hi(F) et Hz *1(.9.) pour
0<i<2d-2 (zchomologie & support compact) , et la dualité de Poincaré qui fournit
une dualité entre Hi(.ﬂ.) et HZd_i(-Q-) . On utilise ensuite la syi‘ce spectrale associde
au recouvrement de F par les hyperplans de la famille g . Le terme Ei)’q de la suite

1
variant indépendamment dans H . Mais 1l'intersection EOI\E

spectrale est la somme directe des groupes Hg(Eo NEnNn....n Ep) s pour l-)(),‘rll,...,Ep
PR a)

1(\ Ep est un espace
vectoriel complexe de dimension s par exemple ; le seul groupe de cohomologie non mul
s'obtient pour q =2s , et 1'on a donc E{'q = 0 lorsque q est impair . La suite
spectrale dégénére alors au terme E2 . En utilisant le complexe A défini au n° 17 ,

on peut établir un isomorphisme entre 1'homologie du terme E. de la suite spectrale ,

1
et 1'homologie du complexe de Baclawski .

En conclusion , la cohomologie de 1'espace {lL est isomorphe & la cohomologie du

complexe de Baclawski , et en particulier , on a

(54) Pt = I p (0T

17
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8 5. Groupes engendrés par des pseudo-

réflexions

20. Définissons d'abord les diviseurs de Saito [20]. Soient X une variété analytique com~-
plexe , et D un diviseur sur X dont toutes les composantes irréductibles sont de mul-
tiplicité 1 . A ce diviseur on associe deux faisceaux cohérents .0-11) et DerD comme
suit . Soient x un point de X et h =0 une équation locale de D au point x ; la
tige de ..n.; en x se compose des germes de 1l-formes différentielles méromorphes w au
point. x , telles que hw et dhAw soient holomorphes en x . De manidre duale , la
tige de DerD en x se compose des germes de champs de vecteurs holomorphes g au
point x , tangents & D en tout point lisse de D ; il revient au méme de supposer
que (g.h/h est holomorphe en x .

Si W et E sont comme précédemment , la fonction méromorphe <§ , &> est holo-
morphe en dehors de D , et en tout point lisse de D ; elle est donc holomorphe ; on
définit ainsi un accouplement de Q; et Der, & valeurs dans le faisceau des fonctions

D
holomorphes sur X . Il n'est pas difficile de montrer que c'est une dualité parfaite

entre .O.[l) et DerD .

On dit que D est un diviseur de Saito si les faisceaux .Q:') et DerD sont locale-
ment libres . Voici un critdre tréds commode. Pour que D soit un diviseur de Saito , il
faut et il suffit qu'au voisinage de tout point de D , on puisse trouver des champs de
vecteurs holomorphes 31,..., S d tels que les crochets de Lie [§j'§k] soient combinai-
sons linéaires & coefficients holomorphes de El""’ f d )et un systéme de coordonnées lo-
cales ZyseeesZy  pouUr X tel que D soit défini localement par l'équation h =0 ,

ol h est le déterminant de la matrice (%.zk) . S'il en est ainsi , ( El,...,fd) est

une base locale du faisceau DerD .

21. Dans [22] et [23] , Terao a appliqué ces notions au cas d'un arrangement H d'hyper-
plans dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie d . Pour chaque hyperplan
He H, onchoisit une forme linéaire Uy sur V , de noyau H , et 1l'on pose

h = HHH uy $ le diviseur d'équation h = 0 n'est autre que la réunion D des hyperplans
€

apparte;ant & E .
On dit que 1l'arrangement g est "libre" au sens de Terao s'il existe des champs de
vecteurs polynomiaux El,..., E a sur V avec les propriétés suivantes :
a) El,...,g d sont linéairement indépendants sur 1l'algdbre S des fonctions polyno-
miales sur V ;
b) les fonctions rationnelles Eih/h sont des polyn8mes ;

¢) chacun des gi est une application polynomiale de V dans V , homogdne d'un cer—
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tain degré B,

d) on a |E| = n,+ ...+

Le diviseur D est alors un diviseur de Saito , et (El,...,gd) est une base du

faisceau DerD sur V. Soit L 1le treillis géométrique associé & H comme précédemment.
Le résultat fondamental de Teramo dans [23] est 1'égelité

(55) pL(t) = (¢t - nl)...(t - nd) .

Compte tenu des résultats du no 19 , on en déduit la formule

(56) 1h(t) = (1+nt)..(1 +nt)

ol gngt) est le polyndme de Poincaré de l'ouvert Sl = VD de V.

Terao a donné dans [22] des crit®res combinatoires de "liberté" de H . Avec les
notations introduites au n° 11 , on peut les résumer comme suit :

Soit H un élément de H et soient j,nl,...,nd des entiers positifs tels que

1< j<(d . Deux des conditions suivantes entrafnent la troisidme :

a) H est libre , d'exposants Dseeesny 3

b) g'\ H est libre , d'exposants 111,...,1'13-1,...,n,d H
~~
c) H, est libre , d'exposants COCTTRIC VRPRIL
De plus , si ces conditions sont remplies:, ona n; = {g| - IEH‘ .

Ce critdre a permis & Terao d'examiner les complexifiées des configurations d'hyper-
plans dans 33 classifiées par Griinbaum dans [3] ; ce sont tous les arrangements connus
dont les chambres sont des c8nes simpliciaux , mais certains ne sont pas "libres" au sens

de Terao . La signification géométrique de 1'hypoth&se de "liberté" reste donc obscure .

22. Pour terminer , montrons comment les résultats de Terao s'appliquent au cas d'un
groupe fini d'automorphismes de V , engendré par des pseudo-réflexions . Soit G wun
tel groupe , et soit H 1'ensemble des hyperplans de V pour lesquels il existe un é1é-
ment de G (une pseudo-réflexion) ayant H pour ensemble des points fixes . Soit S
1'algdbre des fonctions polynomiales Sur V et soit SG la sous-algébre de S formée
des fonctions polynomiales invariantes par G . D'aprds Bourbaki [16] , SG est une al-
gebre de polyndmes engendrée par des éléments algébriquement indépendants f.,...,f. ,

d
sous-espace gradué de S , stable par G , supplémentaire dans S de 1'idéal engendré

homogénes de degrés respectifs mi,...,m ; nous poserons m, = m{ -1 . Soit R un

par fl,...,fd . Alors la représentation de G dans R est isomorphe 3 la représen-

tation régulidre de G , et la multiplication dans S définit un isomorphisme de
RE SG sur S .
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Soit E un G-module de dimension finie s sur g . De ce qui précdde , il résulte
que l'espace des éléments G-invariants de E 8 S est un module libre sur SG , avec une
base (ul,...,us) formée d'éléments homogénee de degrés respectifs ql(E),...,qs(E) .
Choisissons une base (el,...,es) de E sur g ; il existe des éléments ujk de S
tels que uy = E e a “,‘jk ; le déterminant jE de la matrice (ujk) est un polyndme
homogdne de degré ql(E) oaae + qs(E) . A la multiplication prds par un scalaire non nul,
il ne dépend que de E .

Choisissons pour tout H ¢ g une forme linéaire uy sur V de noyau H , et notons
eq 1'ordre du sous-groupe (cyclique) de G formé des transformations qui fixent tous les
éléments de H . D'un théordme général de Gutkin (1973) , nous retiendrons les deux cas
particuliers

ep~1
(s7) oTo b iy = HEE uy .
Remarquons que les élément; de V- BS s'interprétent-comme les formes différentielles
polynomiales sur V ; on voit facilement que les différentielles df:j forment une base
du SG—module des formes différentielles polynomiales invariantes par G , d'ol
qj(Vx) = mj pour 1< j<d . De manidre analogue , les élém;nts de V&S s'inter-
prétent comme les champs de vecteurs polynomiasux sur V . Le S -module des champs de
vecteurs polynomiaux sur V invariants par G est donc libre ; si l'on pose n, = qj(V),
ce module possdde donc une base (El,...,id) , ol §j est homogéne de degré nj .11
est alors facile (compte tenu de la premidre relation (57) ) de montrer que 21,..., § 4
satisfont aux conditions de la définition de liberté de Terao . Par suite , le systime
?__ est libre ; par application du théordme de Terao , on obtient le résultat fondamental

de 1'article [19] d'Orlik et Solomon (voir Terao [24] pour ce raisonnement) :

Si Q. est l'ouvert de V formé des points qui n'appartiennent & aucun des hyperplans

de H , le polynfme de Poincaré de S est égal & (1 + nlt)...(l + ndt) .

Lorsque G est engendré par des réflexions , on a ey = 2 pour tout H e I=I et
mj = nj pour 1< j<d . Dans le cas général , Orlik et Solomon déterminent les expo-
sants nj pour chacun des groupes de la classification de Shephard-Todd (21] en s'appuy-

ant en particulier sur les formules suivantes :

(58) m1+...+ md = 12-:[ (eH-l)

(59) - Igl

(60) (tem)eltsn) = 2 O

(61) (b= m)eeclt=n) = I det(g). +<(8)

ot k(g) est la dimension de 1'espace des points fixes de 1'élément g de G .
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