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Noverbre 1979

Alg@bres auto-injectives de représentation finie

(d'aprés Christine Riedtmann)

par Pierre Gabriel

Dans tout 1l'exposé qui suit k désigne un corps algébriquement clos. Sauf
mention du contraire, les alg@bres considérées sont supposées définies sur k ,
associatives, unif@res et de k-dimension finie. Nous désignons par modA 1la
catégorie des modules & droite de k-dimension finie sur 1l'algdbre A . L'algébre
A est dite sobre si A/radA est un produit d'exemplaires de k . Elle est
connexe si 0 et 1 sont les seuls idempotents centraux.

Nous remercions Christine Riedtmann de 1l'aide apportée pendant la prépa-
ration de cet exposé. Dans le but d'informer rapidement le lecteur non spécialisé
en évitant 1'inflation de notions abstraites nous avons di opter pour une présen-—

tation quelque peu "&triquée", limitSe aux alg@bres de représentation finie.

1. Alg@bres de représentation finie

Rappelons qu'un module MémodA est dit indécamposable si M#0 et si,
dans toute décamposition M=M1€BM2 on a M1=0 ou M,= 0 . D'aprés Krull-
Remak-Schmidt [ 9] deux décampositions d'un module M&mod A en somme directe

d'indécamposables se déduisent 1l'une de l'autre par un autamorphisme de M . Ia
classification des modules 3 isamorphisme pr@s se raméne donc a celle des indé-
camposables.

L'algdbre A est dite de représentation finie si le nambre de types
(=classes d'isomorphisme) d'indécomposables Mémod A est fini. Ainsi, l'alg@bre
de polynomes tronquée k[T]/’I‘n est de représentation finie: tout indécamposable
est isamorphe 3 1'un des modules k[T)/T" pour r=1,2,...,n . En fait, toute
algdbre commutative de représentation finie est isomorphe 3 un produit fini
d'algébres de polynames tronquées. Cela résulte de ce que l'alg@bre
K[X,Y)/(x*,XY,Y?) est de représentation infinie: on obtient une infinits de
types d'indécamposables en faisant opérer X et Y sur k2m au moyen des

matrices
fo o e |0 0
[lm o/ €% |gmn o

od J(m,)) désigne la matrice de Jordan de valeur propre ) et de taille mxm:
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mxm

A0
Jlm ) = |1 A €k
01

P > OO

On connait de nambreuses algébres de représentation finie (non comu-
tatives!): voir par exemple [13],[7 ]J,[11],024] ou [33). Mais les ingré&dients
intervenant dans ces algdbres sont tous de nature combinatoire. On conjecture
donc que, pour une dimension donnée d , il n'y a qu'un nombre fini de types
d'algébres de représentation finie. Pour certaines classes particulilres
d'algdbres la conjecture a &ét& prouvée par Bongartz [ 8], Kupisch [22,23] et
Riedtmann [ 27].

Soit G un groupe fini. On sait depuis longtemps que, si la carac-
‘téristique p de k est positive, l'algdbre k[G] du groupe G est de repré-
sentation finie ssi les p-sous—groupes de Sylow de G sont cycliques ([17],
[19]). Mais on ne connait pas exactement la structure de ces algébres de groupes;
on sait seulement depuis une dizaine d'années qu'elles sont associées & des
arbres planaires ([ 10],[18],R0,21,[16],[26],[25],[14]) . Les démonstrations
utilisent en particulier le fait que la représentation réguliére de G est in-
jective: en effet, pour tout MéEmod k[G] , 1l'application Hom, (M,k) =
Bom [ A M,K(GD) , 6 ] 6(2g 1)g est bijective.

g€G

On dit que 1'algdbre A est auto-injective (ou quasi-frobeniusienne)
lorsque la représentation régulidre AAEmodA est injective. L'introduction de
cette notion est justifiée un peu par 1l'exemple des algébres de groupes. I1 y a
aussi des raisons théoriques que nous découvrirons plus tard. Mais, pour nous
dans cet exposé, la notion est justifiée avant tout par les résultats de
Riedtmann qui obtient la classification que nous allons exhiber des alg&bres
auto-injectives de représentation finie.

2. L'algébre d'Auslander d'une alg@bre de représentation finie

2.1 Soit E=EndMA 1'algé@bre des endamorphismes d'un module MémodA . On
sait bien que le foncteur X+~ Hom A(M,X) induit une équivalence entre la sous-
catdgorie pleine addM de modA formée des facteurs directs de M© , n€N ,
et la sous-catégorie pleine projE de modE formée des modules projectifs.
Lorsque A est de représentation finie et que tout indécomposable de mod A
est isamorphe & un facteur direct de M , on obtient donc une équivalence entre
modA et projE , de sorte que la connaissance de E permet de récupérer
mod A & Equivalence prés et l'alg@bre A & é&guivalence pré@s au sens de Morita.
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Supposons A de représentation finie, choisissons une suite Ml"' .,Mr
de représentants des indécamposables de mod A et posons M=MleB...aaMr . On
appelle algébre d'Auslander de A toute algébre isamorphe a E=Endlv§\ . Came
nous supposons M, ?Mj pour i#j , l'algdbre E est sobre.

Proposition [ 1]: soit E une algdbre sobre. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(1) E est l'algébre d'Auslander d'une algébre de représentation finie.

(ii) Un module PEmod E est projectif ssi HanE(S,P)=Eb<t%:(S,P)=O pour tout
E-module simple de torsion S .

(iii) La dimension hamologique globale de E est =< 2 et, dans la résolution

injective minimale 0+EE—>IO«>Il... de EE ' —I-O et Il sont projectifs.
(iv) La catégorie proj E est abElienne.
(v) EP est 1l'alg@bre d'Auslander d'une algébre de représentation finie.

Rappelons qu'un E-module Y est dit de torsion si HcmE(S,E)= 0 pour
tout facteur de Jordan-Holder S de Y . Il est dit sans torsion si
HanE(T,Y)= 0 pour tout module de torsion T .

2.2 Avant de démontrer bri&vement la proposition précédente, nous rappelons
quelques éléments de localisation dans'le cadre des algébres de dimension finie
([12],031]). Soient E une algdbre et S un ensemble de types de modules
simples S€modE . Un module NEmodE est dit de S-torsion si le type de tout
facteur de Jordan-Holder de N appartient & S . Il est dit sans S-torsion si
l—kmE(S,N)= 0 pour tout mocliule simple de S-torsion S . Enfin on dit que N est
S-fermé si H%(S,N)=&tE(S,N): 0 pour tout module simple de S-torsion S ; il
revient au méme de dire que tout morphisme u:U-+V , tel que Keru et Cokeru
soient de S-torsion, induit une bijection HcmE (u,N): HcmE (V,N)-"»HcmE (U,N) . La
sous—catégorie pleine de modE formée des modules S-fermés est abélienne; on

1l'appelle catégorie—quotient de modE par S et on la note mod E/S . Le fonc-

teur-inclusion mod E/S+modE est exact & gauche et posséde un adjoint & gauche
exact L . Enfin, si Y&modE , ona LY=0 ssi Y est de S-torsion.

Dans le cadre auquel nous nous restreignons ici, la catégorie—quotient
est équivalente & une catégorie de modules et l'adjoint & gauche L peut étre
construit camme suit: Soit PEmod E  un projectif tel que P/radP soit sans
S-torsion et contienne une copie de chaque module simple sans S-torsion. Pour
construire P on peut par exemple choisir un idempotent convenable e€E et
poser P=eE . Soit P* = Hom,, (P, E) (3Ee) et A= BﬂP;P%P*(;@e) . Les
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catégories modA et modE sont reliées par un couple de foncteurs adjoints
D:mdA>modE , Xe>Hom, (P*,X) et G:modE-modA , Yr- YEP* 3> Hamg (P,Y) (5Ye) .
Ona GY=0 ssi Y est de S-torsion, les applications canoniques GDX~+X sont
bijectives, D est pleinement fid&le, DX est S-fermé pour tout X€modA et
D induit une équivalence mod ASmodE/S . L'adjoint & gauche cherché L :modE-
mod E/S  est le camposé de cette équivalence avec G .

2.3 On rencontre la situation décrite en 2.2 en procédant comme suit: Partons
d'une algdbre A et d'un générateur de modA , c'est-3-dire d'un module Mémod A
tel que AA soit facteur direct de M® pour un nEN convenable. Posons
E=EndMA . Le foncteur X~ HomA(X,M) induit une anti-équivalence de addM
sur proj (EP) . Puisque A€addM , il s'ensuit que EJ‘/L:HanA(AA,M) est un
E-module 3 gauche projectif et que EdeM?» (End AA) P3a%  gridentifie a
1'anneau des hamothéties de MA .

Comme MA est un générateur de modA , le foncteuwr D :modA-»modE ,
X Hm&“M,X) est pleinement fidele. Camme EM est projectif, 1'adjoint & gauche
G:modE »mod A Y+ Y%M est exact. Il s'ensuit que D induit une &quivalence
de modA sur modE/S , o S est l'ensemble des types de modules simples
SémdE tels que GS=0 . On peut décrire S explicitement: Si I€addM est
indécomposable, DL est un E-module projectif indécamposable, et DL/rad DL est
un E-module simple. L'application L DL/radDL ainsi définie induit une bijec-
tion entre les types d'indécamposables de addM et les types de E-modules
simples. On voit facilement que DUL/rad DL est de S-torsion ssi le A-module in-
décamposable L est non projectif.

Dans le cas particulier considéré en 2.1, ol A est supposée de repré-
sentation finie, on a addM=modA , et les E-modules projectifs coincident avec
les modules de la forme DX , c'est-d-dire avec les E-modules S-fermés. Il

s'ensuit que les E-modules de S-torsion coincident alors avec les modules de tor-
sion au sens de 2.1.

2.4 Démonstration de la proposition 2.1: L'équivalence (i)<=>(ii) résulte
directement de 2.2 et 2.3.

(i1) =>(iii): Soit S 1'ensemble des types de E-modules simples de tor-
sion. L'assertion (ii) signifie que les E-modules projectifs coincident avec les
modules S-ferm@s. Le noyau d'un morphisme entre modules projectifs est donc
S-ferm&, donc projectif. Ceci montre que la dimension globale est < 2 . De méme,
camme EE est sans torsion, I0 l'est aussi; donc IO est S-fermé et projectif.
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Carme Hat\E(S,Il)=Ebcté(S,E)= 0 pour tout module simple de torsion S, I
est sans torsion, donc S-fermé, donc projectif.

1

(iii) =>(ii): Come I0 et Il sont projectifs, ils sont sans torsion,
' - _ 1 - -
et 1'on a H%(S,E)—M\E(S,IO)—O et MS(S,E)—meE(S,Il)—O pour tout module
simple de torsion S . Il s'ensuit que tout module projectif est S-ferms.

Réciproquement, si P est S-fermg&, soit 0-P +Jg +J, ... sa résolution injective

1
minimale. Came J. et J, sont sans torsion, leurs facteurs directs indé-

camposables sont deg envelq];pes injectives de modules simples sans torsion. Ils
sont donc isamorphes & des facteurs directs de I0 et sont projectifs. Camne J0
et J1 sont projectifs et que la dimension globale de E est <2 , il s'ensuit
que P est projectif.

(i) =>(iv) : clair.

(iv) =>(iii) : Le foncteur—inclusion projE-»>modE s'identifie au fonc-
teur Pw>Hom(E,P) . Il cammte donc avec la construction des noyaux, ce qui
prouve la premi@re partie de (iii). D'autre part, dans la catégorie ModE de
tous les E-modules & droite, les limites inductives filtrantes de modules pro-
jectifs sont plates, donc projectives. Il s'ensuit facilement que la catégorie
ProjE de tous les E-modules & droite projectifs est ab&lienne, que les limites
inductives filtrantes y sont exactes (elles cammtent avec le foncteur-inclusion
Proj E-ModE) et que EE est un générateur de Proj E . Le foncteur-inclusion
Ham(E,?) : Proj E-ModE possdde donc un adjoint & gauche exact ([32]), de

sorte qu'il transforme injectifs en injectifs. Si 0-E->J, ~>J est une

0o "1°°""

résolution injective de E dans ProjE , I et Jl sont & la fois projectifs

et injectifs dans ModE , et la suite 0->E-J —>J1 est exacte dans ModE , ce
qui entraine la deuxiéme partie de (iii).

0

(i)<=>(v) : résulte de (i)<=>(iv) si l'on tient campte de 1l'antiéqui-
valence proj E5 proj EP » P> Homg, (P,E) .

2.5 L'intérét de la proposition d'Auslander réside dans le fait qu'on sait
camment vérifier si une algébre domnée E satisfait 3 la condition (iii), alors
qu'il est difficile de vérifier si une algébre A est de représentation finie
ou non. L'inconvénient est que les algébres d'Auslander se prétent moins 3
"1'expérimentation” que les algdbres de représentation finie, dont on connait
beaucoup d'exemples de petite dimension, alors que par leur définition méme les
algdhres d'Auslander sont beaucoup plus grosses.

Un des résultats de Riedtmann est que les avantages des algéhres d'Aus-
lander prévalent sur leurs inconvénients. En fait, sa classification fournit a la
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fois les algdbres auto-injectives de représentation finie et leurs algd@bres
d'Auslander. Mais la description des algébres d'Auslander est & la fois plus
simple et plus frappante, et notre chemin passe par elles. Qu'on nous pardonne
donc d'avoir insisté sur les sorites précédents, plus ou moins triviaux.
Résumons le probléme posé: Soit A une algd@bre de représentation finie,
et désignons par D:mod A-modE le foncteur X HcmA(M,X) , les notations
étant celles de 2.1. Si PemodA est projectif, DPEmodE est projectif et sa
"coiffe" DP/radDP est sans torsion. De méme, si I€modA est injectif,

DIGmod E est injectif et son socle est sans torsion. La classification des

alg@bres auto-injectives de représentation finie se ram@ne donc 3 celle des

algdbres d'Auslander pour lesquelles les modules projectifs de coiffe sans tor-

sion coincident avec les modules injectifs de socle sans torsion.

3. Détermination d'une algébre par carquois et relations

3.1 Un carquois est formé de points et de fl&ches. Le carquois KE d'une
algébre E a pour points les types de modules simples. Si S,T&modE sont deux
modules simples de types i et j , le nombre de fléches de KE allant de j
vers i est égal a [Exté(S,T): k] . Ainsi k[Tl/T" a pour carquois -OT ,
k[X,Y],(Xz,XY,Yz) a pour carquois XG.QY . L'algéhbre des matrices triangulaires
T, = {(aij)€k4x :aij=0 pour i>3j} a pour carquois 1+«2+3+4 .

Si K est un carquois, une flé&che camposée de K allant de i vers J
est une suite de points et de flaches (j[an,...,ulli) telle que nz0,
i=source(otl) ’ but(um) =source(ocml) pour 1sm<n et but(o.n)=j ; lorsque
n=0 , nous supposons i=3j . L'alg@hre k[K] du carquois K a pour k-base les
flaches composées, la multiplication étant définie par la formule

0 si j#4
(mlsp,...,slsz) Glog,eeerog[1) ={

1) si j=L .

(mlﬁp,...,Bl,an,...,(xlX

3.2 Toute algdbre sobre E est un quotient de 1l'algébre de son carquois:

En effet, soit lE=el+...+er une partition de 1'unité en idempotents primitifs
orthogonaux deux & deux. A une telle partition est associée la décamposition

E= elEGB...GB erE de EE en same directe de projectifs indécamposables, dont
les "coiffes" eiE/eiradE représentent les différents types de modules simples.
Nous pouvons donc identifier ces types aux nambres naturels 1,2,...,r . Posant
R=rad E , on voit facilement que
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2 _ 1 .
[eiRej : eiR ej] = [ExtE(eiE/eiR,ejE/ejR) : kJ

1 .
= [ExtE(Eej/Rej,Eei/Rei):k] = nambre 0 de flaches de j vers i,

n

1 L
et 1'on peut choisir, pour tout couple (i,j) , des éléments f__,...,f. Jce Re.
J

ij i3
dont les classes modulo eiRZej forment une base de eiRej/eiR ej . Ceci nous

fournit un homomorphisme surjectif d'algébres
¢ : k[KE] + E

q111i envoie (i||i) sur e; etles ny 5 flaches de j vers j sur

fij’ . ,fril;.'j . On peut donc décrire E au moyen de KE et d'un systéme de
générateurs r, de 1'idéal bilatére Ker ¢ (les "relations rq:o") . Dans le cas
de k[T, K[K.] s'identifie & 1'algdbre de polynames k[T] et Ker¢ est
déterminé par la seule relation 'I‘n= 0 . Dans le cas de klX,Y)/ (xz,xy,yz) ,
k[KE] est 1'algdbre associatilee libre ezzngendrée par X et Y , et Rer¢ est
détermingé par les relations X =XY=YX=Y =0 . Dans le cas de T4 enfin, on a

Ker ¢ =0 et k[K,]3T, .
4

3.3 Notre propos est de décrire par carquois et relations les algébres
d'Auslander des algdbres auto-injectives de représentation finie. Reprenons donc
les notations de 2.1: Soient A une alg@bre de représentation finie, Ml' . .,Mr
une suite de représentants des indécamposables de modA , M leur samne directe
et E=EndM . A la décamposition donnée de M est associée la partition de
1'unité lE= e1+...+ e ol eiEE designe la projection de M sur Mi qui
annule les autres facteurs. Dans notre numérotation des indécamposables de A
nous placons en queue de liste les projectifs (et injectifs) indécamposables,

soit M (r=r-s est le nambre de modules simples) . Nous appelons algébre

s+l'° " 'Mr
stable associée & A le quotient E =E/ ] Ee E . La notion d'algdbre stable
remonte & [ 5],[34] : si 1'on appelle hané:;gpes deux morphismes f_,gEHarh(X,Y)
dont la différence g-f se factorise par un projectif, E est l'algdbre des

classes d'homotopie des endamorphismes de M . Le carquois de E s'obtient &

partir de celui de E en biffant les n derniers points et les fl&ches atte-
nantes. D'aprés 2.5 les points biffés sont les types de E-modules simples sans

torsion.

Théor2me (Riedtmann [27],(28],[29]) : L'algd@bre stable E associée 3 une
algdbre auto-injective de représentation finie connexe a pour carquois le quo-—

tient de ZAn, ZDn, 2, ZE, ou ZEg par un groupe d'autamorphismes
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admissible. Les relations peuvent &tre choisies de la maniére suivante:

A chaque maille simple 2 8 ~ est associée la relation Bo+8y=0 .
§
A chaque maille double o EES est associée la relation Ra+Sy+ze=0
Y

A chaque maille bordante de la forme

/Sug\. W ou e.ﬁg./_s_) .....
. . o B , '/' \\

est associée la relation Bo=0 . ’ )

Un groupe dautomorphismes est dit admissible si le carquois—quotient (qui
a pour points les classes de points, pour fl&ches les classes de fléches) n'a ni
lacet ¥) ni double-fl&che <=3+ . En fait, lorsque G parcourt les groupes
admissibles, les quotients Z’An/G , ZDn/G ... ne sont pas tous des carquois
d'algdbres stables. Il y a d'autres restrictions que nous découvrirons plus loin.

3.4 Nous nous contentons de quelques indications sur la démonstration du
théoréme 3.3, Avec les notations de 3.2 il est clair que les applications

fﬁ' j? :ejE +eiE fournissent une présentation projective minimale

L

n, .

® er) D Fii e p e rer_s0
j 3 i i1

du module simple eiE/e.R de type i . Deux cas sont possibles:
a) i»>s , i.e. e, E/e R est sans torsion. Dans ce cas, e, E/e R est con—

tenu dans un module projectif, donc est de dimension projective =1 , et (fe )
est injectif.

Réciproquement, supposons e.E/e.R de dimension projective <1: si
elE/e R est projectif, il est sans torsion.

Si la dimension projective est 1,
£
(£

i) est injectif et non nul. Comme on a HanE(e .E, E):>Ee , on voit que

Extp(e;E/e,R,E) s'identifie au conoyau de 1'application Ee; —>€B (Ee )

I
xv—*(x fgj) . Camme tl €R=rad E , ce conoyau n'est pas nul. Il s et15u1t que
eiE/eiR est de dJ.mens10n projective =1

ssi elE/eiR est sans torsion.

b) i=s , i.e. eiE/eiR est de torsion. Dans ce cas nous affirmons que

la résolution projective minimale de eiE/eiR est de la forme

) fl

(cr .
e(eE) "3 ——3—) e,E — e,E/e,R—0

0 —)ehE jh

’
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m ~ mn m 2
ol gjhEejRehz, ol les classes gjh des gjh modulo ejR e forment une base
de ejReh/ejR e v et ol hss .

En effet, partons plus génfralement d'un module de torsion T&God E et de
sa résolution projective minimale

—->fP—->T—->0

1w 00— pz—‘l P 0

Pour tout NEmodE posons E*=HmnE(N,E)€nodE°p . Came on a Ham (T,E) =
Exté(T,E)= 0 , la suite précédente donne par transposition une suite exacte
f*

*
(2) 0— P4 — p;—g—» PA— T'— 0

avec T'=Eb(t§(T,B)€mod EP . Nous affirmons que T' est de torsion: sinon on
aurait un morphisme non nul h:P%>E tel que hg*=0 , et par conséquent gh*=0 ;
ceci contredirait 1'injectivité de g .

Came la construction T~+T' est réversible, il s'ensuit que (2) est une
résolution projective minimale de T'é&mod P , et que le foncteur
Tr T'= Exté(T,E) est une antiéquivalence de la catégorie des E-modules & droite
de torsion sur celle des E-modules & gauche de torsion. En particulier, si T
est simple, T' 1l'est et g* s'identifie 3 la présentation projective minimale

® (Ee.)nij Eg‘ﬁ)’ Ee — T'— 0

3 J
d'un E-module & gauche simple de torsion. Came T' est de torsion, h parcourt
les nonbres de 1 & r & l'exception de n=r-s d'entre eux. Caumne d'autre part
ehE ne peut étre injectif, les valeurs s+l,...,r sont exclues. Il s'ensuit que
l'application i+h est une permutation de l'ensemble {1,2,...,s}: c'est la
permutation d'Auslander-Reiten.

3.5 Dans ce qui précéde les réminiscences d'algébre cammutative sont évidentes.
En fait, on a une interprétation plus directe des phénanénes de dualité observés
en interprétant les résolutions projectives précédentes au niveau des A-modules.
Soit D:modA->modE le foncteur tel que DX:HauA(M,X) - On a alors e;E 31141

et les suites exactes

£
G ) n,. (£
0 — oF h o, & (ejE) 0o, eE

J
s'obtiemnent au moyen de D & partir de suites exactes

n. .
Q0 — Mh—Y‘} G.;lelJ —(b» Mi—+ 0
J



545-11

de modA , les suites "presque scindées" d'Auslander-Reiten [4] .

Le fait que €B(e E) I e, JE= e E/e R— 0 soit une présentation projec-
tive implique au niveau de la sulte 4q' Auslander—Relten que tout morphisme non
bijectif Mt—+Mi se factorise 3 travers ¢ . Tenant campte de ce que
HGILE(Mh,M) 3E'eh on voit de méme que la présentation projective @(Eej)
Eeh——>Eeh/Reh—> 0 assure & la suite d'Auslander-Reiten une propriété duale:

tout morphisme non bijectif M.h—>Mt se factorise & travers y .

n,.
1]

—

Nous n'en dirons pas beaucoup plus, devant nous contenter ici de lancer
quelques slogans et de renvoyer les lecteurs intéressés aux &tudes détaillées.
Ajoutons simplement qu'on déduit des relations entre E et suites d'Auslander-
Reiten que le carquois de E n'a ni lacet ni double-fl&che ([ 61,[2,3],[27]) .

La méme propriété vaut pour le carquois de E . De plus, d'aprds les observations

faites, les points de E sont soumis 3 la permutation d'Auslander-Reiten m ,
qui a la propriété suivante: pour tout sammet x de KE , les sources des
fl2ches de but x coincident avec les buts des fl&ches de source mX . Riedtmann

exprime les propriétés ainsi décrites de KE‘ en disant que KE est un carquois
de représentation stable.

Théor@me (Riedtmann)[27]:Tout carquois de représentation stable est de la forme
ZB/G , ol B est un arbre orienté et G un groupe d'autamorphismes admissible

du carquois de représentation stable 2B décrit ci-dessous.

Si B est un arbre orienté, 2B a pour points les couples (n,b)€ZxB .
La permutation d'Auslander-Reiten de ZxB applique (n,b) sur (n+l,b) . En-
fin, & toute fléche ¢:b+>c de B sont associées deux suites de fléches
(n,¢) : (n,b)=(n,c) et (n,§) : (n+l,c) —>(n,b) de ZB .

/ / / /\/ /"

N
\

l* ‘;. \/\
-

é B : / ,.- N\
N KN

\
~

n+l (n c)

o]

7B
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Iorsque B est obtenu a partir des diagrammes de Dynkin An, n'E6'E7’E8
par orientation des arétes, 2B est 1l'un des carquois décrits en 3.3. Pour ter-
miner la démonstration du théoréme 3.3 il reste d'une part & exclure les arhres
qui ne sont pas de Dynkin. Cette partie de la démonstration est analogue 3 celle
d'un théor@me similaire obtenu indépendamment par Gel'fand et Ponamarjow ([15],
[27]). Il reste d'autre part 3 trouver un systéme adéquat de relations. Pour cela
Riedtmann allie des arguments cambinatoires & 1'interprétation donnée du carquois
de E au moyen des suites d'Auslander-Reiten.

4, Description des algdbres d'Auslander des alg@bres auto-injectives de

représentation finie

4.1 Soit E 1l'alg&bre d'Auslander d'une alg@bre auto-injective de représen-
tation finie A . S'appuyant sur le théora&me 3.3 oOn peut supposer connue
1'algdbre stable E=E/ Z Ee,E et essayer de reconstruire E 2 partir de E .
Avec les 1dent1f1cat10ns de 3 2 et 3.3, le carquois KE de E a pour points les
nombres naturels 1,...,s (les points "de torsion"), auxquels nous devons ajou-
ter les nambres s+l,...,r (les points"sans torsion") pour obtenir les points
de KE: . Quelles sont les fl&ches a rajouter a KE?

Soient P un A-module projectif indécamposable et J son radical. Le
radical du E-module DP =HcmA (M,P) est formé des applications A-lingaires
f :M+P dont aucune camposante fi=f|Mi n'est inversible. Camme P est pro-
jectif et Mi indécamposable, une telle camposante fi ne peut étre surjective;
elle se factorise donc par J, et le radical de DP s'identifie &
DJ=HcmA(M,J) . En d'autre termes, si P3>Mj , J>s , et si J-~>Mi , i<s , le
carquois K, de E contient une seule fla&che aboutissant & j , et cette fléche
part de i . De fagon duale, si S désigne le socle de P et si P/S3M, ,
L<s , K, contient une seule fléche partant de j , et cette fl@che aboutit &
£ . Il s'ensuit que la suite d'Auslander-Reiten d'extrémité M, est de la forme

0+Mi->Q'>Me->0 '

P étant un facteur de Q . En particulier, ona ™£=i , si m:{1,...,s8} >
{1,...,8} est le permutation d'Auslander-Reiten. En résumé, si 1l'on connait la
position des points iGKE associés aux radicaux des A-modules projectifs indé-
camposables, on obtient KE 3 partir de Kﬁ en adjoignant a K= un point p;
pour tout i, ainsi que des flaches i-p, »m L(i) .

31



545-13

Il reste donc & savoir, oll peuvent se trouver les points i associés aux
radicaux des projectifs indécamposables. L'ensemble R de ces points i est
sounis aux contraintes suivantes: a) pour tout point g de KE , 11 existe
un i€R et un £LER tels que éifiéq#o #éqﬁél . b) si i,l€R , on a
[8,B8, :k]=6,, (&, désigne la classe de e, modulo  } Ee.E ). Ces contraintes

i 2 if i i [
s'introduisent de la manidre suivante: la catégorie stagnl'é modA , qui a les

mémes objets que modA , mais dont les morphismes sont les classes d'homotopie
d'applications A-linéaires, est munie d'une auto-équivalence naturelle, le

foncteur-lacet  de Heller, qui associe & tout McmodA le noyau de sa couver-

ture projective. Dans cette équivalence, les radicaux des projectifs indécompo—
sables correspondent aux A-modules simples. La condition a) provient de ce que
tout module non nul contient un simple et se projette sur un simple. Quant 3 la
condition b) , c'est le lemme de Schur!

4,2 I1 s'av@re que les corditions a) et b) sont les seules contraintes
imposées & R . Ceci nous am@ne 3 la description suivante des algdbres E, due
3 Riedtmann: Soit K 1'un des carquois Z'An, ZDn, ZEG, Z’E7 ou ZE8 de 3.3. S5i
X,y sont deux points de K , soit k(x,y) 1l'espace vectoriel libre engendré par
les fl&ches camposées allant de x & vy . Les espaces k(x,y) fournissent une
catégorie kK , qui a pour objets les points de K , pour espaces de morphismes
les espaces k(x,y) . Nous désignons par k[K] 1la catégorie ré&siduelle obtenue
a partir d¢ kK en imposant aux flaches camposées les relations associes aux
"mailles" de K et décrites dans le théorame 3.3.

Ceci fait, nous appelons configuration de K tout ensemble C de points
de K tel que: a) pour tout point g de K, il existe des points i€C et v
£eC  tels que Hcmk[K](q,i)géo# Ha"k[K](z'q) .b) si i,£€C ,on a
[Ha“k[K] “,i): k] = 5i2 . Par exemple, les carquois 2, 2, et 2E, donnent

7 8
naissance respectivement & 22, 143 et 598 configurations non congrues

deux & deux. Nous décrirons plus loin les configurations des carquois mn .
Pour 2D nous renvoyons & [28].

A toute configuration ¢ de K nous pouvons associer un carquois KC
Ns s
en ajoutant & K des points p; et des flaches i— pi—l» Tf—l(i) pour tout

=€ ( FE)=(n-1,x)

Théor@me (Riedtmann): Soit K = mn, ZDn, *®,, TE., ou Ti:8 . Soient C une
configuration de K et G#{1} un groupe d'autaworphismes admissible de K
tel que GC=C . Mmissons le carquois—quotient KC/G des relations suivantes:
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A toute maille de KC/G de source 1¢ C/G , nous associons la relation
décrite dans le théoréme 3.3.
A toute maille de K de source i€C et de la forme

J
0}/1 lw{A
i ; p=r (1)
It

nous associons la relation Blal+...+stat+eiﬁi =0 de KC/G , 00 ¢ désigne
la classe modulo G d'une fléche ¢ de Ke.

' 1<t=<3

Alors l'algébre définie par le carquois KC/G et les relations précédentes

est 1'algébre d'Auslander d'une alg@bre auto-injective et de représentation finie.
Réciproquement, toute alg@bre d'Auslander d'une algébre auto-injective de re-
présentation finie est de cette forme si k est de caractéristique # 2 .

Pour la démonstration nous renvoyons & [28],[29] .

4.3 Configurations de Z’An . Posons e (x)=exp(2 in%) . Avec cette notation,
en(Z) n'est autre que le polygone régulier des racines n-iémes de l'unité&. Une
relation de Brauer B dans en(Z) est par définition une relation d'équivalence

telle que les enveloppes convexes des classes d'équivalence soient disjointes.
Si une telle relation B est donnée, nous désignons par op la permutation de
en(Z) associant & un point sEen(Z) le premier point de la classe d'Equivalence

de s qui vient aprgds s dans l'orientation trigonamétrique du cercle unité.

Proposition [14): soient B une relation de Brauer dans en(T) et CB 1l'en-
semble des points (i,j) de ZAn tels que en(1+j)=ohen(i) . Alors CB est
une confiquration de Z’An , et 1'application B~ CB est une bijection entre les

relations de Brauer dans en(Z) et les configurations de nn .

Voir figure 2.

I1 résulte en particulier de la proposition précédente que toute configu-
ration de mn est stable sous la translation 1 : (i,3)~—(i+n,3j) . En ré&gle
générale, le groupe des autamorphismes de ZAn laissant stable CB est engendré
par " . Dans le cas particulier @ G = e , nous allons décrire ici 1l'algéhre
A , auto-injective et de représentation finie, dont l'algébre d'Auslarder est
définie par le carquois (nn) CB/G et les relations du théor&me 4.2. Pour cela
mous adjoignons a ag la permutation BB de en(Z) telle que
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Bpe, (X) = oz;len(x+l) + €7 . Ceci dit, nous associons & tout point sée (2)
deux flaches de source s : une "a-fléche" ag:s +<1B(s) et une "B-fl&che"
BS:S-*SB(S) - Ceci nous fournit un carquois Qp :

o B

2 1

1

A

1 // %
By "3 I8 R
i-?' 0 2 ! Of ‘Bo

Pour tout s nous désignons par as et bs les cardinaux des orbites ags et
Bgs , par o le composé des a-flaches de sources s,uBs,...,ags-ls , par gos
le camposé des B-flaches de sources s,BBs, .. .,Bgs-ls . L'algébre P st alors
définie par le carquois QB et les relations suivantes:

a) Gsﬂegls =0= Bsua-l

, Y s€e (2) .
5 S n

b) o2+ g% =0 . Vsee (2) .

4.4 Dans les deux cas suivants le groupe des autamorphismes de (ZAn,CB) est
plus grand que el .

a) Il existe un nambre e|n tel que B soit stable sous la permutation
e
Yo, (%) — en(x+e) .
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On peut alors choisir G=1rez (si e=1 on retrouve la situation décrite en 4.3:
si e est minimal, G est le groupe de tous les autamorphismes de ZAn

laissant stable CB ). Dans ce cas, l'algéhre N est définie par le carquois

B, eZ

QN

3 _ %
61@15332;3:25_’62
&1 o

et par les relations

- = = as  _bs
O_asss'gs_ssaa‘és a™ +8

associées aux points s€en'(2) (¢ désigne la classe modulo Yeﬂ d'une fléche

camposée ¢ de QB ). Ainsi, dans le cas de l'exemple donné, les relations sont:
T2 3= _~wm _a= =7 7~ 3 mm = — == _—— . =

0 = 0)By =810y =038y =830y =0y, =B,T3 =0y +B38) =ay0y +B,8; =00y +6, .

Le cas traité ici est celui des algdbres de groupes (voir [14]) .

b) Il existe un autamorphisme T du carquois QB qui échange les o-flé@ches
et les B-fléches (dans ce cas n est nécessairement impair et T est une in-

volution) :

Dans ce cas, la configuration CB est stable sous l'autamorphisme o : (i,j)
(i+j-n—;1'-, n+l-j) (symétrie par rapport 3 la "médiane" de ZAn ; voir figure 3).
Le groupe des automorphismes de n, laissant stable CB est alors nnzx 02
Un sous-groupe admissible est de la forme naZ ou (M) z, gzl . Dans le cas

A c= ™%, 1e carquois (%) /G est un "ruban de Msbius" .
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