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Séminaire BOURBAKI 496-01
29e annde, 1976/77, n° 496 Février 1977

SPECTRE DE L'EQUATION DE SCHRODINGER ,
APPLICATION A LA STABILITE DE LA MATIERE
(d'aprés J. LEBOWITZ , E. LIEB , B. SIMON et

W. THIRRING ]

par Pierre CARTIER

§ 1. Introduction

Il y a 51 ans , Schrodinger mettait & la base de la Mécanique Quantique rénovée son équa-

tion céldbre

2
(1) if Nt = 4 Ag + v o,

T 2m
ol gg(g,t) est fonction du point x de 1l'espace euclidien 33 et du temps t , ‘ﬁ
est la constante de Planck et m 1la masse d'une particule se mouvant dans le potentiel
2
V(g) . Les valeurs propres de l'opérateur hamiltonien H = - ("\ /2m) A +V sont les

niveaux d'énergie de la particule . De manidre générale , on appelle état 1ié d'un systé-

me physique S composé de deux parties S1 et 32 un état ol 1l'énergie totale E est

strictement plus petite que la somme E1 + E2 des énergies des deux parties prises iso-
lément ; le systéme S dans cet état ne peut se scinder spontanément en ses deux compo-
sants Sl et 82 sans apport d'énergie extérieur . Transposant au cas qui nous occupe
ici , on devra appeler état 1ié une fonction propre de H associée & une valeur propre

négative .

Les probldmes fondamentaux liés & 1'équation de Schrédinger sont les suivants :

a) prouver (sous des hypothdses convensbles sur V ) que le spectre de 1'opérateur H

est borné inférieurement ;

,

b) donner des critdres gssurant qu'il n'y a pas d'état 1ié , ou un peu plus générale-
ment , que l'opérateur auto-adjoint H est positif .

L'application des critdres obtenus dans le probldme b) & l'opérateur H-E , ou E
est une constante , permet d'estimer la bornme inférieure <r(H) du spectre de H . Men-
tionnons aussi que préalablement & toute étude spectrale , il convient de préciser la
définition de l'opérateur H , et en particulier son domaine , de maniére & avoir un

, - . o
opérateur auto-adjoint ; nous reviendrons lia-dessus au n 2.3 .
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Malgré leur caractére fondamental , ces problémes n'ont été étudiés jusque vers 1965
que dans des cas particuliers , ol 1l'on savait résoudre explicitement 1'équation de Schro-
dinger , ou se ramener & un cas soluble par une approximation judicieuse . Depuis quel-
ques années , on a appliqué avec succés les techniques de 1'Analyse Fonctionnelle , qui
ont donné d'importants résultats généraux . Le plus spectaculaire concerne la "stabilité
de la matidre" dont la premidre solution , due & Dyson et Lenard [8] , vient d'&tre énor-

mément simplifiée par Lieb et Thirring [12] .

L'outil nouveau est un raffinement des inégalités de Sobolev classiques , avec dé-
termination des meilleures constantes . Sous une forme plus générale , ces inégalités
précisées ont été également obtenues par Th. Aubin , qui traite le cas du laplacien sur
une variété riemannienne [1] ; Aubin a appliqué ces inégalités & la solution de certaines
équations aux dérivées partielles non linéaires qui interviennent dans le probldme de
Yamabe en Géométrie Différentielle (3] . Il faut aussi remarquer que 1'étude du spectre
du laplacien sur une variété riemgnnienne , en rapport avec les longueurs des géodési-
ques fermées , a été trds stimulée depuis quelques années par l'utilisation des méthodes

que Maslov a introduites & propos de problémes de Mécanique Quantique . La boucle se

referme ....

B8 2. Le spectre de 1'atome d'hydrogéne

2.1. Rappels physiques
Voici d'abord la valeur numérique de quelques constantes physiques , exprimées dans le

systéme d'unités C.G.S. électrostatique :

c = 2,997925 . 1010 vitesse de la lumidre

4 = 1,05450 . 1072 constante de Planck (h = 2iif )
e = 4,80298 . 10.10 charge électrique élémentaire
mp = 1,67252 . 10—24 masse du proton

m, = 9,1091 . 10_28 masse de 1l'électron .

Le spectre de 1'atome d'hydrogéne consiste en une série double de raies de longueur

d'onde }pq (pour 1< p< q entiers ) donnée par la formule

1 1
(2) 1/ = Rl - —» .
/P‘l RHp q
Cette formule synthétise les trouvailles de Balmer , Lyman ,... en spectroscopie . La

constante de Rydberg RH pour 1'hydrogdne est égale & 1,0967776 . 105 (en cmnl) :

elle est reliée aux constantes fondamentales par la formule de Bohr
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(3) RH = me4/4n‘s3c avec m = mpme/(mp + me) .
Soit = c/?\pq la fréquence associée & la longueur d'onde )pq ;5 les relati-
ons (2) et (3) peuvent encore s'écrire sous la forme
(4) hy = E -E
Pq q P
(5) En = - me4/512n2 .

On interpréte ces formules en disant que les En sont les niveaux d'énergie de 1'atome
d'hydrogéne ; lorsque l'atome passe du niveau Eq au niveau Ep < Eq , i1 émet un pho-
ton d'énergie E = Eq - Ep ; ce photon correspond & une onde électromagnétique dont la
fréquence V = \)pq est lide & l'énergie E par la relation de Planck E= hV . Le

niveau d'énergie le plus bas , appelé aussi fondamental , est obtemu pour n =1 , soit

El = - me4/232 .

2.2. L'hamiltonien de 1'hydrogne et son spectre
De manidre un peu plus générale , nous considérons un électron de masse m, et de charge
électrique - e soumis au champ électrostatique d'un noyau de masse M et de charge
électrique Ze ( M = mp et Z =1 pour 1'hydrogéne , M® 4mp et Z =2 pour 1'hélium
ionisé Hei* ) . On prend le noyau atomique comme origine du systdme de coordonnées .

La masse réduite est donnée par m = H.me/(H + me) conformément & un résultat classi-
que dans le probléme des deux corps en Mécanique ( 1e centre de gravité , non le noyau
I-l

, . . 2
est fixe ) . Le potentiel électrostatique est alors donné par V(_x_) = =~ Ze |§ ,

ot |x| est la longueur d'un vecteur x dans 1'espace euclidien R’ .

L'opérateur hamiltonien s'écrit alors sous la forme

2
E 2, -1
(6) H = -5~ AE - Ze |§| ,
avec Ax = (-a/bxl)2 + (B/sz)2 + (}/bxa)z . On peut aussi écrire
= -1
(7) B o= [E].( -Ax - 2z)y|™)
avec |E,| = me4/252 comme plus haut , en faisant le changement de variables

x = a.y (od a, = $2/me? ) .

Pour simplifier les formules , il est donc indiqué de prendre une unité d'énergie
égale A {Ell , appelée souvent le Rydberg , soit 2,16789 . 10_11 unités C.G.S. ,
soit encore 13,53154 électron --volts ; pour unité de longueur , on prendra le

"rayon de Bohr" égal & a, = 5,32053 . 10-9 centimdtres . On a encore le choix d'une

unité fondamentale ; on fera ce choix de sorte qu'on ait =1 ,m=0,5 et e2 =2

dans le nouveau systéme d'unités . L'hamiltonien prend alors la forme simple
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(8) H= -4 - 2z|§|'1 .

Le spectre d¢e H se décrit ainsi . En accord avec les résultats expérimentaux rap-
pelés précédemment , les valeurs propres de H sont les nombres - Z‘e/n2 ol n par-
court l'ensemble des entiers strictement positifs ; pour Z =1, ce sont les niveaux
d'énergie de 1'atome d'hydrogdne . Il faut y ajouter un spectre continu égal a 1'inter-
valle (0, +o [ .

De manidre plus précise , on décompose au moyen, de 1'homéomorphisme de 23 - {0} avec
22 >< ]0, + oo l'espace de Hilbert L2(§3) en 2@0 B L2(0, +®) ; l'espace Dp
se compose des harmoniques sphériq 83 de degré L : c'est-a-dire les fonctions sur la
sphdre unité 22 qui se prolongengm polyndme P(é) sur 53 , homogdne de degre’ﬂ et
annulé par le laplacien A L'opérateur hamiltonien H se décompose alors en
L=0 1& B HQ avec
(9) Hn='(‘31—2+-2—-§r—-(—(e-§1—)+£) .

T r r r
Les valeurs propres de HZ sont de la forme -22/112 avec n>2 entier ; la multipli-
cité de ces valeurs propres est égale & 1 , et la fonction propre correspondant &
-zz/nz est égale & R2 e-R/2 L:f_zl(R) ; ona R= 2Zr/n et les polynSmes de Laguerre

sont définis par les formules usuelles

(10) LR = fENET) R = (fphm .

Comme I_)e est de giTension 20+ 1 , la multiplicité de —Zz/n2 comme valeur propre de

H est égale & z (2€+1) = n? - De plus , le spectre continu de Hp est absolu-

2=0
ment continu , de multiplicité 1 , et se compose de l'intervalle [0, + @ [ .

2.3. L'opérateur auto-adjoint H= - + V ; son domaine

Commengons par décrire le laplacien A . La transformée de Fourier d'une fonction f
appartenant & L2(§_3) est définie par

Py -iB'E
(11) f(g) = f}ﬁ f(g) e ndg .
Pour tout entier s >0, l’espac; de Sobolev g.s se compose des fonctions f dans
L2(§3) telles que 1'intégrale j lglzs.

f‘(p)lz dg soit finie ; en particulier , on a

.23 . . s

E =L (R ) . Le lapla;i\en est 1'opérateur A : E, —> E  défini par
2 ~

(12) Af(p) = - [p|” E(p) .

Considéré comme opérateur dans _!10 , de domaine _ELZ , 11 est auto-adjoint .

On dit qu'une fonction V sur 33 satisfait aux conditions de Kato si elle est

N
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somme d'une fonction de carré intégrable et d'une fonction mesurable et bornée ; c'est
le cas pour V(é) = -ZZlél_l . On montre par transformation de Fourier que toute fonc-
tion de 32 est continue et bornée (résultat qui ne s'étend pas en dimension > 4) s si
V satisfait aux conditions de Kato , alors Vf appartient 3 _110 pour toute fonction
f dans H, . De plus , Kato a montré dans {11] que 1'opérateur H : E,—> B défini

par Hf = ~Af + Vf est auto-adjoint dans _}_Io .

Pour trafter des fonctions V plus générales , nous utiliserons la méthode des
formes quadratiques . Cette méthode est un approfondissement de la méthode d'extension
d'un opérateur symétrique introduite par Friederichs en 1935 ; elle est exposée en dé-
tail dans le livre de B.Simon [21] . Soit T un opérateur auto-adjoint dans un espace
de Hilbert H , de domaine 2‘1‘ ; soit m la mesure spectrale de T , et pour tout
f dans H , soit m, la mesure scalaire sur la droite R définie par mf(A) =
< f |m(A).f > pour toute partie mesurable A de g . Le domaine ]_)T se compose des
vecteurs f dans H tels que 1l'intégrale yltlz dmf(t) soit finie . Considérons
alors l'ensemble 9‘1‘ des vecteurs f dans H tels que 1l'intégrale Sltl dmf(t) soit

finie , et posons

(13) qT[f] = J‘E t dmf(t) pour tout f dans 9‘1‘ .
Alors 9‘1‘ est un sous-espace vectoriel dénse de H , contenant 22’1‘ , et A est
une forme quadratique sur Q. (au sens hermitien qT[cf ] = e qT[f] pour tout
nombre complexe ¢ ) . De plus , on a

(14) qT[f] = <f| 7> pour f dans D, .

On a par exemple Q‘A = El

mesurable V , l'espace Qv se compose des fonctions f dans go telles que 1l'inté-

grale 5\ |v| |f|2 dx soit finie . De plus , on a

et pour l'opérateur de multiplication par une fonction

(15) a_,(f]

(16) ay(f]

1
J v ]f|2 dx pour f dans Q -

J‘IVf‘I2 dx pour f dans H

Dans la formule (15) , Vf est le gradient de f ; il a pour composantes les dérivées
A/ xJ. prises au sens des distributions , qui appartiennent & go par définition de

1'espace de Sobolev H, . De plus , ona |Vf|2 = _21 l)f/ij!Z .
J:
Nous faisons maintenant deux hypothéses sur la fonction V :

a) 1'espace _!_i_l = _0__A est contenu dans _O,‘V ;
b) il existe un nombre réel c tel gue l'on git 1'inégalité
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2

amn L f) + qlf] 2 cf [£]° ax
pour toute fonction f dans gl .
On définit une forme sesquilinéaire sur gl en posant
(18) < flg>y =JW.Vg dx +Jv?gd:=: ,
d'od

> = 3 i .
(19) < f|f | q-A[f] + qv[f] pour toute fonction f dans 51
On note QH 1'ensemble des fonctions f de _E_I_l pour lesquelles il existe une fonction
f. dans H_  satisfaisant a
1 ]
(20) < g]f >H = j Efl dx pour toute fonction g dans gl.
Cette fonction fl est unique et sera notée Hf ; alors l'opérateur H @ l)_ﬂ %go
est auto-adjoint dans go « De plus , le domaine _QH de la forme quadratique Iy
associde & H est égal & E =9 At et 1'on a
(21) qH[f‘] = q_A[f] + qv[f] pour toute fonction f dans H, .

L'opérateur H mérite donc le nom de somme de -& et de V . D'ailleurs , toute fonc-

tion de classe C2 & support compact appartient & D et l'ona Hf = - Af + Vf pour

—fi
une telle fonction f . Lorsque V satisfait aux hypothéses de Kato , on a —DH = j;l_z
et Hf = - Af + Vf pour toute fonction f dans _§2 , de sorte qu'on retrouve pour

H 1l'opérateur défini par Kato .

2.4. Quelques sstimations élémentaires

I1 reste & étudier les conditions a) et b) ci-dessus . La relation a) signifie que

la multiplication par |V|1/2 envoie B, dens H et ressortit 4 la théorie bien con-
nue des multiplicateurs dans la transformation de Fourier . L'hypothdse b) s'expli-

cite par la relation intégrale

(22) 5‘ {lVfI2 + V]f|2}d§ > c J ]2 dx

4 satisfaire pour toute fonction f dans )

ximation montre qu'il suffit de vérifier (22) par exemple lorsque f est de classe

. En fait , un argument facile d'appro-

¢® & support compact (en abrégé , f € C:’ (133) ).
T /de
Soit Q une fonction strictement positive &classe ¢® dans 23 . Posons

¢ = §2 et définissons la fonction Vl par A§ = V1§ . Pour toute fonction f

dans C?(Es) , ona

Vh) = £vp + §Vr

93
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d'od

VD2 = 22 1987 + IV (5D + 32 )

V@ (£1°ve) - (£]° 9 ad + & |ve®

par intégration sur 1_13 , le terme de divergence V-A dispardit , et 1'on trouve

(23) f{l?(f@)lZ + V|f§|2}d;=: = J.{|Vf|2 + (Vo) |f|2}cd§ .

Comme on a par ailleurs 5 |f§|2 dx = J]f'z e dx , 1'égalité (22) sera satisfaite

pourvu que l'on ait V - V1 >c .

Supposons d'abord que Q appartienne & H_ et que l'on ait V. =V - ¢ , c'est-a-

=2 1
dire Hﬁ = c§ . On a alors < fIHf > 2 c¢c < f|f > pour toute fonction f dans
Qﬂ d'aprés le calcul précédent et c¢ est donc la borne inférieure ¢°(H) du spectre

2 :
de H . Normalisons § par Slﬂ dx = 1 . Alors la fonction § est 1'état fonda-

mental pour l'hamiltonien H , et la mesure edg sur §3 est la loi de probabilité
de 1'électron dans 1'état fondamental . Tout ceci est conforme au vieil adage : " la
fonction d'onde de 1'état fondamental n'a pas de noeud ( = zéro) " . Par exemple1 R

'Z|§| et ¢ = —Z2 ; par suite

pour V({) = -2Z‘§|-1 , on pourra prendre @(J_z) =e
- Z2° est la borne inférieure du spectre de -\ -22|3c_|-1 , ce que nous savions déja

par les résultats plus précis rappelés au n’ 2.2,

Revenons au cas général pour V . On pourral prendre Q(é) = |£|_1/2 , d'ol
vl(é) = - 1/4|§|2 et donc 1'estimation
(24) a(H) > infé&v(é) + Ti'|§l 2 }
(voir Courant et Hilbert , page 446 pour ce calcul) . Dans le cas coulombien
V(g) = —ZZ|)_(|-1 , on obtient ainsi 1'estimation O(H) > 422 , que l'on comparera
4 la valeur ;xacte o (H) = e .

§ 3. Inégalités en tous genres

3.1. Réarrangement sphérique

Soit f une fonction mesurable et positive sur 1l'espace euclidien gn . On suppose que
pour tout nombre réel c¢ > 0O , l'ensemble S.f > c} des points x tels que f(_x_) >c est

. : . . . . n
de mesure finie . On montre facilement qu'il existe une unique fonction fs sur R

1 La fonction & n'est de classe C° qu'en dehors de l'origine . Mais comme C?(EH-S\O})

est dense dans gl , on adapte sans peine les raisonnements précédents .
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avec les propriétés suivantes :

a) la fonction fs est mesurable et positive sur ?_:n B

b) il existe une fonction décroissante u : [0, + o[ —> [0, + o[ telle que
fs(i) = u(|§|) pour tout x dans gn ;

c) pour tout nombre réel ¢ > O , les ensembles {f > c} et {fs > cY ont méme mesure .
La fonction fs s'appelle le réarrangement sphérique (décroissant) de f . On pourra
consulter le chapitre 10 du livre classique (9] de Hardy , Littlewood et Polya sur ce

sujet . On prouve facilement 1'inégalité
(25) Sf(;) ux) ix = 5 fs(g) u(|§0 dx
pour toute fonction u décroissante et positive sur [0, + o[ (commencer par le cas

de la fonction caractéristique u = I[O c] pour ¢ >0 ).
. ’

Le théor®me suivant a été prouvé pour q = n par G. Mostow [17,page 88] . La démons-
tration que nous donnons est due a Th. Aubin (non publiée) ; les mémes idées , sous une

forme moins rigoureuse , se trouvent dans [lO,page 184] pour g=2 et n=73.

THEOREME 3.1 - Soit K une pidce compacte dans gn (au sens de Bourbakiz) . Supposons

que la fonction f sur En soit nulle en dehors de K , coIncide sur K avec une

fonction de classe C* sur Bn et que le gradient ¥f de f ne s'annule qu'en un
nombre fini de points de K , ob le hessien de f ne s'annule pas . Pour tout nombre

q=>1, on a 1'inégalité

(26) Sgn [veg) ® ax gjgn lve|®ax .

Soient X) oo X les points de K ol s'annule Vf , et soient e = f(:l).
coeey cr = f(:_rr) les valeurs critiques de f . Pour tout nombre c¢ > O , on note

U(c) 1la mesure commune des ensembles (f > c"s et {fS > c} , et 1'on pose

I(e) =ffz<: wejtax . ugle) Vg% ax -

=yfszc

On voit facilement que la fonction f_, est de classe ¢® en tout point x tel que

S
fs(g) ne soit pas une valeur critique . Supposons que c¢ > 0 ne soit pas une valeur
critique ; alors les fonctions J , JS et U sont de classe Cw en ¢ , l'ensemble
{r= c} est une sous-variété de dimension n-1 de En , et les dérivées des fonctions

J, JS et U se calculent par les formules

~u'(e) =S\f=c |Vf|-1 do = Sf — Wfs|_1 dg”
S

2

Autrement dit , pour tout point x de K , il existe un voisinage ouvert U de x
dans gn et une fonction h de classe Cm dans U telle que Vh(g) £0 et
KaU ={n>o}.
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S

od d¢” désigne la mesure (n-1)-dimensionnelle .

L'inégalité de Holder appliquée & 1'intégration sur (_f:c} donne

(21) R TS L AN FASIEL

Par contre , la variété {fs = c} est une sphére sur laquelle Nfsl est constant ,

d'ol une égalité
1-1/q |71
(26) Sre t = WY 5y Ve

Or la pidce compacte {f > ck a méme volume que la sphére {fs > c}. D'aprds 1'inégalité

L 4T 2 5‘ dgv , d'od finalement |J'(c)| > |Jé(c)|

isopérimétrique , on a donc
p que , 2 e

f=
lorsque c¢ est distinct des valeurs critiques cl,...,cr . Par intégration sur ¢ ,

on en déduit 1'inégalité (26) .

3.2. Une inégalité de Sobolev précisée
L'espace de Sobolev gl(g) se compose des fonctions absolument continues sur R , qui
sont de carré intégrable ainsi que leur dérivée . C'est un espace de Hilbert , dont la

norme est donnée par
2 2 1 2
(29) u[[? = yggu (02 + L u(v)?Yar .

Le théordme suivant précise dans un cas particulier les résultats classiques de Sobolev
[22] , [23] et [24] .

THﬁORf&‘ME 3.2 - Pour tout nombre k> 2 , on a gl(g)c Lk(g) et la norme de 1l'inclusion

de gi(g) dans Lk(g) est le nombre N, défini par

(30) M = WYz - 002 =121/ .

Soit ¢ > 0 . On note g(c) le sous-espace fermé de 51(5) formé des fonctions
nulles en dehors de 1'intervalle [-c,c] . Pour toute fonction u dans _}_{_1(2) , on a

[u(t) = u(t)| < [|u]].

t - t'|1/2 quels que soient t et t' dans R . De plus ,

ona |[ul| <1 si et seulement si 1l'on a

(31) [ j u(t)[—}q»(t) -t at | = |lell

pour toute fonction ¢ de classe ¢ a support compact . D'aprds le théordme d'Ascoli,
1'intersection B(c) de la boule unité de }_!_1(5) avec H(c) est donc compacte pour la
convergence uniforme . Notons |[u[| ~ la norme dans L*(R) et posons N(c) = sup Hul], .

= ez(c) k

u
Comme les fonctions 3 supnort compact sont denses dans g_l(g) , On a

(32) N = lim  N(e) (1imite croissante) .
c>®
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Comme la fonctionnelle u = ||u] lk est continue sur 1'espace compact B(c) , il
existe une fonction u  dans H(c) telle que HucH <1 et Huch = N(c) . La
fonction u ~réalise le minimunde la fonctionnelle J : uv—=> [|u||/||ul|, sur
E(c) ;s mais J est différentiable au sens de Fréchet et sa différentielle s'annule donc
pour u. . . On en déduit qu'il existe une constante a telle que u, soit solution
de 1'équation différentielle

k-1

(33) u" = % u - au sgn(u)

avec les conditions aux limites u(-c) = u(e) = 0 . D'aprés (33) , u'2 ---}-—uz + i—aulk
est égale i une constante b ; quitte & multiplier u par une constante , on se ra-

méne au cas od b = -Zki-%-.
Introduisons la courbe ['a dans 32 d'équation
2_ 1 2 2,k 2a 1
(34) Yo -l e

homéomorphe & un cercle , et la période n(a) =5 dx/y . L'application n est un ho-
a
méomorphisme décroissant de 1'intervalle Jk/8, + o[ sur 1'intervalle 0, + ® [ . De

plus , il existe une unique solution u(x;a) de 1'équation différentielle (33) telle que
u(0;a) =1, u'(0;a) =0 ; ona u(x + n(a);a) = u(x;a) . Si n-1 est le nombre des
zéros de u, dans 1'intervalle J]-c,c[ , on a uc(x) = u(x;n_1(4c/n)) ; si Un o est
cette dernidre fonction , un calcul direct montre que l'on a J(ul,c) < J(un c) pour
n>1 et come u, minimise J , onadonc n = 1d'od uc(x) = ulx;n

Le nombre 1/N(c) = J(uc) est alors égal a

31/2{ ;—5_‘ |x|kdx/y }l/p avec a = n-l(4<:) .
la
Lorsque c¢ tend vers 1'infini , a tend vers k/8 , d'od
k\1/2 k
(35) 1/Nk = /{ %Sr || dX/y}l/p
k/8

De 13 , on déduit facilement la formule (30) .

3.3. L'inégalité de Glaser , Martin , Grosse et Thirring

Cette inégalité , qu'on désignera par le sigle GMGT , est valable pour 1< g< 3 et

se formule ainsi

(36) gzmﬁgzbmwggwﬂﬁﬁ%qu ;
la constante ’{(q) est égale & ©B(p) avec p-1 + q-l =1 et
(37) T(p) = [4npP(p)%/(p-1)P £ (2p)]2/P

Pour q=3, p= 3/2 , on a en particulier
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(38) fweParz o fie® a1
)4/3

avec c = 3.(n/2 = 5,4T77904090... Ce cas particulier a été établi par G.Rosen [18],

dont la démonstration demanderait & &tre détaillée .

La démonstration de 1'inégalité GMGT procdde selon les étapes suivantes :

a) L'espace C;c(g}) est dense dans 1'espace de Sobolev 31(53) , et il suffit donc
de prouver GMGT pour une fonction f appartenant a 0353) .

b) Un lemme classique de théorie de Morse (voir Milnor [16,page 37] ) montre que tou-
te fonction de c;" (53) est limite dans 31(53) d'une suite de fonctions satisfaisant
aux conditions du théoréme 3.1 .

c) Faisons 1l'hypoth®se 1< q< 3 ; comme la fonction t V> 32 sur {0, + o[ est
décroissante , 1'inégalité (25) et le théor®me 3.1 montrent qu'il suffit de prouver

GMGT lorsque f = f. . Ecrivons alors f sous la forme f(g) = |§‘-l 2v(|§_|) . On

S
transforme l'intégraleS Wf|2 dx comme au haut de la page 496-07 , puis 1'on pose

u(t) = v(et) . Pour terminer , il suffit alors d'appliquer le théordme 3.2 avec k = 2q.

Revenons 3 1l'hamiltonien H = - A + V . Supposons p > 3/2 . Pour la forme quadra-

tique associée & H , on a 1'inégalité
G9)  agle) = § eefex (- T ser § T v P}

Pour prouver cette inégalité , on remarque d'abord qu'en remplagant f (g) par f(§+¥.)
dans GMGT , on obtient une inégalité apparemment plus générale , ou | élq-3 est rem-
placé par Ix-g |q-3 au second membre . On décompose ensuite V en sa partie positive
et sa partie négative , soit V=V -V_, d'od qv[f] > - 5 V_|f|2 dx . On applique

ensuite 1'inégalité de Holder sous la forme
2 - 2 1
o) Jvie?ar = 0§ 1gn ™ v P o LS gl e 2 ag 10
et 1'on majore le deuxilme terme du produit de droite en utilisant la forme généralisée
de GMGT .

De la formule (39) , on déduit aussit8t le critdre suivant :

THEOREME 3.3 - Supposons que la multiplication par |V|1/2 applique 1'espace de Sobo-

lev §1(§3) dans §°(§3) = L2(1_23) . On a alors ¢(H) > c pour tout nombre réel c
pour lequel il existe p > 3/2 avec

(a1) snt, § 1g217 ((x) - ) a4z < T

Par exemple , lorsque V = -22[5‘-1 , on obtient G*(H) > - 4Z2/3 en prenant p=3/2.

On renvoie & [10,page 184) pour une table numérique montrant que pour les potentiels
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usuels V , on peut choisir p dans le critére précédent de manidre i obtenir un nom-

bre c trds voisin de O°(H) .

3.4. Autres inégalités
a) Th. Aubin a donné dans [1] une forme précisée de 1'inégalité de Sobolev (pour

l<q<n)
(42) lell, = ®(m,Q) [Ng]], s

elle est valable pour toute fonction f dans Lq(gn) dont les dérivées ABfV?xj prises
au sens des distributions appartiennent a Lq(gn) pour 1< j<n, le nombre p est

défini par 1/p = 1/q - 1/n et l'on a posé

1
(43) Iwell, = L (9e ax 1V
Enfin , la constante K(n,q) est égale &

(0 Ha) = GV e g/ dlle)___ 1/
£(n/q=-1)I(n#1-n/q) e

ol o = 2nn/ 2/.t‘(n/z) est 1l'aire de la sphdre unité dans g__n .

Les arguments de Th. Aubin sont analogues a ceux de ce paragraphe , mais il rempla-
ce le théordme 3.2 par une inégalité due & G. Bliss [6] . Il est facile d'imaginer une
formule englobant les formules (%) et (42) , seul le calcul de la meilleure constante
pose un probléme ., Pour cela , il suffirait de connaftre la meilleure constante dans
une inégalité due & Hardy et Littlewood |9, page 298 , exercice 401 ] ; moyennant cer-

taines inégalités portant sur les paramdtres h,k,A,p,q elle s'énonce ainsi
@ (" ® -h -k h+k=A

(45) J; fo f(x)ely)x 'y |x-y| dx dy = K ||f||p||8l|o )

les fonctions f et g étant mesurables et positives sur [O, + o| .

b) On trouvera dans |4] une démonstration du résultat suivant . Soit c un nombre

réel ; s'il existe un nombre a > 0 tel que 5\e_a(v-c) dx §.e3(na)3/2 , on aG(H) > c.

c) Dans le théoréme 3.3 , on peut supprimer la restriction p 2_3/2 de la manidre sui-
vante . Supposons que V soit invariant par les rotations autour de l'origine et que

p>1; ona alors (H) > c pour tout nombre réel c tel que
2
(46) (1772 ) - 0P ax = T

Le cas p = 3/2 est dfi & Faris , sans la détermination explicite de la constante 813/2);

pour p = 1 1'inégalité (46) prend la forme

(a7) o™ i) - o) ax < 1
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s\

ce qui redonne un critdre classique dd & Bargmann , Birman [5] et Schwinger [19] .

3.5. Nombre de valeurs propres

Au lieu de se demander s'il n'existe aucune valeur propre de H = - A+v qui soit < ¢,
on peut plus généralement chercher a les compter . Notons NC(V) la trace du projecteur
spectral de H relativement & 1l'intervalle J-mo, c[ . Lorsque le potentiel V est
invariant par les rotations autour de l'origine , l'opérateur H est réduit par la
décomposition de L2(§3) comme somme directe des sous-espaces ll& B L2(0, + o) (voir
2.2) ; on peut écrire NC(V) = ég; Nc(V% , ou la multiplicité spectrale NC(V)t se

réfdre au sous-espace Qe B 1°(0, + ®) . L'estimation classique est due & Bargmann :
(48) NV = (4n)‘1f(v(,§) -o)_ |z ax .

Avec Birman [5] et Schwinger [19] , nous introduirons 1'opérateur
(49) B,(V) = |v|1/2(-l;— c)'1|v|1/2

pour tout nombre réel c < O ; il est donné par un noyau intégral de carré intégrable ,
donc c'est un opérateur de Hilbert-Schmidt . Un calcul immédiat (voir le livre de B.Si-
mon [21] pour les détails) montre que si la fonction f satisfait & Hf = cf , alors
la fonction |v|l/ 2¢ satisfait & Bc(v)g = -g . De 13 , on déduit 1l'inégalité

%

-

(50) N(V) = Te(B (V)
En appliquant le principe usuel du minimax (voir [7] , pages 455 & 460) , on obtient
(51) NC(V) < Nc/z(-(v-c/Z)_) s

d'ot NC(V) < Tr(Bc/z(-(V-c/Z)_)z) en substituant convenablement dans (50) . En évalu-
ant le carré de la trace au moyen d'une intégrale double , puis en utilisant 1'inégali-

té de Young , on obtient finalement 1'inégalité de Lieb et Thirring [14]

(52) W) < [see| ™2 [ (W) - o/2)? ax
pour V<0 et c¢< 0. 5i les ej sont les valeurs propres strictement négatives de
E , comptées selon leur multiplicité , on obtient le corollaire suivant de (52)
0
(53) z leJI - fo N-c(v) de = (4/151_[) S |V|5/2 ax
j =

Cette dernidre estimation joue un r8le crucial dans 1'étude de la stabilité de la

matidre .
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§ 4. Stabilité de la matidre

De maniére générale , une molécule se compose de k noyaux atomiques , dont nous no-
terons Zl,...,Zk les nombres atomiques (c'est-a-dire le nombre de charges élémentaires
positives qu'ils portent) et Hl,...,Mk les masses , et de N électrons . Supposons
les noyaux fixes et notons VAR leurs positions ; dans notre systéme d'unités ,

un électron situé au point x est soumis & un potentiel électrostatique égal a

k
-1
= = 2Z . - &, .
(54) Wx) = - 2% x-
3N

Soient XyreeeoXy les positions des électrons , et soit R 1'espace euclidien &
3N dimensions formé des points (51,...,§N) . Pour 1<1i< N, noto le laplacien

3N :
dans R correspondant gux coordonnées de x, ; posons

(55) o= A +ulx) pour 1<i<¥,
L'hamiltonien de la molécule est alors décrit par la formule
(V) -1
(56) H = H o+ ... +H o+ iij X - éj‘ .
(v

. ‘s 2
Kato a démontré en 1951 dans [11] que l'opérateur H est autoadjoint dans L (§3N)

L)

si on lui alloue pour domaine 1l'espace de Sobolev EQ(E

En fait , l'espace L2(§3N) n'est pas 1'espace de Hilbert correct ol faire agir
1'opérateur différentiel H . Les physiciens ont coutume de dire que les électrons
ont le spin 1/2 et qu'ils obéissent au principe d'exclusion de Pauli . Cela signifie
qu'il faut faire agir H(N) sur 1'espace de Hilbert EN formé des fonctions mesura-
bles de la forme f(gl. 1;"';§N’¢ﬁ) avec X;,.eeXy dans 53 et vi,...,ci dans
{},-1} , qui sont antisymétriques par rapport aux N paires (gi,v;) et qui rendent

finie 1la norme

2 2
(57) (LI = J 1oty i) oy ey

I1 revient au méme de dire que EN est la puissance extérieure d'ordre N de 1'espace
de Hilbert LZ(EB) B 92 . Comme H N est invariant par toutes les permutations de

il""’éN’ il agit de manidre naturelle sur E_ et le résultat de Kato cité plus haut

—N’
entraine que H est autoadjoint dans gﬂ .
La connaissance des nombres CV(H(N)) (ils dépendent de 51""'§k) est fondamen~

tale en Chimie , ol ils s'interpritent comme potentiel d'ionisation , énergie de dis-
sociation des molécules , énergie des réactions chimiques , etc... Un trés grand nombre

de travaux a été consacré a la recherche d'approximations numériques de ces nombres
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(N))

o(H . Pour majorer ces nombres , on utilise 1'inégzlité évidente

(58) o (aM) < < fIH(N)f>

pour f de norme 1 appartenant au domaine de H ; on connaft un grand nombre d'ar-

()
(N)

tifices pour rendre < f|H f > aussi petit que possible par un choix convenable de

f . Mais il est extr@mement difficile d'obtenir des minorations pour O(H(N)) .

Le meilleur résultat connu est dfi & Lieb et Thirring [14] , [12] :

N 2 7 7/3\1/2y2
(59) &) 2 -6 020 (@7 oL e 2P
La constante 5,56 provient de 1l'intégration numérique d'une équation intégrale non-li-
néaire , et devrait pouvoir encore &tre améliorée . Lorsque Z1 = e = Zk =2 et que
la molécule est électriquement neutre , ona N =kZ , d'ol
(60) o@™) > -5,56 N (1+ 2/%2

(N))|

Comme Z ne dépasse pas en pratique 100 , on voit que |¢(H est majoré par une
quantité de la forme CN ou C est une constante indépendante de N . De la , on
déduit facilement que le volume occupé par le systdme & N électrons est approximati-
vement égal & Naz ol a est le rayon de Bohr qui nous sert d'unité de longueur .
Cette dernidre conséquence implique la stabilité de la matiére . On notera que notre
unité d'énergie est le Rydberg ; par suite , la constante 5,56 équivaut a 75,23
électron-volts ; c'est une estimation de 1'ordre de grandeur correct par rapport aux

énergies mises en jeu dans les liaisons chimiques .

La proportionalité & N dans la formule (60) provient de 1'utilisation de 1'es-

pace de Hilbert EN des fonctions antisymétriques . On peut reprendre le calcul de
3N)

2 .
Lieb et Thirring dans le cas des fonctions symétriques dans L (g . Dans le résul-

tat final analogue & (60) , la constante 5,56 est modifiée , mais surtout , il faut

5/3

remplacer N par N . Toutes les conséquences concernant la stabilité de la matié-

re s'effondrent alors .

Pour les démonstrations , nous renverrons aux articles de Lieb [12] et de Lieb
et Thirring (14] déji cités . Mentionnons seulement que 1'inégalité (53) et une
généralisation de 1'inégalité (38) & 1'espace de Hilbert E,_ y jouent un rdle do-

_.N
minant .
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