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Séminaire BOURBAKI 495-01
29¢ année, 1976/77, n° 495 Février 1977

HYPERFONCTIONS ET £QUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

[d'aprés M. SATO, T. KAWAI et M. KASHIWARA]
par Jean-Michel BONY

Pour étudier les singularités analytiques d'une fonction (ou d'une distribution,
d'une hyperfonction) u , 1l est raisonnable d'introduire le support singulier ana-
lytique : complémentaire du plus grand ouvert ol u est analytique, et le faisceau

15/(1, quotient du faisceau des hyperfonctions par celui des fonctions analytiques.

Toutefois, ces concepts se prétent mal & 1'énoncé de "bons" théorémes. Ainsi,
un résultat classique affirme que si une solution u d'une équation aux dérivées
partielles a une discontinuité de premieére espéce le long d'une surface passant par
le point X, et de normale ﬂo en ce point, la singularité se "propage" le long de
la bicaractéristique (courbe dans le fibré cotangent) issue de (xo ,ﬂo) . Si on sait
seulement que la surface passe par xo , on ne sait qu'exhiber une famille de courbes
(relatives aux divers no possibles), et affirmer que la singularité se propage le
long de 1l'une d'entre elles.

C'est en 1969 .que M. Sato a associé, & une hyperfonction u quelconque, un
ensemble fermé du fibré cotangent : le spectre singulier (dont la projection sur
1'espace de base est le support singulier) et une section d'un faisceau sur 1l'espace
cotangent : le faisceau des microfonctions (l'image directe de ce faisceau sur
1l'espace de base étant qa/cn). Cela permet de localiser dans 1l'espace cotangent
(de microlocaliser comme on dit) 1'étude des singularités de wu . Dans le cadre des

-}
distributions et de la régularité C , l'analogue du spectre singulier a été intro-

duit peu apreés par Hormander (wave front).

Nous décrivons ici les constructions du long mémoire de Sato, Kawai et Kashiwara,

et en extrayons quelques applications typiques aux équations aux dérivées partielles.

1. Hyperfonctions
Nous donnons ici trois groupes de propriétés du faisceau D des hyperfonctions sur
R™ , chacun de ces groupes de propriétés caractérisant 9% . La définition en termes

N

de cohomologie & support est la définition originale de Sato [10]. La définition 3
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1'aide des fonctionnelles analytiques est due & Martineau [7] (voir aussi [12]).
Dans (8] et [9], Martineau démontre des formes globales du théoréme du "Edge of the
wedge", et esquisse la démonstration de la forme locale que nous donnons ci-dessous.
Celle-ci peut également se déduire facilement de la construction et des propriétés

du faisceau des microfonctions (voir remarque 4.3).

Nous désignerons par X 1'espace Rn , muni de son orientation et de sa mesure
de Lebesgue, par Z 1'espace Cn , par O le faisceau des fonctions holomorphes,

et par OU sa restriction 2 X .

1.1. Cohomologie & support

On pose B = M;(Z,U) .

~
Plus précisément, si w est un ouvert de X , et si w est un ouvert de Z

tel que " NX=w, on a

H (5, 0)

H:)(Tﬁ , ®)

0 pour p # n
B (w) .

et

Enfin, le faisceau P est flasque.

1.2. Fonctionnelles analytiques

Rappelons que si une fonctionnelle analytique est portable par X , il existe un
plus petit compact (son support) qui la porte. On sait alors définir ce qu'est une
somme localement finie de fonctionnelles analytiques qui est localement nulle.
L'espace P(w) est égal & l'espace des sommes (formelles) localement finies de
fonctionnelles analytiques & support dans w , modulo celles qui sont localement

nulles.

L'espace FK(KQ) des hyperfonctions & support dans un compact K de X

s'identifie ainsi 2 (' (X) , et compte tenu du caractére flasque de 93 , on a

By - X @)
o (Bw)

pour w ouvert borné de X .

1.3. Valeurs au bord

Soient ®w un ouvert de X et T wun cdne ouvert convexe saillant non vide de X .
Nous noterons f ¢ Mw+i0T) 1la propriété suivante :
f est un (germe de) fonction holomorphe définie dans un ouvert (0 tel que,

pour chaque ' CCw , pour chaque I'' tel que L['\{0} €T , il existe
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e>0 tel que 02 (o +4il') N {z | |In 2| < €} .

a) I1 existe des applications "de valeur au bord", notées bw r ou plus simple-
’
ment b , de O(m +i0Tr) dans q3(w) qui sont linéaires et compatibles avec les

restrictions (de w et de T').

b) Soit (f&) une famille finie de c®nes ouverts convexes saillants de X telle

que U Fg = ¢! (*). Pour tout u ¢ B(w) , il existe alors des fa € 0w + i.OF&)

u = ;;_b(fa) .

¢c) (Théortme du "Edge of the wedge") Soit (Fa) une famille finie de c®nes ouverts

convexes saillants de X , et soient fa € O(w + i()Fa) . Pour que 1'on ait

telles que

Y 6(f) =0, il faut et il suffit qu'il existe des g, € 8w + 10 (T +T,)) ,
M o oB o B

vérifiant &g = “Ba et

1.4. Relations avec les distributions

Toute distribution est somme localement finie de distributions & support compact,
et chacune de celles-ci s'identifie & une fonctionnelle analytique dont le support
en tant que fonctionnelle analytique coincide avec le support en tant que distribu-

tion. Cela permet donc d'identifier le faisceau des distributions & un sous-faisceau

e B .

D'autre part, si f € ®(w + 10T) est & croissance lente prés du réel (i.e.
l£(x + iy)] = ClyI—N ), les fonctions de x : f(x + iy) convergent au sens des

distributions, lorsque y tend vers O , vers une distribution qui s'identifie

a () .

1.5. Remarque

Si X est une variété analytique réelle de dimension n , et si Z est une com-
plexifiée de X , il faut tensoriser 9c§(z , ® par le faisceau d'orientation

de X , et remplacer les fonctionnelles analytiques par le dual des densités analy-

1

* -
( ) Dans tout ce qui suit, si G est un cdne de X , ou un sous-ensemble de Sn N

on note G° 1'ensemble des n ¢ Sn-1 vérifiant

€,M) = 0 pour € € G
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tiques. Avec ces conventions les (valeurs au bord de) vraies fonctions sont des

hyperfonctions.

2. Spectre singulier

2.1. Opérations

I1 n'est pas difficile de définir, & partir de chacun des groupes de propriétés pré-
cédents, le produit tensoriel u(x)v(y) de deux hyperfonctions, 1'intégration le
long des fibres : v(x) = f u(x,y) dy dans le cas ou la projection Supp(u) - X
est propre, et 1l'action sur une hyperfonction d'un opérateur différentiel P(x, Dx)

a4 coefficients analytiques.

Par exemple, dans ce dernier cas, P(x, Dx) ayant un prolongement holomorphe
P(z, Dz) , on peut déduire l'action de P : B - B3 de cellede P : &® - &, ou
bien définir Pu par dualité lorsque u est & support compact, ou bien décomposer
u en 2. b(fa) et poser Pu = 2 b(Pfa) , le théortme du Edge of the wedge garan-
tissant que Z_b(fa) = 0 entraine 2 b(Pfa) =0 .

Par contre, & ce stade, on ne peut définir la trace d'une hyperfonction qu'en
faisant appel aux valeurs au bord. Soient par exemple ®w un voisinage de O ,
H 1'hyperplan x = 0, et w' =wNH.Soit u€¢ PBw) et supposons que u
posséde une décomposition u = ;E_b(ﬂu) ; ﬁu € olw + i()Fa) telle que les deux
vecteurs (0,...,0,+ 1) n'appartiennent pas aux polaires F; . Les cbdnes

ﬂ& = Fa N H sont alors non vides, et on peut poser
' 1 — v 1 3 1 —_ 1
fa(z ) = fa(z ,0) € Flw' + 101‘d) et ulg = Z'b(foz) R

le théoréme du Edge of the wedge garantissant que ZL.b(fa) =0 implique

Zb(f&) -0 .

L'existence de traces sur H impliquant en quelque sorte que u est réguliére
dans les directions normales & H , il est raisonnable de poser la définition sui-

vante :
2.2. Définition

On dit qu'une hyperfonction u est micro-analytique en (xo ,ﬂo) € "= x x 7! R

s'il existe un voisinage w de X, tel que 1l'on ait :
_ . . . . o
u = Zb(fa) dans w ; £, € o(w + 10T,) ; N, £ ry -

On appelle spectre singulier de u , et on note SS(u) 1'ensemble (fermé) des
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points (x,M) obu u n'est pas micro-analytique.

2.3. Théoréme du prolongement micro-analytique

Soit u € B(w) , ol w est un voisinage de 0 , et supposons que u soit micro-

analytique en 1'un des points (0;0,...,0,+ 1) . Alors, si u est nulle pour
xn <0, ona u=0 auvoisinage de O

Un difféomorphisme permet de se ramener au cas ou la projection de Supp(u)
sur l'axe des x, est propre. Les propriétés de conservation du spectre singulier
par intégration font que Ss(v) ne contient pas 1'un des points (0,+ 1) , en
posant v(xn) = I u(x', xn) dx' . Il en résulte qu'il existe une fonction holomorphe
f(zn) définie au voisinage de O dans le demi-plan supérieur (ou inférieur) telle

que v =Db(f) .0na v=0 pour xn <0, donc £f=0, et donc v=0 présde O.

On démontre de méme que toutes les intégrales I o(x', xn) u(x', xn) dx' sont

nulles, avec ¢ analytique, ce qui entraine la nullité de wu .

2.4. Support essentiel et front d'onde analytique

Dans le cas o u est une distribution, deux autres notions microlocales de singu-
larités analytiques ont été introduites : le support essentiel (SE(u)) par Bros

et Iagolnitzer [5), et le front d'onde analytique (WFA(u)) (et méme des fronts
d'onde quasi—analy%iques) par Hormander [6]. En fait, pour toute distribution u ,

on a S55(u) = SE(u) = WFA(u) , et plus généralement, toute notion microlocale raison-
nable (i.e. ayant un bon comportement par rapport aux traces, produit tensoriel et

intégration) de singularité analytique coincide avec le spectre singulier [1].

La définition du support essentiel utilise une transformation de Fourier géné-

ralisée :
gu(ﬂ,)\ ix) = [ expl-iy .M - A]y - x|2] uly) dy .

On a (xo ,ﬂo) [ SE(u) s'il existe x(x) de classe Cm & support compact,
analytique au voisinage de X s et un voisinage conique I de ﬂo tels que 1'on
ait des majorations

S e
et

pour des constantes @ , Yy , (C

§%u(ﬂ.X; Xo) < pour M €I et O<x<y[n| ,

N) convenables.
La définition du front d'onde analytique utilise l'existence d'une suite Xn
@
de fonctions C & support dans un méme voisinage aussi petit que 1l'on veut de x

’

égales & 1 dans un méme voisinage de x, 5 et vérifiant

77



495-06
]qunl < Cn+1n! pour ]al <n.

On a alors (xo ’no) f WEA(u) s'il existe une telle suite xn et un voisinage

conique I de no tels que 1l'on ait

l{:u(n)! s ¢ ™ ™™ pour T €I .

3. Singularités des solutions d'équations aux dérivées partielles

Le spectre singulier de Sato et le front d'onde de Hormander jouent des rdles homo-
logues pour étudier, dans le cadre analytique ou différentiable, les singularités

des solutions. Sur deux points néanmoins, des différences sensibles apparaissent.

De nombreux résultats sont valables, dans le cadre analytique, en supposant les
caractéristiques de multiplicité constante, alors que leurs homologues ¢ e sont
valables que si les caractéristiques sont simples, ou si des hypothéses portant sur
les termes d'ordre inférieur sont satisfaites. Cela s'explique en grande partie par

la possibilité de faire agir des opérateurs dbrdre infini (voir 5.3).

D'autre part, des renseignements sur le spectre singulier des solutions permet-
tent d'obtenir, via le théoréme de prolongement micro-analytique, des résultats sur
le support des solutions, ces résultats n'ayant bien sfir pas d'analogues dans le

cadre ol

3.1. Théordme (régularité micro-elliptique)

Soit P(x,DX) un opérateur différentiel d'ordre m & coefficients analytiques,

de symbole principal Pm . Si Pu est micro-analytique en (xo ,ﬂo) , et si P

est micro-elliptique en (xo ,ﬂo) (i.e. Pm(x0 ,ﬂo) £ 0 ), il en résulte que u
est micro-analytique en (xO ,ﬂo) . En d'autres termes

sS(u) © s8(Pu) U Car(P)

avec car(P) = {(x,M) | ?_(x,1) = 0} .

Ce théoréme entraine bien sir que, pour un opérateur elliptique, Pu analy-

tique implique wu analytique, mais il permet en outre de retrouver trés simplement

le théoréme de Holmgren.

Soit S wune hypersurface passant par X, de normale ﬂo en ce point, avec
P (xo ,M ) #0 .Si u est une hyperfonction solution de Pu = O nulle d'un cbdté
m [
dé 1l'hypersurface, on a (xo ’“o) l 35(u) d'aprés ce qui précéde, et u est donc

nulle au voisinage de X par prolongement micro-analytique.
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En fait, tout théorime (de propagation des singularités par exemple) permettant
d'affirmer que (xo ,ﬂo) £ ss(u) entraine la méme conclusion, ce qui fournit de

nombreuses extensions du théoréme de Holmgren.

3.2. Faisons maintenant 1'hypothése que les zéros complexes de Pm forment une

variété lisse, c'est-a-dire que
k
P (2,0 = e(z, Q) as, 0)
au voisinage de (x0 ,no) , avec e(z,C) £#0 et dq £0 .
Théoréme

a) Supposons que q(x,N) soit réel, et que dq et w = 2: ni dxi soient linéai-

rement indépendants. Alors, si Pu = 0 , le spectre singulier de u est réunion de

courbes intégrales du champ hamiltonien

2323 Y 23
By = an, ox, - )} dox, A,

b) Supposons d(Re q) , d(Im q) et w lindairement indépendants.

b1) Si le crochet de Poisson {q,q} est nul sur Car(P) et si Pu =0 , le spec-

tre singulier de u est réunion de feuilles du feuilletage de Car(P) défini par
HReq et HImq :

b2) Si l {a,3}) > 0 [resp.< 0], P est [resp. n'est pas] microlocalement réso-
7 &8y

luble (i.e. Yv,du, (x0 ,no) [ SS(Pu-—v) ) et n'est pas [resp. EEEJ micro- hypo-
elliptique (i.e. (xo ,‘no) £ SS(Pu) = (xo ,'no) £ ss(u) ).

Le résultat bl s'étend de la fagon suivante [2]. Si Car(P) est une variété
régulieére involutive de codimension r , elle est munie canoniquement d'un feuille-
tage dont les feuilles sont de dimension r . Si Pm s'annule sur Car(P) au méme
ordre dans toutes les directions transversales, le spectre singulier d'une solution

est une réunion de feuilles.
On trouvera dans [S.K.K.] une étude microlocale compléte, dans les cas "géné-
riques", des systimes (micro-) différentiels.
4. Microfonctions

4.1. Propriétés fondamentales du faisceau G

Le faisceau ¢ des microfonctions est un faisceau défini sur S*X = X X Sn_1 et

possédant les propriétés suivantes :

a) On a la suite exacte suivante (en notant m 1la projection S*X - X ) :
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Sp
0 - O - B—> 0BG - 0
et donc, le faisceau Ol étant cohomologiquement trivial :

0 = Ol - Blw) —2s Cloxs™") - o,

pour tout ouvert w de X . On peut donc associer, & toute hyperfonction u sur

w son spectre Sp(u) , section du faisceau "G sur w X Sn_1

b) Si u € Blw) , on a SS(u) = Support(Sp(u)) € s*x .
c) Le faisceau '-G est flasque.

Il en résulte que, si U est un ouvert contenu dans w X Sn-‘l

~ H(w)
{ue Bw) | ss(u)c CU}

, on a

On pourrait bien entendu définir un préfaisceau © par cette formule, mais il
semble fort difficile de démontrer directement qu'il s'agit des sections d'un
faisceau. En fait, dans [S.K.K.], le faisceau ‘G est défini par voie cohomologi-
que comme ci-dessous, et la théorie est développée jusqu'd pouvoir donner un sens
4 des intégrales du type J' K(x,y) u(y) dy , avec K et u microfonctions. On peut
alors donner une sorte de représentation intégrale des sections de € 4 partir

d'hyperfonctions sur R® x Sn“1 , et déduire le caractére flasque de “G de celui

deg)).

4.2. Construction des faisceaux @ et €

Via les isomorphismes SX Z iSX SXZ , on peut munir 1'ensemble
SX U (Z2\X) = SWAY (Z~X) de sa topologie habituelle d'éclaté de Z le long de
X (et méme d'une structure de variété & bord). On désigne par la méme lettre T

les projections SX - X et SXU (ZNX) - Z .
On peut alors définir le faisceau & sur SX par
! -1
Q- %Sx(sxu (ZNX), 7 '®) .

Si on note par la méme lettre ' un cdne ouvert convexe saillant de R" et 1'ouvert

correspondant de s , on a

QoxI)Zdw+iol)/o{w) .
On peut munir le co-éclaté S5*X U (ZNX) d'une topologie raisonnable, bien que
non séparée, de la maniére suivante. L'ensemble (ZNX) est ouvert et la topologie

induite y est la topologie usuelle. Un point (xo ,‘no) de S™X posstde un sys-

teme fondamental de voisinages constitués de la réunion d'un voisinage "ordinaire"
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de (xo ’no) dans S*X et de
{(x+iy) €znX] |x-x | <e ;5 |yl <e s M) <ely|} .
On désigne par la méme lettre m les projections S*X —= X et S*X U (Z\X) — Z.

On peut alors définir le faisceau G sur S*X par
n -
€=M (sxu (2 \K),n e,
*,
S'X
a

en notant % 1'image (directe ou inverse !) d'un faisceau % sur S*X par
1'application "antipodale" : (x,M) + (x,-N) .

On peut également définir DX = {(x,&,7M) ¢ sX X s*X |(§ , M) = 0}

7\

SX U (Z2N\X) > SX S'X 5 X U (Z\X)

EP\\l k/4{
T X m
Z
et on a alors :

- -1 a
‘C=Rn17*'ﬁ Q »
et la suite exacte suivante de faisceaux sur SX
B _ -
0"@.-—>'r1n*f—'n*'r1g-'0.

En prenant les sections dans un ouvert w X[ avec [ ouvert convexe saillant,

on obtient la suite exacte
B - -
0 = 8w +i0T)/0(w) —== Clwxs™ ") = € x (5" '\1%)) .
L'application B n'est autre que Sp © b , et on a done, si f € ow + ioT) ,

SSb(f) € w x I , ce qui entraine 4.1.b.

4.3, Remarque

Les constructions ci-dessus n'utilisent ni la notion de valeur au bord ni le théo-
réme du Edge of the wedge, et en donnent au contraire des définitions et démonstra-

tions simples.

Ainsi, mis & part le " modulo ®(w) " dont on peut se débarrasser sans trop
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de peine, la fléche B ci-dessus définit la valeur au bord d'une fonction holomor-

phe.

De méme, si Zb(fa) =0, on a Z u, = 0 et Supp(ua) Ceo X I"g en posant
u, =Spo b(f ) . Le faisceau G étant flasque, il existe des Vg tels aue
Ve = e Supp(v ) Cw % (F N 1" %) et u, ZV . Soient maintenant

€ o(w + 10 (F + F )) telles que Sp o b(g ) =v., ,ona
€ap B
o: Zgoﬁ + 01 avec h w) et zh . Les fonctions
1— ( - h ) conviennent alors ( N = nombre d'indices « )
ngB R o

4.4. Indications sur les démonstrations

Dans une premiére partie, de caractére trés général, on montre que les analogues
des constructions et résultats précédents sont valides en remplagcant & par un
N

faisceau % sur 2 quelconque, & condition de remplacer faisceaux et komomorphis-

mes de faisceaux par les objets et fléches des catégories dérivées correspondantes.

Plus précisément, on définit les objets suivants de la catégorie dérivée des

faisceaux sur X (resp. X, s*x )

B~ RO ($)(n]
@ - HCSIRN
<. n ' ($)%n)

en notant n"M le foncteur : faisceau des germes de sections & support dans M .

On a alors
t.a -1
= R1, 1 @ln-1]
et les triangles exacts suivants sur X et SX

/ '\+1 / \+1
% —_— Rn*f T-1Rﬂ*€ —> Rm, PR 4
Dans une seconde partie, il s'agit de démontrer que, lorsque ’5 = 0’, les GL .

\G obtenus sont, en fait, des faisceaux, et que les suites spectrales cachées

derriére les foncteurs dérivés sont dégénérées. 11 faut donc montrer que

P
Q(SX(sx U (Z\NX),®&) =0 pour p £ 1,
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ce qui n'est pas difficile, et que

p
}('S*X(S*X U (Z\X),® =0 pour p ;é n,
ce qui l'est nettement plus. C'est une conséquence du résultat suivant :
n
M, (o) - o pour pAun,
R™+iG
lorsque G est un cdne convexe fermé saillant de R , résultat qui est précisé-
ment 1'un des points-clefs de la démonstration de Martineau du théoréme du Edge of

the wedge. Kashiwara a démontré plus généralement que l'on a

(e, o)), = o pour p % n-d
si F est un convexe fermé de Cn contenant O , et si pour toute variété C-
linédaire L de dimension d passant par O, L N F n'est pas un voisinage de
O dans L .

5. Opérateurs micro-différentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels analytiques de [3] et (4], définis sur un ouvert
w de X vont apparaitre comme les sections sur w X Sn_1 d'un faisceau (opéra-
teurs micro-différentiels) défini sur S*X et opérant sur les microfonctions. Nous
nous bornons & donner deux exemples illustrant 1'utilité d'avoir une notion micro-
locale d'opérateurs, et 1l'utilité de disposer 4'opérateurs d'ordre infini. Enfin,
signalons que s'il n'existe pas de faisceau sur P*Z analogue & \é? , le fait que
les opérateurs micro-différentiels puissent &tre définis comme faisceau sur P*Z
permet de microlocaliser 1'étude des modules sur 1'anneau des opérateurs différen-

tiels sur 2 .
5.1. Définition

Désignons par A la diagonale de Z X Z , et par S¥A et P*A (identifids &
S*Z et P*Z ) respectivement le fibré en sphere (réelle) cotangent et le fibré

R
projectif (complexe) cotangent. On définit les faisceaux ?E sur S*Z et ?5 sur

P*Z par :
R

13
€ 8

oi T est la projection de S*A U (Z X Z\A) (muni d’une topologie convenable)

sur Z X Z, et ou Y est la projection de S*A sur P*a .

n
W (s*uU (2 xzn),n'e)
S*A

Le faisceau € est appelé faisceau des opérateurs micro-différentiels. Il est
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isomorphe au faisceau des symboles défini comme suit. Si U est un ouvert de P*Z ,
et si U est 1'ouvert conique correspondant de 2 X (C"\{0}) -, un symbole P(z,()

sur U est une somme formelle

+ o
P(z,0) ~ 2 p.(2,0) ,
= Y
ou les Pj sont holomorphes sur T, homogeénes de degré j , et vérifient les esti-
mations
EJ'
Ve, 4 CE [pj(z,g)! < C, ET pour j =20,
i+
qc |p_j(z,g)| < ¢t 5 pour j > O

uniformément sur tout compact de U .

Le faisceau 1EX (sur S*X ) des opérateurs micro-différentiels sur X est
1'image inverse de t par le plongement de S*X dans le revétement d'ordre 2 de
P*Z . Le symbole d'un opérateur défini sur U c S*X est z pj(x,T]) , ou les Py
définis sur 1l'ouvert correspondant de X X (Rn\{O}) , se prolongent & un méme voisi-

nage conique complexe, et y vérifient les estimations qui précédent.

Tout le calcul symbolique (composé, adjoint, inverse ...) de [3] et [4] est
encore valable microlocalement. Le faisceau TE est en particulier muni d'une struc-

ture de faisceau d'anneau.

Les opérateurs micro-différentiels opérent sur les microfonctions de maniére
compatible avec l'action des opérateurs différentiels sur les hyperfonctions, ce qui

donne & ‘6 une structure de Exrmodule.

5.2. Démonstration du théoréme 3.1

Sous les hypothéses de ce théoréme, soit U un voisinage ouvert de (xo ,no) dans
S*X tel que l'on ait SS(Pu) N U =g , et Pm(x,ﬂ) £0 dans U . L'opérateur P

est alors inversible dans jE(U) , et on a

sp(u) = P 'P(sp(u)) = P 'sp(Pu) = 0 dans U,

ce qui démontre 3.1.

5.3. Utilisation d'opérateurs d'ordre infini

Bornons-nous & montrer sur un exemple comment l'utilisation d'opérateurs d'ordre

3

infini permet de ramener le cas d'opérateurs & caractéristiques multiples & celui

Y

des opérateurs a caractéristiques simples.

2
axz At

Soit P = jl—'- 2 1'opérateur de la chaleur et soit
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=)
bl -1
P1 - % le systéme du premier ordre associé.
- k-
dt 3x 3 0
On a alors A7'p A= Q avec Q = ox et
1 1 1
0o =
dx

1
ch(x./3/3t) ———— sn(x/ 3/3t)
Ao VAEYCY:

J3/dt sh(xa/3/at) ch(x./3/d¢t)

Pour tout ce qui concerne les singularités analytiques, 1'équation de la chaleur
2 .
et le systéme Q1 (ou 1'opérateur jLE ) auront les mémes propriétés.
9x

Dans ce cas particulier, il a suffi de faire appel & des opérateurs différentiels
d'ordre infini, mais il est nécessaire d'utiliser des opérateurs micro-différentiels,

par exemple pour traiter les cas du théoréme 3.2.

6. Transformations de contact quantifiées

Nous nous bornons & quelques indications sur ces transformations, homologues micro-

locaux des opérateurs intégraux de Fourier.

Un ouvert U de S*X est canoniquement muni d'une structure de contact, mais
il est maintenant muni d'une structure plus riche d'espace annelé et "modulé" défi-
nie par les restrictions & U des faisceaux :EX et 1; . Ces deux structures sont
reliées par 1'application symbole principal, définie pour les opérateurs micro-
différentiels d'ordre fini, le symbole principal du commutateur de deux opérateurs

étant égal & % fois le crochet de Poisson de leurs symboles principaux.

Une transformation de contact quantifide de U sur V est par définition un
isomorphisme de U sur V pour la structure définie par Efx et € . Le résultat
microlocal le plus important est le suivant : si ¢ est un isomorphisme de U sur
V pour la structure de contact, il existe (de manitre non unique) une transforma-

tion de contact quantifiée de U sur V compatible avec @

Montrons & titre &'exemple comment démontrer le théoréme 3.2.a. Sous les hypo-
théses de ce théoréme, il est possible de trouver microlocalement une transformation
de contact envoyant (xO ,no) au point x =0 ; M =(1,0,...,0) et transformant
la fonction q(x,ﬂ) en la fonction ﬂn . A l'aide d'une transformation de contact

quantifiée associée, on transforme P en le produit d'un opérateur micro-différentiel
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inversible par un opérateur R(x ’Dx) de symbole principal ni . Un argument ana-
logue & celui de 5.3 permet de se ramener & 1'étude de 1'opérateur (a/bxn)k , pour

lequel la propagation des singularités est évidente.

On obtient, en fait, grfice & ces isomorphismes, un résultat plus précis : le
faisceau des microfonctions solutions de Pu =0 est (microlocalement) constant
le long des courbes intégrales du champ hamiltonien, et est flasque transversale-

ment.
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