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Séminaire BOURBAKI 477-01
28e année, 1975/76, n° 477 Février 1976

LES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE

[d'aprés M. R. HERMAN)

par Pierre DELIGNE

Soit f un difféomorphisme, respectant l'orientation, du cercle R/Z

Si le nombre de rotation o ¢ R/Z de f est irrationnel (i.e. si f n'a pas

de point périodique) et que la dérivée Df de f est & variation bornée (i.e.

P 2 . . . .
que la dérivée seconde D f - prise au sens des distributions - est une mesure),

Denjoy a montré que f est topologiquement conjugué & la rotation

Ru : X+ x+a& : il existe un homéomorphisme h : R/Z - R/Z , respectant

1'orientation, tel que hfh_1 = Ra . Cet homéomorphisme est unique & composi-

tion & gauche par une rotation prés car le centralisateur d'une rotation irra-

tionnelle est réduit aux rotations.

I1 revient & peu prés au meme de prouver une propriété de régularité pour

s . s n
h , ou la méme propriété, uniformément, pour tous les itérés f de f . Pour

passer de h aux f°, on éerit f° = (h_1Rah)n = h_1Rnuh‘. Dans 1'autre sens,

il est utile de changer ie notations et de passer au revétement universel R

du cercle R/Z : f devient un difféomorphisme croissant de R, h un homéo-

morphisme croissant de R , défini & 1'addition d'une constante prés, ils sont

tous deux de la forme =x + ¢(x) avec

hfh  =R_ :

¢ périodique de période 1 , et

X X+, avec o € R (1e nombre de rotation). Posons

h =
n

=

o
n-1

> £~ ia . On verra que h , convenablement normalisé, est la limite
o

des hn (3.1). Supposons maintenant que les ' soient uniformément Cr+B

’
. . T P N r.n PRI : .
i.e. que f soit C et que les dérivées r-iemes D f vérifient uniformé-

ment er n une condition de HS8lder d'exposant B (0O< B < 1) :

lDrfn(x) - Drfn(y)[ F A!x - le .
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Les fi - Hia vérifient la méme condition, et sont de plus bornés (par un). De
méme pour les hn - Id , qui en sont des barycentres. Les hn - Id forment donc
un ensemble relativement compact de fonctions sur R/Z , pour la topologie ct ,
et on peut extraire de la suite des hn une sous-suite convergente. La conju-
gaison h est donc ¢’ , et on vérifie par passage & la limite que D'n  véri-

fie la méme condition de Hlder que les D f" .

Herman a prouvé un théoréme un peu meilleur que le suivant.

THEOREME .- Si le développement en fraction continue de o est & coefficients

bornés, et que f est & , alors h est & .

On montre d'abord (§§ 1 & 6) que, pour q parcourant les dénominateurs
des réduites pn/qn du développement de « en fraction continue, lqu[
tend rapidement vers O (en 1/qE , avec € >0 ). Un tel résultat est plau-

sible : la rotation R, est proche de 1'identité, et 2 h_1Rqeh .

1+€!

On en déduit que h est C , avec €' > 0 , puis, du fait que f est
1 -
¢ conjugué a R, » on déduit que les conjugués f = hnfhn1 de f tendant
"
vers Ra dans une C2+E topologie (e" > 0) (§§ 7 et 8).

Un théortme de fonctions implicites de Arnold-Moser ([1], [3]), amélioré
par Herman en s'inspirant de Rﬁssmann[4], montre enfin que si f est assez pro-

2+
che de %ﬂ , dans une C € topologie (e > 0) , alors f est dn— conjugué
a4 une rotation.

Terminologie et notations

On note |[|ly]l et |[w“1 les normes L et L' d'une fonction ¥ sur

R/Z : sup[y(x)]| et f y |[4(x)|dx . Pour 0<B <1, on note |WIB Sa norme
R/Z

h8ldérienne d'exposant B

[¥(x) - y(3)|
IW[ = S5Up ———————
e x#y 'x - y‘B
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1
On note Var{y) la variation totale de ¥ . Si § est C , c'est “Dt[]1.
RS = la "rotation" x» X + s

f : R - R estun difféomorphisme croissant de la forme x + ¢(x) , avec @
périodique de période 1 . On note f° (n € Z) ses itérés. Par hypothdse, f

et ' sont C' ; on suppose de plus Df (donc 1log Df ) & variation bornée.

V = Var(log Df) .

o = nombre de rotation de f . On a [lfn - R, “a < 1 . On suppose « irra-

tionnel.

w = la mesure de probabilité sur R/Z invariante par f . Si h conjugue f

en %& , il transforme p en dx : p = dh (dérivée au sens des distributions,

ou intégrale de Stieltjes).

h = 1l'homéomorphisme croissant de R/Z qui conjugue f en Ra , normalisé par
la condition que X (h(x) - x)p =0 .
n-1
hn = % EE: ' - i . C'est un barycentre de difféomorphismes croissants, donc
i=0
un difféomorphisme croissant. On a h = lim h (3.1).

£ =nfa | .
n n n

Une approximation rationnelle de s € R est une fraction irréductible p/q

telle que |s - P/q[ < 1/q2 , i.e. las - p| < '/q . Tout nombre irrationnel

a une infinité d'approximations rationnelles (Dirichlet).

q désigne le dénominateur d'une approximation rationnelle de « (et p 1le

mmérateur).

§ 1. Premidre majoration de Iqu[ ; inégalité de Denjoy-Koksma

THEOREME 1.1 (Denjoy—Koksma).- Soient s € R, m le dénominateur d'une approxi-

mation rationnelle de s et ¥ une fonction & variation bornée sur R/Z . On a

n—1
IEZ Y(x+is) -m [ y(t) at] s var(y) .
i=0 R/Z
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Par un changement de variable t > * (t - x) , on se raméne 2 supposer
que x =0 etque B/mss s n/m + 1/m2 (avec (n,m) = 1 ). Pour O0<isSm-1,
ona in/ysis<in/ + 1/, , et les in/y parcourent % Z/Z . On a donc (les

sommes vont de i =0 & i=m-1)

in m+1 m
zy(s) - y(x)ax =z (y(is) -m [ ¥(x) ax)
R/E in/
in/m+1/m
et |y(is) - I ¥(x).(m dx)| est majoré par la variation de § entre
in/m
in/m et in/p + 1/m , d'olt le théoreme.

Rappelons que la variation I |dy| est invariante par changement de
R/Z

variable. Prenons s =« , et faisons le changement de variable qui conjugue la

rotation Ra en f ; il transforme dx en la mesure u , et on trouve

COROLLAIRE 1.2.- Pour ¥ une fonction variation bornée sur R/Z , on a

-1 3
l% yof —af (@ s Var(y) .
1=0 R/

1 n-1 1

1.3. one DE"=Dfo £ D% Spro £ Ldr o 272 L L. LD, drob

n-1 .
(1.3.1)  log Df* = 9 1log Df o £
i=0

La majoration 1.2, pour § = log Df , donne
log D% — ¢ f log Df - | < V.
R/Z
Si 1'intégrale n'était pas nulle, log pfl tendrait uniformément vers
+® pour q - ®© , et pr?  tendrait uniformément vers O ou e . Puisque
I qu(x)dx =1, cela est absurde et on a
R/E
COROLIAIRE 1.4 j log Df-p = O .
R/Z

COROLLAIRE 1.5 eV <nts e’ (pour [a-P/ ] < 1/;2) .
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Remarque 1.6.- La méthode de démonstration du théoreéme 1.1 permet de prouver
directement 1.2 pour tout homéomorphisme croissant f (et pour u une mesure
invariante). Si V = I ]d.log Df| <® , on en déduit 1.5. Dans sa note [2],

N

c'est & partir de 1.5 que Denjoy prouve que f est topologiquement conjugué &

une rotation.

1.7. Soient s un nombre irrationnel, qi (i =2 0) une suite croissante
d'approximations rationnelles de s et 8, la partie entiére de qi/qi 1

(i 2 1). On suppose que q, = 1 . Tout entier N < qn peut s'écrire

N = H
'5: biqi avec bi < ai+1
i<n
si n=0, c'est clair ;j si n> 0, on écrit N = bn 1qn 1 + N' avec

N'<q , et on conclut par récurrence. La somme E: y(x + is) se décompose
i< N
alors en (2 bi) sommes partielles, chacune de longueur l'un des qi , et (1.1)

donne

N-1
(1.7.1) Z y(x+is) =N y(t) dt| £ b, - Var(y) s Z ., - Var(y) ,
li=o e IR/Z | g ey a, <N "1

et, pour s =a , (1.2) et (1.3) donnent

- Var(y)

N-1
(17.2) X vost - N[yul s 2 s,
i=0 a SN
(1.7.3) || 1og DfNH“ < Z a, -V .

i+1
<N
q.

§ 2. Majoration de |D£?|
2.1. Dérivons deux fois la formule (1.3.1)

log Dfn = E: log Df o 7
i<n
(2.1.1)  D1log Df" = 2 Dilog Df o £ .Df
i<n
soit

(2.1.2)  D°f® =Df". D Dlog Df o £'.Df

i<n
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. L0 . .
(2.1.3) 2 log Df" = Z (I)‘2 logDfo £+ (Df')° +D log Dfo £ . szl)

i<n

=Y p°logbfof - (0£)2 + 2 Dlogdrort.Drl.Dloghrosd . el |
i<n Jj<i<n
Dans le dernier terme, on reconnaft (Oh! miracle) les termes croisés du
développement du carré du second membre de (2.1.1). Complétant le carré, on
trouve
. 2
(2.1.4) D% 1ogDf™ = +(D 10gD£™)° - 4 Y (D logDfo £+, Dst)? +
i<n
i i\2
+ Y 0% 1ogDr o £ (peh)? .
i<n

Si on majore dans (2.1.4) les lDfi| par  sup HDfiHm , on trouve

i<n
(2.1.5)  ||p° 10gD®| = 3|0 10g DE7|2 + $an sup |pet)Z
pour i<n
(2.1.6) A= ||p 10g D[ + 2||D° 10g D |

2.2, D'apreés Hadamard, pour ¢ wune fonction 02 sur R/Z , ona (ef. 7.1.4)
2
22.0) Il = Czllvl %O

Supposons f 03 , et appliquons cette inégalité d'interpolation &
Vv = log prl , en tenant compte de (1.5) et (2.1.5) :
(2.2.2)  ||p 10g D£Y|_ < (V|[D 1og qu]|§ + qAV sup [|Dfi[|i )’Lr .
i<gq
S8i V<1, ceci fournit une estimation pour |[|D log qu”“ (qui figure
dans les deux membres de la formule) : élevant au carré, on trouve

AV
T-v &

2 P2
|ID 10g D£Y|S =< sup [|et]|]
a

i<

Ecrivant que D log pf? - szq/qu , et réappliquant 1.5, on trouve enfin le

AV )% v o
_— s e ou

THEOREME 2.3.- Supposons f 3 , et que V< 1 . Soit B = TV

A est défini par (2.1.6). Si q est le dénominateur d'une approximation ration-
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nelle de o , on a

1 .
0%, = B-q”- supjpe’]

i<g v

lo -

Le gain essentiel dans cette majoration est qu'on a obtenu un facteur ,

plutdt que gq .

§ 3. Var(log Dfn) tend vers O

Pour pouvoir appliquer 2.3, il est nécessaire de se ramener au cas ol
V< {1 . Plus tard, pour contrdler les ”Dfl |]co , (i <q), on Bura méme besoin

de se ramener au cas ou V est petit. Le résultat principal 3.3 de ce paragra-

phe le permettra.

PROPOSITION 3.1.- Les hn convergent uniformément vers h .

Posons ¢(x) = h(x) - x . Par définition, h est normalisé de telle sorte

que j/ y(x)u = 0 . La formule R =hf s'éerit h=hof -a=
R/L

f-a+ ¢y of . De méme, puisque h conjugue ' en Ria , on a

h=f - iy + ¢ o f* . Prenons la moyenne de ces identités, pour 0 € i< n :

Z(fi—ia)+:-1 Z vofi=hn+:-l Z wofi.

i<n i<n i<n

n=2t
n
. 1 i . .
I1 reste & montrer que o E: y o f° converge uniformément vers Iw w=0.
i<n
On peut le déduire de 1.7 (§ est de variation € 2 ), ou, par un changement de

variable (par h ) ramener cette convergence & un théoreme d'H. Weyl :

Rappel 3.2 (H. Weyl).- Soient ¢ une fonction continue sur R/Z , et « un nom-

bre irratiomnel. Les sommes Sn(w) = % E: ¢(x + ia) convergent uniformément
i<n

ver (x) dx .
vers IR/ch d

On le voit en approchant ¢ per des polyndmes trigonométriques P . On
vérifie directement que, pour un polyndme trigonométrique, Sn(P) tend vers

j P(x)dx . Puisque !Sn(w)l < ”¢”m , on a donc
R/Z
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lim sup ||S_(¢)- p(x)ax ”m = lim sup ||S_(¢ - P) - (p(x) - P(x))dx
n IR/Z n IR/Z "a
< 2lj¢ - P||, , erbitrairement petit.
THEOREME 3.3.- Si f est ¢ , 1a variation V.= |lp logD £ ||, tend vers

0 pour n - .

Calculons Dfn . On a

n-1 n
poof=1) (M oda) =1 (' -is) va
n n . n
i=0 i=t
=h +a+ 1 (fn -x - ) , d'olr
n n
f =R +4 (% - x - m) o n! et
n o n n
1 n ~1 -1
Df =1+ [5 (of” - 1)-(Dhn) ] b
n
pr - 1= =1 !
n ZDfl n
i<n
- -1
Par ailleurs, puisque Df® = Df o £27 1. D™ ' et que

(Dfn—1)—1 o f1—n =D(f1—n) ,

" o oim Df Df .
- = ; = - , soi
2 or’ S petes!.n(e™®) Y st
i<n i<n i<n
Df - 1 -
(3.3.1) Df_ -1 = — o - —— | o r]
n > of > of °
i<n i<n
i . £
Lemme 3.4.- La somme Ez Df" tend uniformément vers = .
X i<n
Les Df' sont en effet tous positifs, et une infinité d'entre eux est

-V -
ze (1.5). Appliquant ce lemme & f et f ! , on déduit de 3.4 que

Lemme 3.5.- Les Dfn tendent uniformément vers 1 ; il revient donc au méme

de prouver que les Vn tendent vers 0O , ou que la variation de Df tend
n

vers O .
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La variation étant invariante par changement de variable, on &

Var(Df_) = Var(Df 1) <€ Var ( . S + Var [ ———
n n z Df—i) ( Z Dfl)
i<n i<n
Df 1
=lp——=1Il +llo—=——=I =
Y et o 2 Det i
i<n i<n
sz 1 1
==l + el lo—=—=I + | = |l
S ety =0y ot ”1 S et
i<n i<n i<n

D'apres 3.4, la fonction dans le premier terme tend uniformément vers O . Le

théoréme 3.1 résulte donc du résultat suivant appliqué & f et f_‘I

THEOREME 3.6.- Si f est 0

’ D("'_1—1) est uniformément borné, et tend
> of
i<n

presque partout vers O . Cette fonction tend donc vers O en noxme L

1
1
Soit G 1'automorphisme ¢ +— ¢ o f.Df = f¥(¢ dx)/dx de L (R/z) .
I1 respecte la norme L1 et transforme fonctions positives en fonctions posi-
tives. On peut donc lui appliquer le théoréme ergodique de Chacon-Ornstein

(voir par exemple, Garsia, Topics in almost everywhere convergence): pour tout

¢ dans L1 , les -1 n—1 ‘ .
QL—_ Gl(cp) Z @ o £ . oft
(0) = i=0 _ i=0
wn A n-1 B n-1
> (1) 2 Dt
i=0 i=

tendent presque partout vers une limite \y((p)

On appliquera ce théoréme & ¢ = D log Df . On pose

i

D> D log Dfoft.Df

v i<n
= - ,
n X Dfl
i<n
et on note y la limite presque sure des y . Les Nn[ , donc |¥! , sont majo-

rés par ||D log Df || .
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1
Lemme 3.7.- D —-———; est unifermément bvorné, el tend presque partout
— Y ot
i<n
(donc aussi en norme L") vers -+

Les indices de sommaticn allant de 0 & n-1, ona

ZA Df' . D log Dfo £V . DY

1 poiet i> ]
"“( 1) = 12 o in2
£ Df (zor") (Zorh)
o ~d
Les A.. = i—?l—? (3 « i < n) étant positifs, de somme < 1 , on voit
Yooy o)
i<n
déja que
—D( 1 .\: £A,. D log Dfo fY
T D/ +J

est majoré, en valeur absolue, par |[D log Df || _ .

Les indices de sommation allant toujours de O & n-1, on a

Y prl.D 1og Dfo£t.ped = ZDfi.‘yi. > prd

i> 5<i
= y. 2 vetoed 4 ) (y-y,) pet Y el
j<i 1 j<i

- 2 . A ,
Fu2one) - 4y 06T+ X (v-vpet Y ped

j<i

S iehy? 2(y-v,) oet j; Dt

D( ! )+~;-w=%\y-

i T 12
T Df (£Dfh) (z ofh)

1

(o8

par sup DEF . EDf' et J  Df) par
<1

Majorons & (Df‘)2 = £Df.Df
£0f) . on trouve

- i
sup Df* T ¥-v;[Df

iD( 1<)+~Hl=%{wl + “ a4

zort £ pft £ort n 't

Quel que soit j entre O et n-1 ,
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pfd TPRE R o T B N R
- = (2ot (067 = (200 £9)7! < inp - —
zort S or > of
i< n-j isj
D'aprés 3.4, An tend donc uniformément vers O . Quant 2 Bn , le lemme sui-
vant, de vérification laissée au lecteur, montre que Bn tend vers O en tout

point ol vn tend vers ¢ .

Lemme 3.8.- Soient an une suite qui tend vers O , et bn une série positive

divergente. Alors, Z aibi/ Z b. tend vers O .
i<n i<n *

Déduisons enfin 3.6 de 3.7 : puisque 1/ EE Df1 tend vers O ,
i<n
D(1 / E: Dfl) tend vers O , au sens des distributions. D'aprés 3.7, cette
i<n
suite tend L1 vers - i-w . Onadonc § =0, et on applique 3.7.

Complément 3.9.- Herman sait déduire de 3.7 qu'un difféomorphisme croissant de
R/Z N C2 et & nombre de rotation irrationnel, est dx-ergodique : toute partie

borélienne (voire dx—mesurable) de R/Z stable par f est de mesure de

Lebesgue O ou 1.

Remarque 3.10.- Le théoréme de Chacon-Ornstein n'est pas effectif : il ne four-
nit pas d'estimation quant & la rapidité avec laquelle, pour chaque € , les
wn tendent uniformément vers ¢ en dehors d'un ensemble de mesure € . De ce

fait, je ne sais pas déduire de la démonstration ci-dessus une majoration effec-

tive des V .
n

§ 4. Approximation d'un nombre par les rationnels

Sauf en 4.5, les conventions générales sur o , p , 9@ sont suspendues
dans ce paragraphe. Nous commengons par des rappels sur les fractions continues,
pour lesquelles on peut consulter Hardy and Wright.

i = 1
4.1. Soit [ao,...,an, cl=a /(a1 + /... (ai €E,a >0 pour



110
477-12

i > 0 ) le développement en fraction continue d'un nombre irrationnel « . Soit

pn/qn = [ao,...,an] la n-iéme réduite. On a pn/qn < @ pour n pair,
Pn/qn >« pour n impeir. Si, pour i = -1, -2, on définit (pi, qi) par
( P, p_1 ) ( 0 1)
a, a,! ‘1 ol,

on a pour tout n 20

(4.1.1) (pn-1 pn) _ (Pn—Z pn—1) (O 1)
q qn q 1 a

qn-—2
soit

oy {707 e
qn

= anqn—1 * qn-2
De (4.1.2), il résulte que

(4.1.3) a ,q Sgq , S (an

+1
n+1'n )q

n+1 +1 n

<
(4.1.4) 2qn < (an+1an+2 + 1)qn 440

(4.1.5) q 2 Nfgll pour n 22 (car a, =1, a5 2 3> 23/2) .

De (4.1.1), on déduit par récurrence que pn+1qn - pnqn+1 ==x1, i.e.
(4.1.6) Py Ppes| 1
qn qn+1 qnqn+1

Puisque o est entre pn/qn et pn+1

les pn/qn sont des approximations rationnelles de o« , par défaut pour n

/qn+1 , il résulte de (4.1.6) que

pair, par excés pour n impair.

4.2. On a entre réduites et approximations rationnelles les relations sui-

vantes :
(4.2.1) Toute approximation rationnelle de s est soit une réduite, soit de
la forme {ao,...,an_1, a, + 1] . Si on range les approximations rationnelles

par dénominateurs croissants, de 3 successives, l'une au moins est une réduite.

(4.2.2) De deux réduites successives, l'une au moins vérifie
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lo - p/ql < 1/2q2 . Une approximation rationnelle telle que |s - p/q[ < 1/2q2

est une réduite.

4.3. Posons |||x]]] = inf |x - n| . Les dénominateurs a, sont les nombres
ne¢é
a tels que |[lae|||< |/la'e||| pour tout q'< q . Sur R/EZ , trois Q@ suc-
cessifs sont disposés ainsi (le dessin est pour an+2 =2)
an+2(qn+1a)
(4.3.1) 4 — > -
Iy 4@ 0 Ip® e,
Si on exclut le cas oW n =0, a1 = q1 =1, l”qna|” est la distance de O
a qna , telle qu'elle apparalt sur cette figure, et
(4.3.2) a ., st la partie entitre de ”]qna”|/ qun+1a”| (pour n=1),
1
4.3.3) g2l s 77 Maell < £ flaelll -

n+2

Posons pﬁ/qﬁ = [ao,...,an + 1] . On a la disposition

(4.3.4)

A 3

1
Poat/Sey @ Paet/ %y P/,

d'ou par (4.1.6) et (4.1.3)

1 1

(4.3.5) S |le-p/a|s ,
qnq1'1+1 non qnqn+1
soit
1 1
(4.3.6) TG +2)0 < a2l = (sauf pour n=0, q =q, =1)
(an+1+2 q n a 49, o ™

Comparant (4.1.3) et (4.3.6), et tenant compte de (4.2.2), on voit qu'il

revient au méme d'exiger
(a) que ||a@||| ne soit jamais trop petit ;
(b) que an ne soit jamais trop grand ;

(c) que les dénominateurs des approximations rationnelles de « ne croissent

pas trop vite.
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DEFINITION 4.4.- Un nombre irrationnel & est de densité bornée si sa densité

B

n
d = sup E: a. est finie.
n>0 " i=1 *

Appliquons 1.7, pour s =« de densité 4 < ® , en prenant pour 9y les

. : . . N/2
dénominateurs des réduites successives. Pour n 2 2 /

et E: ;4 < nd . La formule 1.7.3 nous fournit la
SN

,ona N< a, (4.1.5)

PROPOSITION 4.5.~ I1 existe des constantes universelles C , D telles que, pour

o de densité bornée 4 , on ait

o) s oV

4.6. Soit T : [0,1{ - [0,1{, x + vpartie fractionnaire de ! . la
i 1 dx Lo s _ . .
mesure de probabilité v = Tog 2 1+ % sur [0,1[ vérifie T*v =V . Khintchine

a montré que T est v-ergodique. Le n-idme coefficient du développement en

fraction continue de x irrationnel dens [0,1] est
-1 -1
LT (=)™ (nz1) .

Pour presque tout x (au sens de la mesure V - ou de celle de Lebesgue, c'est

a (x)

pareil) un entier k appareft donc dans la suite des an(x) (n21) avec une

fréquence

(#{ns¥|a(x) =x}) = [ v X nd

[x']=x

: 1 . .
Puisque la somme & >k diverge, 1l'ensemble des nombres de densité bornée est
k

lim
N—w

TN

de mesure de Lebesgue nulle.

La proposition 4.5 est la seule étape de la démonstration d'Herman ol 1'on

doive faire sur « une hypothése qui n'est pas vérifide par presque tout nombre.
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§ 5. Majoration de |f -x-p,

On notera par pn/qn la n-idme réduite de « . D'apres4.3.3., on a sur le

cercle R/Z la disposition

0 q

o 2qq+2& qna

It

n+2

Par conjugaison, la méme disposition vaut pour les itérés de f :

q 2q q
x £ n+2(x) £ n+2(x) £ n(x)
" I A |
S~ 7
fqn+2
q q

Sur R, la méme disposition vaut si on remplace f + par f - P, - L'axe doit

8tre orienté de gauche & droite pour n impair, de droite & gauche pour n pair.
' 4 .y .
Puisque Df ~ 2 e , on en déduit que

q
-V 2
(1+e )]s ™) -

4y
o x| s |f (x) - P, - x| »

d'ol la

q
PROPOSITION 5.1.- Les ||f " - x - p |l décroissent au moins aussi vite qu'une

progression géométrique.

Cet argument, un peu affiné, permet de prouver le théoréme suivant

THEOREME 5.2.- Supposons que « vérifie la condition

(*) lim  1lim sup E: log(ai + 1)// 5: log(ai +1) =0,

A—e N-w ai>A 1€i<N
1<isN

soit, ce qui revient au méme

(%) Pour tout € , il existe A tel que

M (e +1) s Olay)

a,>A
1

1€isN

Il existe alors une fonction V v e(V) , tendant vers O avec V ,

telle que
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%) - p - x| < o' FE M)

Esquisse de démonstration.

a) Soient p/q et p'/q' deux approximations rationnelles par excés de « ,
a=q¥~-p, b=q'a-p' et c=a/b.Si O<rbsa (r entier 21),onasur R/Z la

disposition (dessin pour r = 3)

x %' (x) £21" (x) %' (x) £3(x)

' -
et, puisque qu 2 e v R

r-1 v '
(2 )1V (x) - - x| s [£3x) -p-x
i=0

P . . .
b) Plus généralement, si rb € sa , i.e. si : S$c¢c, ona

=1 , s=1
(5.2.1) (2 )V () -p - x| s (Y ) |%x) - p-x
i=0 i=0

Pour r =3, s =2, on a le dessin

X fq'(x) f2q,(x) qu'(x)

fq(x) fzq(x)
c) Quels que soient € et A , il existe B tel que
vx(2sx<4aA) Tr,s (r<B, ssB, x €< r/s< x) .

I1 existe ensuite Vo tel que 81 V< Vo , on ait pour tout r,s < B,

avec r 2 2s ,
s—1

. r-1 .
Z elV/ Z e—lV < (s/r)1—€ .
i=0 i=0

a) 8i V< Vo, etaque 2scSA, (5.2.1) donne

(5.2.2) lfq'(x) - p' - xl < 0_14-6' [fq(x) -p-x|,

avec (1—5') = (1—5)2 .
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e) Prenons la suite des approximations rationnelles p2n+1/q2n+1 , et soit

bn =|q2n+1° - P2n+1|= ]”q2n+1d”1 . Cna
b
n
<
223 (g2 * Doy + 1)
n+1
Si V<V , ona donc
1-€'
2n+3 [ _n+1 2n+1 L
| (x) =Dy 5-x| < |5 ) £ (x) -1y, - x| (1)
i <
% (a2n+2+1)(a2n+3+1) A
4 a
2n+3 2n+1 2
lf (X)—P2n+3—x| ES lf ( ) P2n+,‘xl ( )

en tout cas.
Mettant bout & bout ces inégalités, on trouve que

q '

2n+1 1-¢! 1-€
£ (x) = pyppq - x| S OLT (o + 1)(ay; 0 + 1)) o)
N i [ . e
ol le produit est étendu aux i € n tels que (a2i +1)(a21+1-+1) A

2 ., .

On le majore par le produit B = I (a.j + 1) étendu aux j S 2n +1 tels que

1
2 . 1 .
8, +12 A%, et on majore b par /q2n+1 :

45 '
n+1 -1+€
- - <
lf (x) p2n+1 XI O(Bn ne1 )
L'hypothése sur o« permet de faire rentrer Bn dans le €' , et de conclure.

Remarque 5.3.- La condition (%) est vérifide par presque tout nombre, et par les
nombres de densité bornée.
Remarque 5.4.- Sauf si les a, sont bornés, cette méthode ne permet malheureu-

q.
sement pas d'obtenir une minoration de |f “(x) - P, - x|
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§ 6. Majoration de [qun-1|
% 4
Soat @ =f  -p -X. Nous allons majorer |Df ~-1]| = |D¢n! par la
formule d'interpolation de Hadamard (2.2.1). On a, pour « de densité bornde,
et f 03
o ll. so@' " 5")  avee e(m) = 0 pour V-o (5.2)
nllw n
2 + i
e |l = o(a} . sup [|Df o) pour V< 1 (2.3)
i<q
n
i e (V) ,
sup ||Df Ha° < O(qn ) avec €'(V) = 0 pour V-0 (4.5)
i< q
n
On a donc
_1/4+e"(V)
" - ]
lve, ll,, = Ola, ), (e"(V) = F(e(V) + e (V)
Quel que soit € > 0 , il existe m tel que
e"(Var log D fm) < € (3.3),
d'ou -1/, +E
4
”Df -, = ola, )
I 9n -1 qn
Par conjugaison (f = = hmfmnhm » £~ est proche de R/Z per 5.2, et h

est C3 ), on obtient enfin le
THEORFME 6.1.- Si f est C3 R sﬁ « de densité bornée, on a pour tout € > O

~1/,*E

Ioe™ - 1], < ofa, 4 )

§ 7. h est C B pour B < 1/3
7.1. Nous aurons & utiliser les propriétés suivantes de la norme hdldérienne
lw!g
(7.1.1) Pour ¢ périodique de période 1 , et g : R/Z - R/ZL, ona
. B
le o g'a < !Q‘B lIve I,

(7.1.2) !w[a est une fonction croissante logarithmiquement convexe de B8
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1°g|¢|5 est en effet la borne supérieure des fonctions linéaires crois-

lo(x) —(y) |
g X RV

santes lo

|x-y|?
(1.1.3) ol s 2llell, et loly = IDoll, -
B/B+1 1/148
(7.1.4) o]l =< (15;8) -(!wli D g)

Supposons que le maximum de ID¢[ soit atteint en x et pour fixer

les idées, que Dp(xo) 20 . 0On a alors Dp(x)2[|np“m-—‘Dﬂa(x-xo)a et

(x_x )1+ﬁ
o(x) - @(xo) z ||pg|| (x - xo) - [DCP|B “'7‘f%""- » pour x 2 x_ . On évalue

cette minoration en x telle que |[Dy|_ - ]D@[a(x - xO)B = 0 . Joignant le

résultat au résultat symétrique, pour x < x , on trouve que

X [D‘Plaxs

148
tlol, 2 ool X - oolgrg = X% ll, - 555)

pour X tel que [lnp”m = |D¢|BXB. La formule d'interpolation (7.1.4), dont

la formule d'Hadamard (2.2.1) est le cas particulier B = 1 , en résulte.
(7.1.5) |[¢"B =[[¢”m + [¢[B est une norme d'algébre de Banach sur 1l'algé-

bre des fonctions C. La formule ”¢1¢2"B < “¢1”B|[¢2“B se déduit de 1'iden~
tité
9, (x)9, (x) - <p1(y)cp2(y) = cp1(X)(cp2(X) -g9,(y)) + (9,(x) -9, (x) ), (y) .

3

7.2. On suppose « de densité bornde et f C° . Soit €< 1/4 . D'apres 6.1,

on a une majoration
4 —-€
(7.2.1) |10g D£ *| = A.q

Soit N un entier, et écrivons N = Z biqi comme en 1.7. Si on brise la

somme log DfN = E: log Df o ' en sommes partielles comme en 1.7, on trouve
i<N
N 45 3
(7.2.2) log Df = £ (I de b, termes de la forme 1log Df ~ o fY ).
i

Appliquons (7.2.1) :
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(7.2.3) HMng < AE:

1+1 i

Cette somme converge si « est & densité bornée (et pour presque tout nombre),

d'ol la

PROPOSITION 7.3. ||log Df" || est uniformément borné.

7.4. Supposons que V < 1 , et interpolons par 7.1.2 entre l'estimation 6.1 de

q q
iipf - 1| et 1'estimation 2.3 de ||D(Df "- 1)“°° . On trouve, pour B < 1/3 ,
«©

une majoration

qQ
-€
(7.4.1) |Df n|B < O(qn ) avec € > 0 .
Prenons | |B de (7.2.2). Les o f2 y sont sans importance par (7.1.1) et
7.3, d'ol
n —e
|pf |B < O(Ta. 1418 ) = O(1) :
les fn sont uniformément C1 B , les hn le sont aussi, et h est donc
C1+B , comme expliqué dans l'introduction. On se débarrasse enfin de 1'hypo-

these V< 1 par 3.3.

PROPOSITION 7.5.- Pour tout B < 1/3 , h est C"+B .

§ 8. @ convergence des f

THEOREME 8.1.- Soit 0 < B' < B <1 . On suppose que f est C2+B et que h

148 248! :
est C . Alors, les fn convergent vers %y dans la C - topologie.

On sait déja que la convergence est C1 (3.5). C'est d'ailleurs ici
évident sur (3.3.1) puisque les Df' sont bornés inférieurement :

Df' > A> 0 . Les formules d'interpolation (7.1.2) et (7.1.4) nous raménent donc

a4 montrer que les fn restent bornés dans la 02+B-topologie, i.e. que les
lsz | restent bormés.
n'g
Les f° sont uniformément C''° . Les |% 2_ prt [B sont donc bornés.

i<n

Puisque les Df’  sont bornés inférieurement, et que |¢_1| < ]wla//(inf ‘¢l)2

’
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les lg// E: DfltB sont également bornés.
i<n

Par la méme méthode qu'en 3.6, compte tenu de ce que les hn et % sont
uniformément C1 (ce qui justifie les changements de variable), on se raméne

3 majorer uniformément en norme || (7.1.5) les fonctions

lg

- J
= E: kij D log Df o f pour

D ___J___;
E: Df j<i<n

DDA - - -
kij =—T77 = —%- [ Df* . DfY . (n//b§: Dfl)z] (preuve de (3.7).
( E: Df n i<n
i<n

L'expression entre crochets, et les D log Df o £J , étant uniformément bornés

en norme || ”B , c'est immédiat.

§ 9. Application d'un théordme des fonctions implicites

Le résultat final d'Herman est le suivant.

THEOREME 9.1.— Si o est de densité bornée, et que f est o , T2 3

(r=n+8, n entier, 0<B< 1), alors h est cr-1-E pour tout e>0 .

I1 1'obtient en conjuguant 7.5 et 8.1 avec un théoréme des fonctions impli-

cites :

THEOREME 9.2.- Soient « un nombre irrationnel, et 1 =8 < 8' . On suppose

qu'il existe C tel que [qa - pl 2 C .q_e pour tous entiers p , q . Il existe
206

]
- topologie tel que pour f dans

alors un voisinage V de Ra dans la C

ce voisinage et C° (resp. ¢, ¢® ), 1'équation

f:R)‘OgoRQ{Og-1

-N
(A € R, g homéomorphisme croissant) admette une solution cr-® (resp. ¢,
).
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Pour obtenir 9.1,on prend 1<® < ®' =1 +¢€¢ , on prend pour & le nom-

bre de rotation de f , on se raméne & supposer f dans V par 7.5 et 8.1 et

on observe que le nombre de rotation de Rx o go Ra 0 g—1 ne peut étre «

que pour A =0 .

Comme nous 1l'avons déja dit, la preuve de 9.2 est inspirée de [1], [3]
et [4].
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