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Séminaire BOURBAKI 456-01
27e année, 1974/75, n° 456 Novembre 1974

COHOMOLOGIE _ CRISTALLINE
[d'aprés P. BERTHELOT)

par Iuc ILLUSIE

Les paragraphes 1 et 2 de cet exposé sont un résumé trés succinct de la
thése de Berthelot [2], Pour un compte-rendu un peu plus complet, mais tout aussi
dépourvu de démonstrations, le lecteur pourra se reporter & [10]. Aux paragraphes
3 et 4, nous indiquons briévement quelques applications et prolongements de la

théorie.

1. Définition de la cohomologie cristalline

1.0 Soient Xk un corps parfait de caractéristique p> 0, W= W(k) 1'anneau
des vecteurs de Witt sur k . La théorie de Berthelot associe fonctoriellement &
chaque variété (= schéma de type fini) X/k des "groupes de cohomologie cris-
talline" Hi(X/W) qui sont des modules sur W . Pourvu qu'on se limite aux varié-
tés propres et lisses sur k , la cohomologie cristalline remplit le vide laissé
en p par les cohomologies £-adiques de Grothendieck : elle permet, par exemple,
pour X projective et k fini, une étude p-adique des zéros et des pSles de la
fonction zéta de X , voir § 3. L'idée de la construction est due & Grothendieck

(ef. [T, [8]).

1.1 Soient A un anneau (commutatif, unitaire), I un idéal de A . Rappelons
[26] qu'une structure de puissances divisées (en abrégé, PD-structure) sur I

" est la donnée d'une famille d'applications Y, ¢ I - 4A) vérifiant les

nelN
propriétés formelles de x +— xn/n! . Un idéal muni d'une PD=-structure
s'appelle un PD-idéal. Si A est de caractéristique nulle, tout idéal est muni
naturellement d'une unique PD-structure. Si A& est de torsion, tout FPD-idéal
est un nil-idéal. L'idéal meximal pW¥ de W est muni d'une unique FD=-structure,
dite canonique. Elle induit une PD-structure canonique sur 1'idéal maximal de
chaque quotient Wn = w/pn*’w . Désignons par R 1ltanneau W ou un quotient Wn.

Soit (4,I) une paire formée d'une R-algébre et d'un idéal, le foncteur associant
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3 chaque paire (B,J) formée d'une R-algdbre B et d'un idéal J muni d'une
PD-structure compatible avec la PD-structure canonique de pR 1'ensemble des
homomorphismes de R-algébres A — B envoyant I dans J est représenté par

une paire (DA/R(I) ,I) appelée PD-enveloppe de I relativement & R . On a

DA/R(I)/I =A .5 I=pi,ona (DA/R(I) ,I) = (4,I) . Cette construction se

faisceautise.

1.2 Fixons n ¢ N . Soit X une variété sur k . Une Wn-immersion fermée
i:U% T, o U est un ouvert de Zariski de X et 1'Idéal de i est muni
d'une PD-structure compatible avec la structurercanonique de an , s'appelle
un PD—Wn—épaississement de X . Les PD—Wn—épaississements de X forment de
manidre évidente une catégorie, sur laguelle on définit une topologie de
Grothendieck en prenant pour familles couvrantes les familles

((qyc—* ﬁa) -+ (Ve 7)) telles que (ﬁa - V) soit un recouvrement ouvert

de V . Le site ainsi obtenu s'appelle site cristallin de X relativement & Wn

et se note X/Wn . Les 06 définissent un faisceau d'anneaux OX/W sur X/Wn .
Les groupes de cohomologie Hi(X/Wn) dfn Hi(X/Wn R &X/W ) sont des Wn—modules,
ils forment une algebre graduée anti-commutative. ?

Supposons qu'on dispose d'une Wn—immersion fermée i : X< Y, avec Y
lisse sur Wn . Alors on peut calculer les Hi(X/Wn) par le procédé suivant.
Notons GDX(Y) ,I) 1la PD-enveloppe de 1'Idéal I de i . EX(Y) est une
Oi-Algébre quasi-cohérente, qui est munie naturellement d'une connexion inté-

grable par rapport & Wn , de sorte qu'on peut former le complexe de De Rham de

1(/wn 4 coefficients dans :)X(Y) » soit Oy /Wn®°Y SDK(Y) . Comme I est un nil-

Idéal et que SX(Y)/ifz 0y » ce complexe est & support dens X . Un des résultats
principaux de Berthelot est qu'on 2 alors un isomorphisme canonique

1.2.1 H*(X/Wn) ~ B (x, “fr/w ® mx(y)) .
n

En particulier, si X est la réduction sur k d'un schéma lisse X'/Wn , on &

1.2.2 H*(X/Wn) ~ H;R(x'/wn) ,
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vu que $X(X‘) = 0, (si Y - Z est un morphisme de schémas, on note

* (Y/z) dfn H*(Y, Q. , ) la cohomologie de De Rham de Y/Z ).
R /7

1.3 Pour i fixé et n variable, les Hi(X/Wn) forment un systéme projectif
dont la limite, notée Hi(X/W) , est par définition le i-iéme groupe de cohomolo-
gie cristalline de X par rapport & W . B(X/MW) =& Hi(X/W) est une W-algeébre
graduée anti-commutative, qui dépend fonctoriellement de X/k : tout carré commu-
tatif X'/k' - X/k induit un homomorphisme H*(X/W) B W - (X /W)

(W' = w(kx')) . En dehors du cas X/x propre et lisse, H*(X/W) est plutdt patho-

logique (e.g., si X est la droite affine (resp. la réunion de deux droites pro-

jectives se coupant en un point), H1(X/W) n'est pas de type fini).

2. Cohomologie cristalline des variétés propres et lisses

2.1 Soient k et W comme dans 1.0. Soit X une variété propre et lisse sur
k , de dimension d . Les Hi(X/W) sont alors de type fini sur W , nuls pour
i>24 Si X/k est projective ou relevable sur W , le rang de Hi(X/W) est
égal au i-idme nombre de Betti /f-adique de X , b;(X) , pour tout £ £ P

(rappelons que b;(X) = dim Hl(i, Ql) , o X est déduit par extension des sca-

laires & une cldture algébrique de k ) (*). On le note: bl(X) .

La formation de H*(X/W) commute & toute extension de corps parfaits k'/k B

si X'/k' se déduit par extension des scalaires de X/k', on a
B (x/w) ®, W = 2 (xr ) .

2.2 Pour tout entier i , on & une suite exacte
0 - E(XW) @ k - H (XK - tor (55 (/W) k) - O .
W R 1
Donc dimk H;R(X/k) S bl(X) , avec égalité si et seulement si Hl(X/W) et

H1+1(X/W) n'ont pas de torsion.

2.3 Si X/k est la réduction d'un schéma propre et lisse X'/W , On a un isomor-

phisme canonique

B (X/W) = H;R( X/W)

(*) Les conjectures de Weil ([6], [13]) sont en filigrane dans cette assertion.
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(déduit de 1.2.2 par passage & la limite). C'est un analogue du théordme d'inva-

riance de Washnitzer et Monsky dans le cas affine [24].

2.4 Pour les variétés propres et lisses sur k , la cohomologie cristalline véri-
fie un formulaire (Kiinneth, dualité de Poincaré, morphisme de Gysin) analogue &
celui dont on dispose en cohomologie £-adique. La seule différence notable est
qu'on ne sait pour l'instant définir la classe de cohomologie c(Y/W) € H2d(X/W)

d'un cycle Y de codimension d sur X que si Y est non singulier.

2.5 Supposons que k soit le corps fini Fq , notons K 1le corps des fractions
de W . Soit X wune variété propre et lisse sur k . L'endomorphisme de Frobenius

F de X (x v+ 1 sur Ok) induit un automorphisme, noté encore F , de

H*(X/W)K dfn B*(X/W) ®, K . Berthelot montre que la fonction z8ta de X/k est

donnée par la formule
2.5.1 Z(x/x) = R, (+)/T By (%),

ol P (t) = det(Id - Ft, Hn(x/w)K) . A priori, on & Pn(t) ¢ K[t] , mais Katz et
Messing [13] ont déduit des conjectures de Weil [6] que si X/k est projective
Pn(t) est & coefficients entiers et coincide, pour tout nombre premier £ # D,

avec le polyndme caractéristique analogue en cohomologie Jf-adique.

2.6 Le corps k étant & nouveau un corps parfait quelconque de car. p > 0 , soit
S une variété affine et lisse sur k , et soit S' un schéma formel lisse sur

W relevant S et tel que S' = lim Sﬁ 4 ol Sé =35'® Wn , Wn = W/pn+1W .

Soit f : X = S un morphisme propre et lisse. Pour n €N , f 3définit un mor-
phisme de sites cristallins f x/wn - s;l/wn . Pour chaque i € Z , la limite
des len*Gx/W est un PF-cristal cohérent sur S' au sens de Katz [12], qui

exprime la variation des i-iémes groupes de cohomologie cristalline des fibres
de f . Pour la comparaison de ce point de vue avec ceux de Dwork et de Washnitzer-

Monsky, le lecteur pourra consulter [23] et 1'introduction de [2].
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3. Polygones de Newton cristallins, d'aprés Mazur [16], [17], [18]

3.1 Soient k , W, K comme en 2.5, notons K une cldture algébrique de X , et

v la valuation sur K telle que v(q) = 1 . Rappelons qu'on appelle polygone de
i = 2
Newton ( p-adique) d'un polynéme f =Z aitl € K[t] 1l'enveloppe convexe dans R
N
des points (i, v(ai)) .81 f=1(1- ait) , avec a. A0 pour 1sisN,
1

les points extrémaux du polygone de Newton de f forment une ligne polygonale
convexe (Ao = (0,0) , A1”"’Ar) dont les pentes des cdtés sont les valuations

des o. ; si m, est la pente de A, A, et s, le nombre de o, tels que
J i i-11 i J

v(otj) =m ,ona Ai = (s1+...+si,m1s1+...+mis.l =v(as +---+Si)) (et

s, + e + s, = N ).

3.2 Soient n un entier, X une variété projective et lisse sur k = Fq ,
b le rang de &M, Foet Pn(t) comme en 2.5. Le n-idme polygone de

Newton cristallin de X est par définition le polygone de Newton Crn(X/W) de
Pn(t) . D'aprés un lemme d'algébre p-lindaire de Dieudonné-Manin [15], les points

extrémaux (0 ,A1,...,Ab ) de Crn(X/W) ont des coordonnées entidres 1. De plus,

la dualité de Poincaré (2.4) et le théoréme de Lefschetz "fort" en cohomologie

cristalline [ 13] impliquent que A = (bn, nbn/2) .
n
Supposons que X soit la réduction sur k d'un schéma projectif et lisse

X'/W tel que les W-modules Hl(X' . Qi'/w) soient libres, de rangs notés ndt

On a bn = E: ntd , et Y =nlt . on appelle n-i&me polygone de Hodge de
i+j=n

X' 1le polygone de Newton Hdgn(X'/W) du polyndme (de degré bn)
n X hl,n—i

TT~(1 - qlt) . I1 a pour points extrémaux les

i=0

B.o= (0™ + ..o+ nt ™ o s sty et B, =4, . Mazur [17]
1
n n

a démontré le beau résultat suivant, conjecturé par Katz [11] pour les intersec-

tions complétes (et prouvé par Dwork pour les hypersurfaces) :

1 . . . c
Crn(X/h) est aussi le polygone de Newton associé par la théorie de [15] &

n . . e a2 s . P PR
i (X/W) muni de 1'endomorpkisme semi-linéaire induit par 1'élévation & la puis-
sance p-iéme sur X ; cela permet d'étendre la définition de Cr (X/W) au cas
n

ol k est un corps parfait quelconque de car. p > 0 (voir [3], [16]).

57
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THEOREME 3.3. Crn(X/W) est au-dessus de Hdgn(X'/W) .

c,n-c R
’ soit non

En particulier, si c¢ est le plus petit entier tel que h
nul, toutes les "racines inverses" de Pn(t) sont divisibles par qc . Ce résultat
de divisibilité - qui généralise le théordme classique de Chevalley-Warning [28]
ainsi qu'il est montré dans [11] - avait été obtenu par Katz dans le cas des inter-
sections complétes & 1'aide de la théorie de Dwork. Pour des applications de 3.3,
ainsi qu'un exposé de diverses variantes et conjectures, nous renvoyons le lecteur
4.[16], [18]. Signalons que le polygone de Newton cristallin croit par spécialisa-~
tion (résultat non publié de Grothendieck), d'ol 1'on déduit, pour une famille
propre et lisse paramétrée par une variété T/k » une stratification de T par des
strates & polygone cristallin constant : voir [1], [14] pour une analyse de ces

stratifications pour certaines familles modulaires.

4. Compléments

4.1 A la suite de Grothendieck [9], Mazur et Messing [19], [20], [21] ont étudié
en détail le H1 cristallin en relation avec la "théorie de Dieudonné" des grou-
pes p-divisibles (: Barsotti-Tate) sur des bases générales S . Toutefois, en
dehors du cas o S est le spectre d'un corps parfait, on ne sait pas faire le

lien entre cette théorie et la théorie de Cartier des groupes formels [5], [25].

4.2 A 1l'aide de la cohomologie cristalline (et aussi de la cohomologie fppf),
Milne [22] a démontré les analogues pour £ = p des théordmes de Tate (L2711, 5.1
et 5.2) sur le groupe de Brauer des surfaces projectives lisses sur des corps

finis.

4.3 Bloch [4] sait définir, pour X propre et lisse sur un corps k parfait, un
complexe de faisceaux zariskiens sur X , formé & 1'aide de K, & la Quillen, dont
1'hypercohomologie est H*(X/W) , et qui permet, si dim(X) < p , une interpréta-
tion remarquable des "pentes" de H*(X/W) , voir 1'exposé de Berthelot [3].
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