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Séminaire BOURBAKI 455-01
27e année, 1974/75, n® 455 Novembre 1974

SPEERES D'HOMOLOGIE RATIONNELLE

[d'aprés J. BARGE, J. LANNES, F. LATOUR et P. VOGEL)

par André GRAMAIN

1. Introduction

Classifier les variétés, c'est décrire l'ensemble des classes, & difféomor-
phisme preés, des variétés différentielles. Si deux variétés sont difféomorphes,
elles ont méme type d'homotopie et d'homologie. En dimension 2 , une variété com-
pacte sans bord est caractérisée par son type d'homotopie ; plus précisément, deux
surfaces connexes ayant des groupes fondamentaux isomorphes sont difféomorphes [11].
Le probléme de l'existence de structures différentiables sur un type d'homotopie
donné est. étudié avec succds depuis plusieurs années (cf. [6]) ; nous n'avons pas

&4 nous en cccuper ici.

Pour les variétés de dimension > 2 , le premier résultat est dd & Milnor [ 13]
qui, en 1956, prouva l'existence de 7 structures différentiables non difféomor-

phes sur la sphére (topblogique) S, . En 1962, Kervaire et Milnor [12] donnaient

7
une classification des variétés ayant le type d'homotopie de la sphére Sn . Pour

n20, soit en 1l'ensemble des classes, & h-cobordime pres, des variétés compac-
tes orientées de dimension n ayant le type d'homotopie de la sphére Sn . Kervaire

et Milnor calculent en (sauf 6, compldtement inconnu, et une indétermination &

3

un facteur prés dans 8 ) ; le résultat fait intervenir les groupes d'homotopie

stables des sphéres et iEhimomorphisme J de Hopf-Whitehead ; la démonstration
utilise la technique de la chirurgie et les résultats d'Adams sur 1l'homomorphisme J .
D'aprés un théordme de Smale [16], deux variétés simplement connexes et h-cobordantes,
de dimension n # 3,4 , sont difféomorphes. On a donc une classification & difféo-
morphisme prés des spheres d'homotopie de dimension # 3,4 ; on constate d'ailleurs,

d'apreés le théordme de Smale, qu'une sphére d'homotopie est homéomorphe & la sphére Sn

(n > 5) . Pour les dimensions 3 et 4 , le probleme est entier.
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Nous exposons ici les résultats de [3]. Pour un anneau A de fractions ration-
nelles (ZcAc Q) et pour n ﬁ 3 , les auteurs calculent 1'ensemble eﬁ des
classes de HA—cobordisme des variétés qui ont 1l'homologie, & coefficients dans
A , de la spheére Sn . On exprime eﬁ en fonction de Og qui est complétement cal-
culé et de Oi qui est égal & en pour n # 3 (th. 1 et th. 4). Le calcul de
Q

. . S .
en fait intervenir les groupes de cobordisme Q 0 et les relations entre nombres

de Pontrjagin.

2. Enoncé du résultat

Pour abréger, on dira variété au lieu de variété compacte orientée. On appelle

cobordisme entre deux variétés Vo et V1 de dimension n une variété & bord W

de dimension n+ 1 dont le bord soit difféomorphe & la somme disjointe (—VO) U V1
(difféomorphisme orienté). On dit qu'un cobordisme (W, VO, V1) est un h-cobordisme
si 1'injection de Vi dans W est une équivalence d'homotopie (i = 0, 1) . Soit

A un anneau, on dit que (W ,VO ,V1) est un HA—cobordisme si H*(W, Vi; A) =0 .

SO . .
On note On 1'ensemble des classes de variétés (compactes, orientées, sans
bord) de dimension n & cobordisme (orienté) prés. L'opération de somme connexe

induit une loi de composition pour laquelle Qio est un groupe commutatif.

On dit qu'une variété V de dimension n est une sphére d'homologie & coeffi-
cients dans A (ou une A-sphdre) si ﬁi(V; A) = 0 pour tout i £n . On note Sﬁ
1'ensemble des classes de HA—cobordisme de A-sphéres. La somme connexe de deux
A-spheéres est une A-sphére, et 1l'on obtient une structure de groupe sur eﬁ . Les

représentants de O sont les A-spheres qui bordent un A-disque.

Notons Tﬁ le groupe de cobordisme relatif de eﬁ modulo Oio . Les éléments

de Tﬁ sont les variétés & bord, de dimension n , dont le bord est une A-sphére,
modulo cobordisme (& coins) induisant un HA—cobordisme au bord. On a une suite

exacte :

() et L L L
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THEOREME 1.- Pour n # O mod 4 , on a Tg =0 . Pour k % 1, Tgk _est isomorphe

m(x) -1

2 we) ® @ , ol W(Q) est le groupe de Witt des formes bilinéaires symé-

trigues sur @ et m(k) le nombre de partitions de 1l'entier k .

. . Q = SO .o .
On a donc des isomorphismes e4k+i Q4k+i pour i =1,2 et une suite
exacte :
Q 50 (k) - 1 Q S0
0 O = Qg — W) B0 D Qe 0.
. Q . S0
1)
L'image de e4k est la torsion de Q4k .
- . Q S0 P
On précisera plus loin le noyau de 64k_1 Q4k—1 lorsqu'on aura décrit
1'isomorphisme entre TQ et W(Q) D Qﬁ(k)- ! . Les groupes de cobordisme Oio

4k
étant connus [18], le th. 1 décrit entidrement les groupes eg . Pour A=2, la

suite exacte (1) dégéndre car toute sphére d'homotopie est un bord.

3. Formes bilindaires et quadratiques (cf. [3], [14] et [10])

3.1 Soit A un anneau commutatif. On appelle Db-module sur A wun couple (M,f)
ol M est un A-module projectif de type fini et £ : M XM - A une forme
bilindaire symétrique non-singulidre (c'est-a-dire que A - HomA(M,A) est bijec-
tive). On dit qu'un b-module (M,f) est neutre si M posséde un facteur direct

qui soit son propre orthogonal.

0 1
Par exemple, A2 muni de la forme bilindaire dont la matrice est ( O) est
1

neutre (plan hyperbolique). Inversement, supposons que tout A-module projectif de
type fini soit libre (c'est le cas si A est un anneau de fractions) et que

1/2 € A , alors, si (M,f) est un b-module neutre, M possdde une base (base

0 I
symplectique) telle que la matrice de f dans cette base soit ( ) .
I 0

3.2 Soit ®B(A) 1le monoide (pour la somme directe orthogonale) des classes d'iso-
morphisme de b-modules sur A et MN(A) le sous-monoide engendré par les b-
modules neutres. On note W(A) 1le quotient B(A)/&“A) . C'est un groupe : la
somme directe (M,f) ® (M,—f) est neutre. On peut munir W(A) d'une structure

d'anneau avec la multiplication induite par le produit tensoriel et pour élément
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unité la classe de A muni de (x,y) = xy . L'application o : W(Z) - Z aéfi-
nie par 1l'indice est un isomorphisme. Le groupe W(Z/2) est isomorphe & Z/2 ;

pour p premier impair, W(Z/p) est un groupe & quatre éléments.

3.3 Supposons désormaeis que A soit un anmneau de Dedekind, et soit X 1le corps
des fractions de A . On appelle e-module sur A wun couple (M,g) oW M est un
A-module de torsion de type fini et g : M XM — K/A une forme bilinéaire symé-
trique non-dégénérée, appelée forme d'enlacement. Un e-module est neutre s'il con-
tient un sous-module qui soit son propre orthogonal. On note W(K,A) le quotient
du monoide des classes d'isomorphisme des e-modules par le sous-monoide engendré
par les classes des e-modules neutres. L'hypothese sur A permet de démontrer que

W(K,A) est un groupe et que tout e-module stablement neutre est neutre.

3.4 Soit P wun A-module projectif de type fini muni d'une forme bilinéaire symé-
trique non-dégénérée b : P X P - A (non-dégénérée signifie que 1'application
canonique P - HomA(P,A) est injective). Alors P s'identifie & un réseau de

X 81 P, la forme b s'étend en forme non-singulidre sur K ®A P A valeurs dans K.
Soit P# le réseau dual de P par rapport & b ; l'injection P - HomA(P,A) se
prolonge en un isomorphisme P# - HomA(P,A) . L'hypotheése sur A permet de démon-
#)# -

trer que . (P P . Par suite, la forme b induit sur le conoyau P#/P une forme

d'enlacenment.

Soit maintenant E un K-espace vectoriel de dimension finie muni d'une forme
bilindaire symétrique non—dégéhérée. Soit P un A-réseau de E contenu dans son
dual, la classe dans W(K,A) du e-module P#/P ne dépend pas du choix de P ,
elle ne dépend méme que de la classe de (E,b) dans W(K) . L'homomorphisme

65 : W(K) - W(K,A) ainsi défini a les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1.- On a une suite exacte 3

0 - W) - WK -5 w(x,a) .

Si A est un anneau euclidien, & est surjective.

Le groupe W(Q,Z) est isomorphe & la somme directe des W(Z/p) (p premier).

Lorsque A = Z , la suite exacte de la prop. 1 est scindée par 1'indice.
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3.5 Soit M un A-module, on appelle forme quadratique sur M wune application
g :M - A telle que 1'on ait q(ax) = azq(x) pour a € A, x €M, et que
1'application b : M XM — A , définie par b(x,y) = a(x+y)-a(x) -q(y) , soit
une forme bilinéaire symétrique. Si 1/2 € A , toute forme bilindaire symétrique
b provient de la forme quadratique x v+ % b(x,x) ; sinon, seules les formes

paires proviennent d'une forme quadratique.

Pour les anneaux ou 2 n‘est pas inversible, on doit définir les groupes de
Witt quadratiques Wq(A) et Wq(K,A) de fagon analogue & 3.1 et 3.3. Un module
quadratique (M,q) est neutre s'il possdde un sous-module isotrope égal i son

propre orthogonal.
On a une suite exacte :
0 =-» W(A) - W (K) - VW (K,A
L) - W) - V()

et la derniére fléche est surjective si A est un anneau de fractionms.

3.6 Soit V(K,A) 1le noyau de la surjection Wq(K,A) - W(K,A) . Considérons le

diagramme commutatif :
0

!

v(e,z)
!

0 - wq(z) - wq(Q) *‘Wq(Q,Z) - 0
! = )
0 - weE) - w) -~ we,z) - 0

b

0
On en déduit une suite exacte :
0 - wq(z) - W) - v(e,z) - 0.

On voit alors, caractérisant les éléments de w(z)/wq(z) par la classe de Wu, que

v(e, Z) est cyclique d'ordre 8 . En particulier, l'indice induit un isomorphisme
de wq(z) sur 8L .

3.7 Désignons par W(A, Z) 1le sous-groupe de w(e,z) engendré par les e-modules
M tels que A® M soit neutre ; le conoyau d'un élément de Wq(A) est dans

W(A, E) , on note & : Wq(A) - W(A,Z) 1'homomorphisme ainsi défini. On a, &i
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+ea ,une suite exacte :
0 - w(z) - w) - wi,z) - 0.

Si % [ A , avec une définition analogue pour Wq(A, %) , on & la suite exacte :

0 - WwW(z) - W(A) - W(A,EZ) - O.
B = W) - v, 2)

4. Formes d'intersection et d'enlacement d'une variété

4.1 Soit W wune variété compacte connexe orientée de dimension 4k (avec ou sans
bord). L'intersection des cycles de dimension 2k définit une forme bilindaire

symétrique & valeurs entidres sur le quotient libre
L2k(W; Z) = sz(w; Z)/’Tors(sz(W; Z)) ; on la note (x,y) + x.y . Soit
D : HZK(W) - sz(W , bW) 1'isomorphisme de la dualité de Poincaré. L'intersec-

tion x.y est la valeur sur la classe d'orientation de (W, bW) du cup~-produit
D(x) U D(y) . Par ce procédé, on peut définir pour tout anneau A 1la forme d'inter-

section sur (W;A) & valeurs dans A .
k

4.2 Si le bord bW est une A-sphére (ou est vide), la forme d'intersection sur
L2k(W; A) est non-singulidre. En effet, H2k(W ,bW; A) est isomorphe & H2k(w s A)
H2k(

et 1'isomorphisme D : H2k(W sA) - W,bW;4A) induit un isomorphisme

sz(w s A) - HomA(LZk(w s A),A) qui est précisément 1'homomorphisme associé i la

forme d4'intersection.

Pour tout x € sz(w; Z) , On 8 X.X = Vo ¥ mod 2 , ou Vor est la classe
de Wu. Si W est stablement parallélisable, la forme 4'intersection sur
L2k(W; Z) est paire et provient donc d'une forme quadratique. Plus généralement,

si W est A-trivialisable (n°® 6.1), il en est de méme sur L2k(W s A) .

4.3 Supposons que bW =@ et que W soit le bord d'une variété compacte, on
démontre alors que la forme d'intersection sur L2k(W; A) est neutre. Plus géné-
ralement, si W est équivalente dans Tﬁ 4 un A-disque, le résultat est encore
valable. En effet, il existe une variété U de dimension 4k + 1 dont le bord
est égal & la variété W' obtenue en collant & W un A-disque le long de bW ;

on a sz(W') = LZK(W) et les formes d'intersection coincident.
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4.4 Soit V une variété sans bord de dimension 4k - 1 . Décomposons son homolo-

gie H (V3 Z) en torsion et quotient libre :

2k=-1

0 - (v;E) (v;g) (v;E) - 0.

Tok Bt Logy

De méme, la cohomologie se décompose (formule de Kiinneth) en :

0 - Ext(H, .(V;E),z) - HX(V;Z) — Hon(H, (V;2),2) = 0,

2k-1

ol Ext(HZk_1(V; z),r) (=Ext(T

2k-1 (V;2),Q/E)) est 1a

(v;2),2) = Hom(T2k_1

partie de torsion et ol Hom(HZk(V; z),z) (= Hom(LZk(V ;Z),Z)) est le quotient

libre. L'isomorphisme de Poincaré D : (vyz) = sz(V; %) induit un isomor-

: H2k—1
phisme T, 1(V; ) - Hom(TZk—1(V; E), /%) , d'oh une forme bilinéaire non-

singuliére sur T (v;2) & valeurs dans Q//Z dont on vérifie qu'elle est

2k-1

symétrique. On appelle cette forme la forme d'enlacement de V . Elle jouit des

propriétés suivantes (cf. (3]) :

PROPOSITION 2.- (a) La classe dans W(@, Z) de la forme d'enlacement est inva-

riante par HQ—cobordisme.

(v) Soit W une variété & bord de dimension 4k telle qué bW soit une Q-

sphére. Dans W(Q, Z) , la classe du conoyau de la forme d'intersection de W est

1'opposé de la classe de la forme d'enlacement de bW .

5. Les résultats de Kervaire-Milnor

n

z

des couples (W,u) ot W est une variété & bord de dimension =n , dont le bord

5.1 Indiquons bridvement le calcul de 8 d'aprés [12]. Soit 411 1' " ensemble "

est une sphére d'homotopie, et u une trivialisation du fibré tangent stable & W.
On dit que deux éléments (Wo, uo) . (W1 ,u1) de q; sont équivalents s'il

existe un cobordisme U reliant Wo 4 W, , induisant un h-cobordisme entre

1
bWo et bW1 , et tel qu'il existe une trivialisation de T(U) prolongeant uo

et u, - On désigne par Pn le quotient de Gzl par cette relation d'équivalence.
On munit Pn de la loi de composition induite par la somme connexe au bord ; Pn

est alors un groupe commutatif.

On définit An , de fagon analogue, comme groupe de cobordisme des variétés

V sans bord, de dimension n , munies d'une trivialisation u de la restriction
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de T(V) au complémentaire d'un point x € V , modulo les cobordismes stablement
parallélisés au-dessus du complémentaire d'un chemin joignant les deux points excep-

tionnels du bord. C'est un groupe commutatif pour la somme connexe.

On a alors une suite d'homomorphismes :

a b c
(2) e S A e Y VP PP

L'application & associe & la classe de (V, u, x) la classe de (V-—D ,uIV-D) ,
ou D est un disque ouvert de centre x dans V . L'application b consiste &
prendre le bord. Enfin, si V est une sphére d'homotopie et x wun point de V ,
V - {x} est un disque d'homotopie et le fibré T(V)|V-{x] possdde une unique
trivialisation (& homotopie prds), ce qui permet de définir 1'application c .

L'exactitude de la suite (2) résulte immédiatement des définitions.

5.2 THEOREME 2.- On a Pn =0 pour n impair,
P =L pour k£ 1,
L ~E/2 .

La démonstration de ce théordme utilise la technique de chirurgie ; elle est
longue et délicate. Si (W,u) ¢ qzk , la forme d'intersection de W est paire et
non-singulidre. On en déduit une application P4k - Wq(Z) ; le calcul de P4k
consiste 2 démontrer que, pour k # 1 , c'est un isomorphisme. De méme, le calcul

de P4k+2 consiste & construire un isomorphisme de

méme la définition de l'application P

P4k+2 sur W(Z/2) , mais ici

Ak+2 - W(Z/Z) est délicate.

5.3 Pour calculer An , considérons la suite exacte :
In
(3) v » om(80) —> I - A - m (SO) - ...
ol Hn est le groupe de cobordisme des variétés stablement parallélisées. On sait
(construction de Thom-Pontrjagin) que Hn ‘s'identifie au groupe d'homotopie stable |

' . g
“2n+2(sn+2) , et Jn est alors 1l'homomorphisme de Hopf-Whitehead. Les groupes

nn(SO) sont connus (périodicité de Bott [4]), 1'homomorphisme Jn est pratique-
ment connu (Adams [1]) ; en particulier, pour n # -1 mod 4 , Jn est injectif ;
(80) est isomorphe & Z et le noyau de

le groupe est le sous-groupe

i1 T4xe-1
engendré par Jn ou 23n , ou dn désigne le dénominateur de bk/4k ( bk est le

k-i®me nombre de Bernoulli). La suite exacte (3) se décompose ainsi
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(4) 0 (s0) A LN 0
4 < M vy oAy o E Tpeer ™ Bypey

(5) O = My o = Ao = 0

(6) 0 = my 5(80) = M 5 = A, o o,

4k-3
(o n4k(SO) et n4k+1(30) sont les groupes O ou Z/2 suivant que k est

impair ou pair).

5.4 D'oh pour la suite exacte (2) :

(7 O = By = Ay BBy = Ay, w0 (c £ 1)

- - v - Ead -
(8) 0 042 A4k_2_,z/2 03 = A3 0.

L'image dell'application ¢ est calculée & 1l'aide de la formule de 1l'indice

4D,
({91, p. 85) : c'est le sous-groupe des multiples de % = 22k-2(22k_1— 1) num(‘;g)
La suite (7) est donc entiérement connue. Dans la suite (8), l'application ¢ (in-
variant de Kervaire) est nulle pour k # 28 ; elle est non nulle pour k = 2% R

2<ss<s6 (cf. [5]).

Remarquons que la finitude de Hn (J.-P. Serre) implique la finitude de en
(n # 3). Pour &tre complet, la suite (7) s'éerit, pour k=1 :

0O - 0 - Z - P =~ - 0.
4 93

On ne sait rien de P4 ni de 93 .

6. La suite exacte des A-sphires

6.1 Soit A un anneau de fractions. On construit pour Si une suite exacte ana-
logue & la suite (2). La notion de trivialisation d'un fibré est adaptée de la
fagon suivante. Soit £ : BSO = BSOA une localisation de BSO par rapport & la
famille des nombres premiers non inversibles dans A . C'est une application telle
que nn(BSO) ® A - "n(BSOA) ® A et nn(BSOA) - nn(BSOA) ® A soient des iso-
morphismes et universelle pour ces propriétés. Cela existe d'aprés [19] puisque
BSO est un espace simple. Soient EA la fibre de l'application £ (considérée
comme une fibration) et p : EA - BSO 1l'application canonique. L'espace EA

est un disque d'homologie & coefficients dans A .

A . . .
Soit ¥ 1l'image réciproque par p du SO-fibré universel de base BSO .

Une EA—orientation d'un SO0-fibré E de base X ' est un SO-morphisme
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vV : E - YA , & homotopie fibrée prés. Il revient au méme de dire que c'est un reld-
vement g : X = EA d'une application classifiante f : X - BSO de € , & homo-
topie de relévement preés. Nous appellerons A-normalisation d'une variété une EA-
orientation du fibré normal stable.

Définissons Pﬁ comme ensemble des couples (W,u) d'une variété W de bord
une A-spheére et d'une A-normalisation u de W , modulo cobordisme A-normalisé
induisant un HA—cobordisme au bord. On définit Aﬁ de fagon analogue et on obtient

une suite exacte :

A a A b A c LA :
(2,) A =P 8 = A

ol 1'on peut définir 1'application c car, si V est une A-sphére, V - {x}
est un A-disque et tout fibré de base V - {x} possdde une unique A-trivialisation

(théorie des obstructions).

6.2 Le calcul de Pﬁ est analogue & celui de Kervaire-Milnor. Etant donné un repré-

sentant (W,u) d'un élément de Pﬁ , faire une modification sphérique associéde &

un plongement ¢ Sk - W consiste & découper dans W wun voisinage tubulaire

de ¢(Sk) , isomorphe & Sk X Dn—k , et & recoller le long de son bord un exemplaire
de Dk+1xsn-k—1 . La variété W' obtenue est cobordante & W par Xn cobordisme U
trivial au bord. Pour obtenir un représentant du méme élément de Pn , il faut pou-

voir prolonger la A-normalisation u de W & U .

Dk+1 % Sn-k—1

w'
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Lemme.- Tout élément de Pﬁ posséde un représentant (W,u) tel que 'ﬁi(w sA) =0
pour i % [n/2]-1 (et méme m (W) =0 si n=4).
On tue ﬁi par chirurgie, pour les i croissant. Supposons ﬁ;(w ;A) =0
pour i<k et n1(W) =0, soit x ¢ Hk(W ;A) , il existe une application
*
@ Sk - W telle que ¢*([Sk]) = ax , avec & € A ., Les hypothéses de A~

normalisation permettent, quitte & changer a , de supposer que la normalisation
induite sur Sk est triviale. Alors, ¢ est homotope & une immersion ayant un
voisinage tubulaire trivial (classification des immersions [8]) et méme & un plon-
gement si 2k + 1 £ n . La chirurgie est alors possible et la A-normalisation se
prolonge & U . On a ﬁi(W' ;A) =0 pour i<k, Hk(W' s A) = Hk(W s A)/(z) .

A

THEOREME 3.- (a) Pour n impair, on a P o=0.

A
(b) Pour k # 1, P4k

(e) Si €A, ona

est isomorphe 3 Wq(A) .

A
P4k+2 =0.

(a) 51 $£A, P, est isomorphed W (2/2) .

(a) Soit n=2k + 1 . I1 stagit de tuer 1l'homologie Hk(w s A) . En cette
dimension, la chirurgie est possible, mais en tuant un élément de Hk(W) , la
chirurgie risque d'en introduire un nouveau. Un argument analogue & celui de
Kervaire-Milnor (14 pages), montrant qu'on peut effectivement tuer Hk(W) ,
s'applique & coefficients dans A . Au bout de ces chirurgies, la variété obtenue

est un A-disque, c'est-a-dire O ¢ Pﬁ .

(b) Soit T :"Pik - Wq(A) 1'application qui, & (W,u) , associe la classe

de la forme d'intersection sur I?k(w ;A) . On sait que T est bien définie

(n° 4.3) et c'est un homomorphisme. Le procédé de Whitney, applicable pour

4k =2 5 , permet de trouver un plongement de Sk représentant un multiple ax

(a € A%*) de x ¢ sz(w ;A) =i et seulement si 1'intersection x.Xx est nulle.
Supposons que W est (k- 1)-connexe (& coefficients dans 4) et que la forme
d'intersection est stablement neutre. Aprés l'adjonction d'anses triviales, il
existe une base de L2k(W ;A) composée d'éléments X, Y5 (1 £1<7r) tels

que X ¥y = 6ij (symbole de Kronecker), xi.xj =0, yi.yj = 0 . Les chirur-
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gies assocides aux X, tuent toute 1l'homologie de W . La surjectivité de T est

assurée par un exemple (méme pour k =1 ).

(c) Mettons & part k = 0 qui se traite directement. Pour 4k +2 2 5 , si

une immersion de Sk+1 dans W n'est pas régulidrement homotope & un plongement,

son double 1l'est et on peut conclure.

(d) L'homomorphisme T : P2k+2 - Wq(Z/Z) , analogue & l'invariant de Kervaire,

est délicat & définir (ef. [7] et [15]). I1 permet une démonstration analogue %

celle de (b). La surjectivité de T résulte de la surjectivité pour A =2 .

PR . L .
Remarque.- Comparant les théorémes 2 et 3, on voit que Pn et Pn sont isomorphes

pour n £ 4 . D'autre part An est égal & Aﬁ et la fléche A, - P, est injec-

4 4
4 s
tive. Donc en est isomorphe a en pour n £3 . 0n a la suite exacte :
4 V4 Z
0 = A” - P oo > 0
4 s % ;

. . Z PR .
1l'application T : P4 d Wq(Z) est surjective ; d‘'aprés un théoreme de Rohlin,
1'image de Ai est 2Wq(Z) , donc 92 a un quotient isomorphe & Z/2 . Ceci ne

donne aucun renseignement sur 8, .

3

6.3 PROPOSITION 3.- Le diagramme

b A
Pik — Sy

L T l e
Wq(A) _5_, w(a, %)

est anticommutatif.

L'application e associe & la classe d'une A-sphére V la classe de la

forme d'enlacement. La prop. 3 résulte de la prop. 2.

Posons 'Fﬁk = ker(s o T) ?ﬁk est isomorphe & W(Z) ou Wq(Z) . Posons
~A ~A A ~A A
= k . = = . i
94k_1 er(e) Pour n # 0 mod 4 , posons Pn Pn y en Gn Alors la suite
exacte (ZA) induit une suite exacté :
A ~A ~A A
('2“A) s P 8 L T
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6.4 THEOREME 4.- Soit A' 1le sous-anneau de @ tel que ANA'=EZ , A+A" =Q.,
Supposons n # 3.

(a) Les applications canoniques induisent des isomorphismes :
Peon - e et fer - eon.
n n = n n

(v) Fﬁ est isomorphe 2 (‘e’ﬁ @A) ® (ef; ®4) .

L'assertion (b) résulte de (a) et du fait que 'Eﬁ est de torsion. En effet,
~A ~ oL 4 -
en ® Q= en ®Q et en est fini pour n £ 3 .

Pour démontrer (a), il suffit de montrer qu'on a des isomorphismes analogues

pour ?; et An . Pour ?Q , cela résulte du calcul de ?; (6.3 et th. 3). Pour
An , on considére la deuxidme suite exacte :
A A

(3,) coo = m(S0) @A Q Ty m_(s0)@a - ...

A L. . s s . . .
ol Qn désigne le groupe de cobordisme des variétés de dimension n munies d'une
A-normalisation. On a évidemment des isomorphismes analogues & ceux de (a) pour
ﬂn(SO) ® A . 11 reste & démontrer la méme chose pour Oﬁ . Pour cela, on inter-

A (
préte Qn comme n-iéme groupe d'homotopie stable de 1l'espace de Thom du fibré

Y  de base EA ; on déduit alors le résultat des propriétés d'un espace localisé.

7. Calcul de AQ et OQ
— n — mn

Les démonstrations sont longues, techniques et délicates. Indiquons sans démons-

tration quelques ingrédients.

0,Q

7.1 Lemme.- Pour n # O mod 4 , on a Qi =0 .

80 o
Le groupe Qn @ est le groupe relatif des cobordismes OSO et QQ On déduit

du lemme que, pour n = 1,2 mod 4 , la fléche Qg - QSO est un isomorphisme,

puis que les applications Ag - Qio sont des isomorphismes car, dans la suite

exacte (BQ) R ﬂn(SO) ® Q@ est nul pour n ¢ 3 mod 4 . Enfin, d'aprés le th. 3 et

la suite exacte (ZQ), on & des isomorphismes eﬁ - Qio pour n=1 ou 2 mod 4.
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7.2 Soit W wune variété de dimension 4k sans bord. Soit n(k) 1'ensemble des
partitions w = (w1,...,wn) de 1l'entier k . A tout w € n(k) , on associe le

nombre de Pontrjagin ~Rn(w) = (g” U IR U...u P, J[W] . On appelle nombres de
1 2 n

Pontrjagin décomposables les nombres de Pontrjagin correspondant aux partitions

autres que la partition triviale w = (k) .

Plus généralement, soit W une variété de dimension 4k & bord, dont le

bord bW est EQ—orienté. Alors, les classes de Pontrjagin rationnelles

p; € H41(W; Q) se reldvent en classes ﬁi ¢ H41(W, bW; @) . Les nombres de
Pontrjagin correspondants ne dépendent que de la classe de W dans QSO’Q

4k
réalité, il est inutile de supposer que bW soit EQ—orientable pour définir les

En

nombres de Pontrjagin décomposables ; il suffit que les classes de Pontrjagin de
bW soient de torsion. Ces nombres de Pontrjagin rationnels sont invariants par

cobordisme induisant un H_ -cobordisme au bord.

Q

Lemme .~ Pour k £ 1 , on a une suite exacte :

so P m(k)-t y @ 8 SO
— @ = Ay = Oy 0

- Q —
(9) 0 Ay e

ou P est définie par les nombres de Pontrjagin décomposables.

S0
4k

En perticulier, la torsion de Agk est isomorphe & la torsion de Q
Q

411 résultant de la suite exacte (9), on

7.3 Pour interpréter le calcul de A

introduit les enlacements de Pontrjagin. Soit V une variété de dimension 4k-1

dont les classes de Pontrjagin sont de torsion. Pour tout i , il existe

= 41i-1 - .

p, €H (Vi 2/ E) tel que 6(Pi)= p, - Pour tout £o0,

Bi V] P, € H41+4J_1(V; @/ Z) est indépendant du choix de 5.1 . On peut donc, pour
toute partition non triviale w € n(k) , définir un nombre

ew(V) = (pw Up, U...Up, Nv] ¢ e/%
1 2 n
qu'on appelle enlacement de Pontrjagin. Les enlacements de Pontrjagin sont inva-

riants par un cobordisme dont les classes de Pontrjagin sont de torsion. Les nom-

bres de Pontrjagin permettent de définir une application

ep ¢ Aﬁk_,' - (Q/Z)n(k)—1 .

48



455-15

PROPOSITION 4.- Le diagramme suivant (gg r est 1'application canonique) est anti-

commutatif :

50,Q Q
Qg -_ At

2 }ee
Qﬂ(k)—1 Y Z)n(k)—1

La démonstration, d'algébre homologique, est analogue & celle du (b) de 1a

prop. 2.
La suite exacte (9) donne la suite exacte :

L on(r)-t Yo ,Q o SO
(10) 0 - Q M = b,y > Qpy =0

oh £ est le réseau des nombres de Pontrjagin décomposables des variétés de dimen-

sion 4k .

7.4 PROPOSITION 5.~ L'homomorphisme o : Aik - Z défini par 1l'indice, a pour

image le sous—groupe engendré par

= 2k)1)-
e sz v, ((2k)1)-1 (1 _ 1) .bk) .
k k
. . . . p Q a Qe o
En particulier, l'application composée A4k —_ P4k — % n'est pas nulle ;
son noyau est la torsion de Agk , d'ol un isomorphisme de Bfk sur la torsion
SO . . '
de Q) (no 7.2).

De la prop. 5, de la suite exacte (9) et de (7.1), il résulte :

THEOREME 5.- L'homomorphisme eg - Qio a pour image la torsion de Oio . Pour
n# -1 (mod 4) , il est injectif. Pour k ﬁ 1, soit 943_1 son noyau, on & la

suite exacte :

0 - B 0% o we,n)ed™® g L o

4k T Y4k

et l'homomorphisme o : Agk - £ induit (par passage suX conoyaux) un isomor-

. ~ Q
phisme bP4k - Z/(Gk)°
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8. Remarques complémentaires

8.1 Le th. 1 (que nous n'avons pas démontré) se déduit des calculs esquissés ci-

dessus. L'isomorphisme Tﬁk - W) ® Qn(k)_1

section sur L2k(W; @) d'une part (4.2), et les nombres de Pontrjagin décomposa-
bles (7.2) d'autre part.

est défini par la forme d'inter-

8.2 Soit Veolndl

7 7
de Pontrjagin décomposables de W sont, modulo { , indépendants de W . D'autre

. Soit W wune variété dont V soit le bord. Les nombres

part, pour une variété sans bord M de dimension 8 , on a la relation :
1 2
oM) = — - U
W) = 7= (7p, - 2)0N]
En chassant le dénominateur et en prenant les restes mod 7 , on élimine 1'influence

de P, - Ainsi, le reste mod 7 de 2p? - o (pour W) ne dépend que de la classe

de V dans G%Q n'§$ . C'est cet invariant qu'a utilisé Milnor [13] pour prouver
l'existence de 7 structures différentiables sur S7 .

8.3 Une sphére d'homotopie est un bord. En dimension 4k - 1 , sa forme d'enlace-
ment et ses enlacements de Pontrjagin sont nuls. L'application naturelle

se factorise & travers bP (th. 5). Dans [12] (resp.

. o ot
&t Oy ® 11 4k

[3]), on décrit un générateur X (resp. Y ) du groupe bP4k (resp. Bﬁfk ) qui

est cyclique d'ordre o (resp. %f ). On démontre que «(X) = 8Y .

Soit V une Q-sphdre de dimension 4k - 1 et I wune sphére d'homotopie de
méme dimension. La somme connexe V # £ est une Q@-sphére qui est PL-équivalente
4 V, mais pas HQ—cobordante 3 V si ofS) #0 . On en déduit qu'il existe au

moins Sy variétés distinctes qui sont PL-équivalentes & V , ol

Sy = %? / p.g.c.d. (%f , 8) .

8.4 Soient p un nombre premier, T un difféomorphisme de Sn d'ordre -p , et
supposons que l'ensemble F des points fixes de T soit une variété. D'apres la
théorie de P. A. Smith [17], F est une sphdre d'homologie & coefficients dans

Z/p , donc aussi & coefficients dans Z(P) et en particulier dans @ . La classe
caractéristique dans W(Q, Z) de la @-sphére T est un invariant modulo cobor-

disme de T (ef. [2]).
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