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Séminaire BOURBAKT 468-01
27e année, 1974/75, n° 468 Juin 1975

RIGIDITE FORTE DES ESPACES RIEMANNIENS LOCALEMENT SYMETRIQUES

[d'aprés G.D. MOSTOW]

par Jean-Louis KOSZUL

1. Rigidités

Soient G un groupe de Lie connexe, A un groupe discret et R(A,G)
l'espace des isomorphismes de A sur des sous-groupes discrets co-compacts de
G (un sous-groupe L de G est dit co-compact si G/L est compact). Le grou-
pe Aut(G) opere dans R(A,G) . Si les frajectoires de Aut(G) dans R(A,G)
sont ouvertes, on dit qu'il y & rigidité ; si Aut(G) est transitif
dans R(A,G) , il y a rigidité forte. On sait (A. Selbverg [12], A. Weil [14])

qu'il y & rigidité notamment lorsque G vérifie la condition :

(%) G est semi-simple, de centre trivial, sans composante simple compacte

et sans composante simple isomorphe & PSL(2,R) .

En 1967, Mostow a démontré qu'il y a rigidité forte lorsque G = PSO(n,1)
(cf. [5]). Sa démonstration contenait déjh 1'essentiel des idées qui 1'ont con-
duit au résultat faisant 1l'objet de cet exposé : la rigidité forte lorsque G

vérifie la condition (x) ([7], [8]).

En 1949, Malcev avait montré qu'il y a rigidité forte lorsque G est un
groupe nilpotent simplement connexe ; il avait de plus prouvé que si
R(A,G) £ 8, le groupe nilpotent G est déterminé par A . La méme circons-
tance se produit dans le cas des groupes vérifiant la condition (*). Le résul-
tat de Mostow s'énonce alors :
THEOREME R. F. (Mostow [8]).- Soient @ et G' deux groupes de Lie semi-

connexes
simples yde centres triviaux, sans composantes simples compactes et sans

composantes simples isomorphes & PsL(2,R) . Soient T wun sous~groupe dis-

cret co-compact de & et © un isomorphisme de I' sur un sous-groupe

discret co-compact TI'' de G' . Alors © est la restriction 8 I' d'un iso-

morphisme de G sur G' .
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Au lieu de supposer qu'il n'existe pas de composante simple isomorphe 2
PSL(2,R) , on peut se contenter de supposer qu'il n'existe pas de telle compo-

sante qui soit fermée modulo I' (cf. n° 6).

A cbté de R(A,G) , on peut envisager 1'ensemble L(A,G) des isomorphis-
mes de A sur des sous-groupes discrets L de G tels que G/L soit de
mesure invariante finie. Cet ensemble contient les isomorphismes de A sur
un sous-groupe arithmétique de G . A. Borel et M. S. Raghunathan ont montré
que si G vérifie la condition () et si A est un isomorphisme de A sur un
sous-groupe arithmétique de G , la trajectoire de A est un ouvert de L(A,G) .
En fait, le Théordme R. F. reste vrai si 1'on suppose seulement G/T et G'/T
de mesure finie. Si G et G' sont de R-rang 1 (cf. n® 2), la démonstration
est essentiellement la méme que dans le cas de sous-groupes co-compacts
(6. Prasad [10]). Pour des groupes de R-rang> 1 , les méthodes sont différen-
tes (G. A. Margulis [2] et M. S. Raghunathan). On trouvera dens [9] un exposé
détaillé de 1'état de la question.

Si G est un groupe de Lie semi-simple n'ayant pas de sous-groupe distin-
gué compact non trivial et si K est un sous-groupe compact maximal de G ,
1l'espace homogéne X = G/K admet une métrique riemannienne invariante canoni-
que et G s'identifie & la composante connexe neutre du groupe des isométries
de X . L'espace X est riemannien symétrique, de courbure négative, sans com-

posante euclidienne. I1 est homéomorphe & un espace numérique.

Soit T un sous-groupe discret co-compact de G . Si T est sans torsion,
I' opére librement dans X . L'espace T\\X est une variété riemannienne com-—
pacte localement symétrique, de courbure négative et sans composante locale
euclidienne. Toutes les variétés riemanniennes comfactes localement symétriques
ayant ces propriétés s'obtiennent ainsi. En envisageant les choses sous cet
angle, la rigidité concerne la structure d'espace localement symétrique et le

Théoréme R. F. se traduit comme suit :

COROLLAIRE ([8]).- Soient M et M' deux espaces riemenniens compacts locale-

ment symétriques de courbure négative, sans composante locale de dimension < 2 .

Si les groupes fondamentaux de M et de M' sont isomorphes, il existe un dif-

féomorphisme de M sur M' compatible avec les symétries locales.

L'interprétation de G comme composante connexe neutre du groupe des iso-
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métries de l'espace riemannien symétrique X joue un rdle essentiel dans la

méthode de Mostow.

2. Sous-groupes abéliens libres de I' et R-rang de G

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de lie semi-simple connexe de
centre trivial et g désigne son algébre de Lie. On identifiera G au sous-
groupe Ad(G) de CL(g) et on notera G le plus petit sous—groupe algébri-
que de GL(g) contenant Ad(G) . Le groupe G est alors identifié & la com-
posante connexe neutre de QR . Un élément s € G est dit polaire si ad(s)
est diagonalisable et n'a que des valeurs propres > O . Un sous-groupe A C G
est dit polaire s'il est abélien, connexe, et si tous ses é1léments sont polai-
res. Les sous-groupes polaires sont les sous-groupes de la forme exp(a) ol
6 est une sous-algébre abélienne de g formée d'éléments a tels que
ad(a) soit diagonalisable. On sait que les sous-groupes polaires maximaux sont
conjugués dans G . Leur dimension est le R-rang de G . Les sous-groupes po-
laires maximaux sont les composantes connexes neutres des ER o T estun
tore déployé sur R maximal de G . Pour toute partie S < G , on note N(8)
le normalisateur de S dans G . Si A est un sous-groupe polaire meximal,
N(A) est produit direct de A et de son sous-groupe compact maximal. Rappe-

lons enfin que le centralisateur Z(A) de A est d'indice fini dans N{4) .

Une premiére étape dans la démonstration du Théoréme R. F. consiste &
prouver que 6 définit un homéomorphisme de l'espace des sous-groupes polaires
maximaux de G sur l'espace des sous-groupes polaires meximaux de G' . Pour
cela on met en correspondance certains sous-groupes polaires maximesux de G

avec des sous-groupes abéliens libres de T .

2.1 Lemme.~ Soient T un sous-groupe discret de G et A un sous-groupe

polaire maximal de G tel que N(A)/N(A) AT soit compact. Alors N(A) nr

contient des sous-groupes abéliens libres d'indice fini, de rang égal au

R-rang de G .
En effet, la projection N(4A) - A aun noyau compact et applique donc

N(A) N T sur un sous-groupe discret co-compact de A .

2.2 Lemme.~ Soient r le R-rang de G et A un sous-groupe discret abé-
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lien libre de rang £ dans G dont tous les éléments sont semi-simples. On a

£<r .8 £=r, il existe un sous-groupe polaire maximal A et un seul tel

que AcCN(A) ; le quotient N(A)/A est compact.

Soit en effet D 1le plus petit sous-groupe algébrique de G contenant A .
Tous les éléments de D sont semi-simples. Son intersection avec G est donc
produit direct d'un sous-groupe polaire A et d'un sous-groupe abélien compact.
Ona £<dimA<r.Si £=r, alors A est un sous-groupe polaire maximal
et AcN(A) . Si A' est un sous-groupe polaire maximal tel que A< N(A') ,

alors AcC N(A') , ce qui entratne A = A' .

Soit T un sous-groupe discret de G . Dans 1'espace homogéne a(e)
formé par les sous-groupes polaires maximaux de G , soit CZT(G) 1'ensemble

des sous-groupes A tels que N(A)/N(A) N T soit compact.

2.3 THEOREME ([8]).- Si T est co-compact, CIF(G) est dense dans (U(G) .

La démonstration repose sur l'existence d'éléments R-réguliers dans T .
Rappelons qu'un élément s € G est R-régulier si, quel que soit h € G , la
multiplicité de 1 comme valeur propre de ad(s) est au plus égale & la mul-
tiplicité de 1 comme valeur propre de ad(h) . 81 s est R-régulier, Z(s)
contient un seul sous-groupe polaire maximal A et Z(s) est produit‘direct
de A et d'un sous—groupe compact. On a Z(s) € Z(A) et Z(A)/2Z(s) est com-
pact. Puisque I est co-compact, si s € I' , alors %(s)/Z(s) N T est compact
(selberg [12]). I1 en résulte que Z(A)/Z(A) NT est compact, donc que
N(A)/N(A) N T est compact. Pour montrer que CXF(G) est dense dans  OL(G) ,
on est ainsi conduit & prouver que, si A ¢ A(G) et si W est un voisinage
de 1'élément neutre e € G, il existe un w € W tel que WZ(A)W—1 AT con-
tienne un élément R-régulier. Puisque G/T est de mesure finie, pour tout
voisinage U de e et tout s € G, il existe un entier n > 0 tel que
usfUNT £ 8 (Selverg [12]). On en déduit qu'il existe un élément R-régulier
a €A telque UaUNT #¢ . Un Lemme de Mostow permet de montrer que 1'on
peut choisir U et a € A de sorte que tous les éléments de UaU soient

réguliers et de la forme — , avec h € Z(A) et wewW (cf. [6) et [11]).

2.4 COROLLAIRE.- Si TI' est co-compact, le R-rang de G est la borne supé-

rieure des rangs des sous-groupes abéliens libres de [ .
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L'existence de sous-groupes abéliens libres de rang égal au R-rang de G
résulte de 2.1. On sait d'autre part que si I est co-compact, tous les éléments

de T sont semi-simples (Selberg [12]). D'aprés le Lemme 2.2, tout sous-groupe

abélien libre de I’ est donc de rang au plus égal au R-rang de G .

Ce corollaire montre que deux groupes de Lie semi-simples connexes ayant
des centres finis et contenant des sous-groupes discrets co-compacts isomorphes

ont méme R-rang (J. A. Wolf).

Si 1'on suppose seulement que G/F est de mesure finie, 1l'ensemble fiF(G)
est encore dense dans Ci(G) (M0stow [8]). Pour le voir, on travaille non plus
avec des éléments R-réguliers, mais avec des é1léments hyper-R-réguliers étudiés

par G. Prasad et M. S. Raghunathan ([11]). L'élément s € G est dit hyper-R-

régulier si s appartient & 1'ouvert des éléments h € G pour lesquels la multi-

plicité de 1 comme valeur propre de A ad(h) est minimale et si A ad(s)+1 est

inversible. 81 s €G gt hyper-R-régulier, alors Z(s)/Z(s) NT est compact ;
on en déduit que le R-rang de G est la borne supérieure des rangs des sous-
groupes abéliens libres de T formés d'éléments semi-simples. Mais T contient
en général des sous—groupes abéliens libres de rang supérieur au R-rang. Prasad
et Raghunathan ont montré comment le R-rang de G pouvait encore se lire sur

le groupe "abstrait" T ([11]).

3. Pseudo-isométries

On suppose dans la suite que G est un groupe semi-simple connexe de cen-
tre trivial, sans composante simple compacte. On note r le R-rang de G . On
suppose que G est la composante connexe neutre du groupe des isométries d'un
espace riemannien symétrique X . Les sous-groupes compacts maximaux de G sont
les stabilisateurs des points de X . Pour tout =x € X , soit ax la symétrie
par rapport & x . Les éléments polaires de G sont les transvections, c'est-a-
dire les produits de deux symétries. Soit B un sous-groupe polaire de G .
L'ensemble des points x € X tels que stax = s_1 pour tout s € B est un

B Bx est un sous-—espace

plat de X , c'est-i-dire une sous-variété totalement géodésigque de X sur

sous-ensemble non vide XB < X . Pour tout x € X

lagquelle la métrique induite est euclidienne. Si A est un sous-groupe polaire
maximal de G , A est simplement transitif sur XA qui est donc un sous-espace

plat de dimension r canoniquement associé &4 A . Le stabilisateur de XA est
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N(A) . Les sous-espaces plats associés aux sous-groupes polaires maximaux sont
les éléments maximaux de l'ensemble des sous-espaces plats ordonné par inclusion.
Le groupe G opére donc transitivement dans 1l'ensemble des sous-espaces plats

maximaux.

Soit T un sous-groupe discret de G et soit A un sous-groupe polaire
maximal de G . On posera FA = N(A) NT . Dire que N(A)/I‘A est compact signi-
fie que FA\\XA est compact.

Soit G' wun second groupe de lie semi-simple connexe, de centre trivial,
sans composante simple compacte. On supposera que G' est la composante eon-
nexe neutre du groupe des isométries d'un espace riemannien symétrique X' .
Soient T (resp. T ) un sous-groupe discret co-compact sans torsion de G
(resp. G!' ) et ©® un isomorphisme de T' sur TI' . L'espace X (resp. X')
est un fibré principal universel de groupe T (resp. r ). I1 existe donc une
application continue ¢ : X — X' qui est e-éguivariante en ce sens que
¢(yx) = B(Y)¢(x) quels que soient ¥ €T et x € X . On peut choisir des
structures de complexes simpliciaux finis sur F\\X et F'\\X', et choisir une
application ¢ qui se projette suivant une application simpliciale. Il en ré-
sulte qu'il existe une application 6-équivariante ¢ : X - X' ayant la pro-
priété suivante : si d désigne les distances riemanniennes sur X et sur X'

il existe des nombres réels k> 0 et b> 0 tels que, quels que soient

x,y€X,
dle(x),0(y)) = k d(x,y)
a(p(x),p(y)) = k_1d(x,y) lorsque da(x,y)= b .

C'est ce que Mostow appelle une pseudo-isométrie de X dans X' . Le prolonge-

ment de ¢ & des frontidres convenables de X et de X' joue un rdle essen-

tiel dans sa méthode.

4. Correspondance entre sous-groupes polaires maximaux de G et de G'

Les hypothéses sont celles du n°® 3 ; on suppose choisie une pseudo-

isométrie 6-équivariante ¢ : X - X' .

4.1 Lemme.- Quel que soit A € CZF(G) , 11 existe un sous-groupe A' € Ci(G')

et un seul tel que e(rA) cN(A') . Ona A' € @,r,(G') et e(rA) =T;, -
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Puisque A € Glr(G) ) N(A)/l"A est compact, donc I, contient un sous-
groupe abélien libre A de rang r = R-rang de G (2.1). Puisque TI'' est co-
compact, tous ses éléments sont semi-simples, donc il existe un sous-groupe
polaire maximal A' € @(G') et un seul tel que 6(A) < N(4a') (2.2). On peut
supposer A distingué dans I, . Quels que soient s € FA et h €A, ona
alors O(h)e(s)A'B(s_1)e(h-1) = e(s)A'e(s_1) , donc 6(a) C:N(e(s)A'e(s_1)) , ce
qui entraine 8(s) € N(4') , d'ol Q(FA) T}, . Puisque G et G' ont méme
R-rang (2.4), ona A'C GZF'(G') dtaprés 2.2. On montre que S(FA) =T,, en

appliquant ce qui précéde & 9—1
On notera x, 1'application de Gtr(c) dans Clr,(G') telle que
A' = XG(A) . I1 est évident que %g est 6-équivariante :

Xe(YAY_1) = e(v)xe(ﬁ.)e(v)'1 quels que soient y €T et A ¢ A, (¢) . Onva
prolonger Xg bar continmuité & OLG) et pour cela interpréter géométrique—
ment cette application. Soient XA (resp. XA, ) les sous-espaces plats asso-
cids & A € CLF(G) (resp. A' = xe(A) ). Si K est un compact de XA tel que
rk=x, ,ona ¢(XA) = FA'¢(K) . La distance sur X" étant invariante par I'',
il en résulte que la distance de Hausdorff hd(w(XA),XA,) est finie. On montre
par ailleurs (cf. n® 5) que deux sous-espaces plats maximaux dont la distance de
Hausdorff est finie coincident. La relation hd(¢(XA),XA.) < ® détermine donc

A' en fonction de A . Mostow montre qu'il existe une constante v > 0 telle
que hd(@(XA),XA,) < v quel que soit A € Glr(G) . Un argument de compacité

utilisant cette inégalité conduit alors au Lemme suivant :

4.2 Lemme.- Il existe une application continue Xg : @(G) - @ALG') et une
seule telle que, si A ¢ Gi(G) et si A' = xe(A) B

hd(cp(XA),XA,) Sv .

En échangeant les rdles de G et de G' on voit que xe est un homéomor-

phisme.

5. Correspondance entre sous-groupes paraboliques de G et de G

Les hypothéses et notations sont celles du n® 4. Soit a 1'algébre de Lie

d'un sous-groupe polaire maximal A C G . On a dans 6* un systéme de racines
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qui définit dans @ des chambres et plus généralement des facettes. On appellera
facette de A un demi-groupe de la forme exp(f) ou f est une facette de a .
Pour toute facette F de A , on note P(F) le sous-groupe de G formé par les
éléments s € G ayant la propriété suivante : il existe un compact K S G tel
que u_1su € K pour tout u € F . C'est 1'intersection avec G du R-sous-
groupe parabolique de G défini par F . Dans la suite on appelle sous-groupe
parabolique de G un sous-groupe de la forme P(F) , ob F est une facette

dans un sous-groupe polaire maximal de G . On note q)(G) 1l'ensemble des sous-
groupes paraboliques de G et QPO(G) 1'ensemble des sous-groupes paraboliques
minimaux. Ces derniers sont de la forme P(F) ou F est une chambre. Par conju-
gaison, G opére transitivement dans CfL(G) . L'espace homogeéne (FL(G)

s'identifie & la trajectoire compacte de G dans une compactification de Satake
de X .

Soient A et B deux sous-groupes polaires maximaux de G , E une facette
de A et F une facette de B . Soient x , y € X . Les conditions suivantes
sont équivalentes : 1) Ex est i distance finie de Fy ;

2) P(F) € P(E) .
Par suite P(F) = P(E) si et seulement si dh(BEx,Fy) <o .

5.1 Lemme.- Soit A un sous-groupe polaire maXximal de G et soit F une fa-

cette de A . Il existe une facette F' de xe(A) et une seule telle gue, pour
x €X et x' €X', dn(p(Fx),F'x') <o .

L'unicité est facile. L'existence de F' est sensiblement plus délicate.
L'idée est de choisir un sous-groupe polaire maximal B tel que les sous-
groupes paraboliques contenant A U B soient les sous-groupes paraboliques con-
tenant P(F) . On montre ensuite que les sous-groupes paraboliques de G' conte-

nant xe(A) U xe(B) sont les sous—groupes contenant un parabolique P(F') ol
F' est une facette de A .

On voit facilement que P(F') ne dépend que de P(F) . Le Lemme 5.1 permet
donc de définir une application T : qj(G) - P(6') qui & les propriétés sui-

vantes @

(M,1) si PDA, alors M(P) Dxe(A) ,

(m,2) si P,Qed(c) etsi PcQ, alors N(P) =n(Q) .
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En échangeant les r8les de G et de G' , on constate que
(m,3) 1 est bijective.

Ainsi T est un isomorphisme de l'appartement associé & G sur l'appar-

tement associé & G' . Puisque ¢ est @-équivariante,
(n,4) ﬂ(YPY_1) = S(Y)ﬂ(P)Q(Y)_1 quels que soient P € @(G) et y €T .

Les voisinages d'un parabolique minimal P(Fo) s'obtiennent en prenant les

paraboliques P(F) , oo F est une chambre voisine de F° . Par suite
(ﬂ,S) N induit un homéomorphisme de TO(G) sur (S’O(G‘) .

Notons T (resp. T' ) l'action de G (resp. G' ) sur qz(G) (resp.
CTZ(G') ). Puisque G et G' n'ont pas de sous-groupe compact distingué non

trivial, T et T' sont fiddles.

5.2 Lemme.- 81 G et G' n'ont pas de composante simple de R-rang 1 , il

existe un isomorphisme @ de G sur G' et un seul tel gque

M or(s) o' =rr(0(s)) pour tout s € G . L'isomorphisme @ prolonge 6 .

L'existence de ® est donnée par un Théoréme de J. Tits sur les immeu-
bles (ef. [13], p. 81 ; il faut & vrai dire passer du cas absolument simple
traité par Tits au cas semi-simple qui est ici en un jeu, cf. [8]). L'unicité
est évidente. D'apres (n,4), ona O(y) =8(y) pour tout ¥y € ' . La conti-
nuité de ® résulte de (M,5).

5.% Démonstration du Théoréme R. F. dans le cas oi G et G' n'ont pas de com—

posante simple de R-rang 1 .

Le cas o ' est sans torsion est couvert par le Lemme 5.2. Le cas géné-
ral s'en déduit par 1'argument classique suivant (valable sans hypoth&se sur
les rangs). D'aprés Selberg, I étant de type fini et linéaire, il existe un
sous-groupe sans torsion F1 , distingué et d'indice fini dans T (cf. [12]).
Soit ® 1'isomorphisme de G sur G' ayant méme restriction que 8 & F1 .

Quels gque soient ¥ €T et Y, € F1 , on a
@(Y)G(Y1)®(Y)_1 = ®(YY1Y-1) = 9(YY1Y_1) = G(Y)Q(Y1)0(Y)-1 . Par suite

S(Y)—1®(Y) centralise 9(F1) . Puisque G'/T' est de mesure finie, 9(F1)

est dense dans G' pour la topologie de Zariski (Borel [1]). Par conséquent
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Q(Y)'1®(Y) appartient au centre de G' qui est supposé trivial. Ceci prouve

que ® prolonge 6 .

6. Réduction au cas des groupes simples

Les hypothéses sont celles du n° 4. Soit G = G1 X .0 X Gn la décomposi-
tion de G en produits de groupes simples. On déduit des propriétés de la bijec-
tion M : 9%(¢) = F(6') qu'il existe une décomposition de G' en produits
de groupes simples G; geoay Gﬁ et, pour tout i , un homéomorphisme ﬂi de
P D (ar 1y =1

JO(Gi) sur Jo(Gi) tel que ’n(pri P) = pr, (ﬂi(P)) pour tout P € CP;(Gi) .
Soient Fi = pri(F) et Fi = pri(r') . Comme T est 6-équivariant,
pr, © @ se factorise en ei ° pry ol Oi est un isomorphisme de Fi sur

Fi . Deux cas peuvent se produire :

1) Fi est dense dans Gi . Dans ce cas, on montre que Gi se prolonge par con-

tinuité en un isomorphisme de Gi sur Gi .

2) Fi n'est pas dense dans Gi . On montre que Fi et Fi sont alors des

sous—-groupes co-compacts discrets (ef. [8]).

Le probléme du prolongement de © est ainsi ramené au cas ou G et G'
sont simples. Compte tenu de 2.4 et de 5.3, il reste donc A traiter le cas ol

G et G' sont simples de R-rang 1 .

7. Cas des groupes simples de R-rang 1

En plus des hypothéses du n° 4, on suppose que G et G' sont de R-rang 1.
Dans une premiére étape, on prouve que si G = G' et si 1l'homéomorphisme
M e qZ(G) - qL(G) a certaines propriétés de différentiabilité, alors

8 : I - I'' est la restriction 3 I d'un automorphisme de G .

Soient A un sous-groupe polaire maximal de G , @ son algeébre de Lie et
{a} une base du systéme de racines R ca* . ona R = {= ,a} ou
R ={-2¢,-0,a,2) . Notons C 1la chambre de A correspondant & & > O .

On pose p_ = P(c) et p =P(-C) . Soit 8, (resp. 850 ) le sous-espace pro-

pre relatif & la racine « (resp. 2a ). Si L est une droite vectorielle
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de g, » exp(L)p = exp(L)p U p_ . Les courbes exp(L)p ainsi que celles qui

s'en déduisent par l'action de G sont appelées les cercles de SDO(G) . Si
G = pSL(2,R) , CFE(G) se réduit & un cercle. Dans les autres cas, dim gd > 1
+
Pour tout cercle S de qz = anG) , on note S 1'ensemble des points

de S en lesquels la restriction de N & S est dérivable et a une dérivée

non nulle. Dans la suite, on suppose vérifide la condition :

(7.1) Pour presque tout couple q , q' € QF; , S+ est de mesure > 0 pour

presque tout cercle S passant par q et q' .

Comme G/F est de mesure finie, on sait que pour presque tout s € G ,
sCs_1F est dense dans G (cf. Mautner [3]). I1 en résulte que 1l'on peut choi-

sir A de sorte que, pour presque toute droite vectorielle L C ga :

(1) Mo eprL est dérivable et & une dérivée # O sur un ensemble de

mesure > 0 ,
(ii) exp(a) Cexp(-a)r est dense dans G pour presque tout a € L .

- Le groupe G opére de maniere doublement transitive dans %i). Par suite,
quitte & composer @ avec un automorphisme intérieur de G , on peut de plus
supposer que A a été choisi en sorte que N(p)=p et M(p,)=p, . L'application

a = exp(a)p est un homéomorphisme de B = 8, + 32a sur 32 -p . Soit V¥

1'homéomorphisme de n sur n défini par exp(¥(a))p = N(exp(a)p) . Puisque
N(p) =p , ona ¥(0)=0.

7.2 Lemme.- Si dimg, > 1,

a) ¥ estun automorphisme de l'algébre de Lie n laissant stable g N

b) quel que soit s € Z(A) , il existe un s' € Z(4) tel que
ad(s') = ¥ o ad(s) o v osur n .

La démonstration est longue et délicate. Le point crucial consiste & prou-
ver que Y est linéaire sur toute droite vectorielle L« 8, - Puisque
dim ga > 1, il suffit de traiter le cas oi L satisfait aux conditions (i)
et (ii). On commence par montrer que si Co est une chambre de G telle que
5;f =G et si CB est la chambre déduite de Co par (5.1), il existe un

élément m' dans le sous-groupe compact maximal du centralisateur de Cé
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et des suites sn € C° N s£ € Cé tendant vers 1'infini telles que

(1.3) 1@ = Ln s ()
n—e
pour tout x € <?o . On choisit alors un élément a € L, a ¥ 0, tel que
exp(a) C exp(-a)[ soit dense dans G et on applique cette formule &
Co = exp(a)C exp(—a) . Pour passer de (7.3) & une relation portant sur Y ,

il est commode de transporter sur n 1la loi de groupe de exp(n) . 81

xX,yé€n,one exp(x)exp(y) = exp(x.y) oh x.y=x+y + %[ x,y]. On pose

a a Y a .
¥(a.y) = Y(a).(Ya(y) + Y2a(y)) » ol ¥ (resp. Yoo ) est une application de n
dans g, (resp. 850 ). Cela étant, (7.3) se traduit comme suit :

I1 existe un élément m dans le sous-groupe compact maximal du centrali-
sateur de C et des suites tn , té de nombres réels > 0 tendant vers O

tels que

Y(a+y) = ¥(a.y) = ¥(a).(ad(m) lim (t£-1Y:(tny) + té-zY;a(tny)))

pour tout y € Ra . Si 1'on & supposé a choisi en sorte que ‘Y(ta) soit déri-
vable et ait une dérivée # O en t =1, alors Y:(ty) et Yga(ty) sont déri-
vables en t = 0 et on déduit facilement de la relation précédente que Y est

linéaire sur Ra =L .

7.4 THEOREME ([8]).— Si la condition (7.1) est vérifide, © se prolonge en un

automorphisme de G .

D'aprés 7.3, quels que soient x , y €% , on a

N(exp(x)exp(y)p) = exp(¥(x.y))p = exp(¥(x).¥(y))p = exp(¥(x))exp(¥(y))p =
exp(¥(x))M exp(y)p .

I1 en résulte que TM(exp(x)q) = exp(¥(x))M(q) pour tout q ¢ (Po . Notant
T 1l'action de G dans qz', on a donc M © T(exp(n)) o ﬂ_1 = 7(exp(n)) .
Dlaprés 7.3 b), N ° 7(2(4)) o M~ ' = 1(z(a)) . or P(C) = zZ(A)exp(n) . Par con-

" -1 . P
séquent M o T(P(C)) oM~ = 7(P(C)) . Puisque M est O-dquivariante, on a de

méme T o 7(T) o 1o T(C') . D'aprds le résultat de Mautner cité plus haut

(ef. [3]) , P(C)r est dense dans G . On voit donc que 1 o T(G) o ﬂ_1 =r(a) ,
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ce qui prouve que & se prolonge en un automorphisme @ de G tel que
Mo 7(s)o n—1 = 7(@(s)) pour tout s € G .

Des 1966, Mostow avait démontré, sans restriction sur les rangs, que si T

est différentiable, & se prolonge en un automorphisme de G (cf. [4]).

Pour achever la démonstration du Théoréme R. F., il reste & prouver que si
G et G* sont de R-rang 1 et non isomorphes & PSL(2,R) , alors G est iso-

morphe & G' et T : QDO(G) - (p;(G') vérifie 7.1. Si G est de R-rang 1 ,
X est un espace hyperbolique HE oh K=R,C,H ou 0, n étant égal &

2 si K est l'algébre 0 des octonions. On peut réaliser HE comme boule
unité de K° munie d'une métrique riemannienne convenable. L'espace qZ(G)
s'identifie alors & la sphére frontiére de X . Les boules de centre x € X
pour la métrique hyperbolique sont des ellipsoides de K° . Lorsque x tend
vers un point frontidre z° , ces ellipsoides s'aplatissent dans les directions
uxo o p est un élément imaginaire de K (pour K #R ). Mostow construit

= 2
sur 12 une fonction continue qui, au voisinage de la diagonale de X, est

proche de la métrique hyperbolique et dont la restriction & la frontidre GZ(G)
est une "pseudo-distance" qui pour K £ R n'est pas une distance. Cependant,
sa restriction aux cercles de ﬁz(G) est une distance. Mostow montre que vis
4 vis des pseudo-distances sur @z(c) et qz(G') , l'application T a des
propriétés de quasi-conformité venant du caractére pseudo-isométrique de

@ : X ~ X' . Ces propriétés permettent de prouver que T est absolument
continue sur presque tout cercle de qz(G) et par suite que la condition 7.1
est vérifide si G £ PSL(2,R) . En utilisant encore les propriétés de T vis

s s . . n n'
a8 vis des pseudo-distances, on montre que si X = HK et X' = HK' , alors

dimRK = dimRK' , donc K =K' . Puisque
r o 4) = oqi @ @ _ .

n(dlmRK 1) = dinm SO(G) = dim JO(G') = n'(dlmRK -1),

on a donc n =n' , ce qui prouve que G est isomorphe & G!'

Tout l'argument s'applique dans le cas ol G/F et G'/T' sont seulement
supposés de mesure finie & condition de savoir qu'il existe des pseudo-isométries
¢ : X - X' et ¢' : X' — X respectivement 8 et 9_1—équivariantes.

G. Prasad a prouvé l'existence de telles applications lorsque G et G' sont
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de R-rang 1 (cf. [10]). I1 y & cependant de sérieuses difficultés supplémen-
taires dans la démonstration du Lemme 4.1 ol 1l'on doit prouver a priori que
l'image par © d'un élément semi-simple de I est un élément semi-simple

de I' (cf. [8]).
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