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Séminaire BOURBAKI 441-01
26e annde, 1973/74, n°® 441 Novembre 1973

RELEVEMENT DE BRAUER ET REPRESENTATIONS PARABOLIQUES DE GLn(Fq)

[d'aprés G. LUSZTIG)

par T. A. SPRINGER

Dans ce qui suit, k désigne un corps fini & q éléments et V wun espace
vectoriel de dimension finie n sur k . Soit G wun groupe fini, soit
r: G - GL(V) une représentation de G dans V . D'aprés R. Brauer, on associe
4 r un "caractére modulaire", & valeurs complexes. La construction de Brauer a
été modifiée par Green [4], de fagon i produire un caractére généralisé (ou vir-
tuel) de G . C'est cette derniére construction gqu'on appellera ici "relévement
de Brauer". Le problime étudié par Lusztig dans [7] (voir aussi [6]) est celui
d'enalyser le relévement de Brauer dans le cas de la représentation identique de

GL(V) . Cette étude conduit & des résultats fort intéressants, dont on exposera

les principaux ci-apres.

1. Relévement de Brauer

1.1. r étant comme ci-dessus, soit l/k une extension de k contenant les
valeurs propres des éléments de r(G) . Soit K wun corps algébriquement clos de
caractéristique O (il est bon de ne pas se restreindre au cas K = C ) et soit

6 un homomorphisme injectif du groupe multiplicatif £* dans K* . Si x €G,

désignons par ui(x) (1g1ix n) les valeurs propres de r(x) dans £ et

osons
P n

bg(r)(x) = 2 8(u(x)) ,

. i
i=1
c'est le relévement de Brauer de r (associé & © ). C'est une fonction centrale

sur G & valeurs dans K et le point important est que c'est un carectére géné-

ralisé de G , c'est-i-dire une combinaison linéaire, & coefficients entiers, de
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caractéres irréductibles de G , voir [4] ou [2, p. 144].

On va étudier le cas G =GL(V) , r = id . On écrit alors by g POuT le
13

relévement de Brauer. On peut analyser la structure de en utilisant les

bv,6
résultats généraux sur la théorie des caractéres des groupes de Chevalley finis
(voir [10]). Cette analyse n'est pas nécessaire pour obtenir les résultats de [7].
Mais comme peut-8tre le procédé s'applique & d'autres cas, on en dira quelques
mots. On utilisera le résultat ci-dessous, dfi & N. Kawanaka [5]. (Si H est un
groupe algébrique lindaire défini sur k , on écrit H = H(k) pour son groupe de

k-points. Si H est réductif connexe, H est un groupe de Chevalley au sens

de [10].)

1.2 PROPOSITION.- Soit G wun groupe de Chevalley fini. Soit f une fonction cen-

trale sur G , & valeurs dans K . Supposons que f(x) ne dépende que de la partie

semi-simple de x € G . Alors
(1) o) =2 2 f(4),
xX€G I tel

ol T parcourt les k-tores maximaux de G .

Si x € G est semi-simple, son centralisateur connexe E(x)o dans G contient
tout élément unipotent de G qui commute & x, d'aprés[Lp.271]. Soit n(x) 1le

nombre de ces éléments. Le premier membre de (1) est égal a
<
2_ n(x) f(x) :
X semi-simple

(1) résulte alors de 1'observation, faite par Steinberg (11, p. 4-5], que n(x)

est aussi le nombre de k-tores maximaux de g(x)o

Soit (_’1_‘i)1S jep W systéme de représentants des classes de conjugaison,

par éléments de G , de k-tores meximeux de G . Soit W, 1le quotient par T,
i i
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du normalisateur de Ei dans G . Si f et g sont des fonctions sur le groupe

G 3 valeurs dans K , on pose

te), = |6 L f) e(=x"")
X

o |@| est l'ordre de G .

1.3 COROLIAIRE.- Si f et g ont la propriété de 1.2, on a

h
-1
ey = 2 |7ty -
i=1 i
1.4 COROLIAIRE.- Soit G = GL(V) et soit by o le reldvement de Brauer de la
’

représentation identique (ef. 1.1). Alors

<bv;e , bv,e>c; = n si g>2

= n+ 1 si qg=2.

Soit ki une extension de k de degré i . On sait que si T est un k-

tore maximal du k-groupe algébrique GL(V) , le groupe T est isomorphe A un

produit direct k' X...Xk* , oW i,+...+ i, =n , 1'actionde T dans V
i i 1 t
1 t
provenant de 1'action naturelle de kﬁ X ... X k; dans l'espace vectoriel
1 t

k., X...X ki , qui est isomorphe & V (voir [2, p. 127]). Un calcul facile
1 t

montre alors que =n pour tout T, si gq> 2

(by g7 bv,e>T

D'autre part, les k-classes des k-tores maximaux dans Q(V) sont paramé-
trées par les classes du groupe symétrique Gn et on sait (les notations étant
comme dens 1.3) que |6n||Wi|_1 égale le nombre d'éléments dans la classe

de En qui correspond & g& (voir [loc. cit., p. 189—190]), ce qui implique que
t

z |wi|‘1 =1 . L'assertion de 1.4, pour q > 2 , résulte alors de 1.3. Le cas
i=1

g = 2 se traite de fagon analogue.

91



441-04

1.5. Rappelons quelques résultats sur les sous—groupes paraboliques de GL(V) .
Si P est un tel groupe, il existe un drapeau W1 c W2 cC...C WS , ol les Wi
sont des sous-espaces propres distincts de V , avec W1 £ {O} . Soit

= ' [ .. ' 4 s 42 - ‘X'X,,,X'
v W1 X W2 X . X Ws+1 une décomposition de V , avec Wi W1 W2 Wi
(1 €is<s) . Alors le sous-groupe L de GL(V) qui stabilise tous les Wi

est un sous-groupe de Levi de P .

Fixons une base (ei)1s ifn de V et posons Vi = ke1 + oo+ kei
(1 <i<n-1) . Soit Pi le stabilisateur de Vi , c'est un sous-groupe para-
bolique maximal. Soit ¥ un caractére de GL(Vi) . A 1'aide de l'homomorphisme
de restriction P.l - GL(Vi) , on peut relever ¥ en un caractére (encore
noté x ) de Pi . Soit iP,-»GQK) le caractére induit correspondant.
i

Soit Qi C Pi le stabilisateur du drapeau

C 2 c ... C cee o
VieVy Fkey Vv key gt ke

Un groupe de Levi de Qi .est isomorphe & GL(Vi) x (),

Pour les résultats sur 1'induction de caractéres paraboliques qu'on va uti-
liser voir par exemple [10]. Rappelons qu'une représentation r de G dans un
K-espace vectoriel est dite parabolique si la restriction de r au radical uni-

potent de tout sous-groupe parabolique propre de G ne contient pas la représen-

tation unité.

1.6 THEOREME.- (i) I1 existe un caractdre parabolique irréductible unique

G .
e de L(V) tel que (bv’e, ”v,e>G £0

(1) One

(2) e = o (DY ol g * COEME S
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A N . o . A . > 2.
(111) Les caracteres 1Pi—*G(nV., e) sont irréductibles si i > 1 ousi q

Si q =2 , le caracteére iP -*G(ﬁV 9) est somme d'un caractére irréductible et
- _— 1 ’

1

du caractére unité.

On proceéde par induction sur n = dim V, le cas n = 1 étant trivial.
Supposons d'abord g > 2 . Soit P un groupe parabolique propre, soit L un
groupe de Levi de P et soit X un caractére irréductible parabolique de L .
Calculons l'entier (bV N iP-*G(X)>G . Par dualité de Frobenius, il est égal &

’
( ’ . . . Y 1 N -
‘rG—*L(bV,e) ,x)L ( T, désignent la restriction de G a L). Dapres 1.5,
L est isomorphe & un produit I GL(V!) et on voit que T (v ) devient 1la
i i G—-L1'"V,8
somme E bVi 6" I1 est alors facile de voir que <bV,e' lP-*G(X)>G =0 si P

I,

n'est pas associé & 1l'un des Qi .81 P = Qi , cet entier est O sauf si ¥ est

le caractere T, o X (1)™  qu groupe de Levi GL(Vi) x (k)™ , auquel ces
2
i

il vaut (—1)1'1 . I1 résulte de tout ceci que le caractéere généralisé bV 9

’
contient exactement (n-1)-caractdres irréductibles non paraboliques distincts,
4 coefficients = 1 . D'ol (i), en vertu de 1.4. On voit aussi que (ii) résulte

de (iii). Or, (iii) est une conséquence d'un résultat qui se trouve dans [2,

p. 107, 4.12]. La discussion du cas g = 2 est laissée au lecteur.

1.7 COROLLAIRE.- Le degré de T 8 est (q- 1)..'(qn—1_1)
—_ 8 —

Cela résulte de (2). On peut se reporter & [7, 1.14].

2. BEtude de quelques complexes simpliciaux

24 2

On note A un anneau commutatif & élément unité.
2.1. Soit X wun complexe simplicial fini. Soit £ 1'ensemble des simplexes de
X , ordonné de la manire suivante : x <y , si x est une partie de y . Rappe-

lons qu'un systéme de coefficients (homologique) formé de A-modules est un sys—
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téme projectif (Fx’ fxy) sur I . Autrement dit, les Fx sont des A-modules
et fxy est un homomorphisme de A-modules Fx i Fy , défini si x 2y et
vérifiant les identités habituelles.

On définit alors les A-modules d'homologie Hi(X; F) et, X' étant un sous-

complexe de X , les modules d'homologie relatifs Hi(X ,X';F) .

Soit d = dim X . On dira que X est sphérique pour F (ou F-sphérique)
si Hi(X; F) =0 lorsque 0< i< d . On dira que X est sphérique s'il 1l'est
pour le systéme de coefficients constants Z et si HO(X s L) et Hd(X ;&) sont
des groupes abéliens libres. Alors X est sphérique pour tout systéme de coeffi-

cients constants.

2.2. Homologie d'ensembles ordonnés

Soit S un ensemble ordonné fini. Soit X(S) 1le complexe simplicial fini
dont les i-simplexes sont les sous-ensembles x = {so, Sysceey s.} , avec
i
s <5, < ...<s, ,de S .S0it F=(F ,f ) un systéme inductif de A~
o 1 i s st
modules sur S . On lui associe un systime de coefficients X(F) sur X(S) de

la maniére suivante. Si x = {so e eey si} est un 1i-simplexe, on pose

X(F)X = Fso .Si oy = {so yeees @3 s-++» 8.} est une face de x , 1'homomor-
phisme X(F) - X(F) est 1'identité si j> 0 et est f si i=0.
X y so, s1

Ceci détermine X(F) .

On note Hi(S; F) 1les modules Hi(X(S) ;X(F)) . On a
HO(S ; F) = lim ind F_ . On dira que S est F-sphérique si X(S) est X(F)-
s€S
sphérique, etc.

Si S' est un sous-ensemble ordonné de S , le complexe X(S') est un

sous-complexe de X(S) . On pose Hi(S, S';F) = Hi(X(S) , X(S') 5 X(F)) .
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Si s €S, on appellera dimension de s (notation dim(s) ) la longueur maximale

d'une chalne totalement ordonnée s, < s, < ...< s, < s
i

1 5 . On pose

dim(S) = mex dim(s) = dim X(S) . Soit S, le sous-ensemble ordonné des éléments
s€S

de dimension < i . On pose
S(s)

s'(s)

{tes|tss},

{tes|t<s}.

Comme HO(S'(s) ; F) ~ lim ind F, , il existe un homomorphisme canonique
t<s

HO(S'(S) s F) - Fs .

2.3 Lemme.- Soit F wun systéme inductif sur S . Alors

D e * B LB s 522

(2) B (S,,8 _,3F) = Ker(H (S'(s) s F) ~ F)

|
dim(s) =1
Soient C*(S'(s); F) et C*(Si’ Si )3 F) les complexes de chaines gradués.

Les é1léments du premier sont les sommes formelles

g

. sj) ,

ou s, < s, < o0 < sj <s, avec a ¢ FS , de méme pour le second. Il existe un
o
homomorphisme ¢ de degré 1

i | c(s'(s);F) - c(s,,s, ,;F)
dim(s) =1 it
tel que
Q(a.(so yoooy sj)) = a.(so ey Sj ,s)

¢ commute avec le bord et est bijectif en dimension 2 2 . Ceci implique (1) et

(2) en résulte facilement.

2.4 PROPOSITION.- Supposons F tel que :

(a) S et les S'(s) (s ¢ S) soient F-sphériques,
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(b) 1'homomorphisme HO(S’(S) s F) - FS soit bijectif si dim(s) 2 2 et sur-

jectif si  dim(s) =

Alors, il y & une suite exacte (22 d = dim(s) )

0 - Hd(S;F) - _|_|_ H, (S'(s);F) - _l_l- Hd_Z(S'(s)~F) - ..

’

dlm s) d dim(s) =4d-~1
_J_ H(S' s F) - l_l_ Ker(H (8'(s);F) - F) -
dlm( ) =2 dim(s) = 1 ° S
- | FS—»HO(S;F) - 0 .

dim(s) =0

Cela résulte de 2.3, en utilisant les suites exactes

. -»Hj(si_1 s F) —»Hj(si;F) —»Hj(si, S, . ;F)~H, (s

N 51 s F) - oo .

i-1’
On va meintenant introduire des ensembles ordonnés auxquels on appliquers,

d'apreés Lusztig, les résultats précédents.

2.5. Les exemples

Soit V un espace vectoriel sur le corps fini k , de dimension finie n 2 2.
On a alors les ensembles ordonnés suivants.
(a) L'ensemble P(V) des sous-espaces propres et #£ {0} de V , avec 1'ordre évi-
dent. Le complexe simplicial X(P(V)) , qui & dimension n - 2 , est 1'immeuble de
Tits de GL(V) . On sait que P(V) est sphérique, mais nous n'surons pas besoin
de ce résultat ici (il est vrai pour 1'immeuble de Tits de tout groupe de Chevalley

fini, voir [10] ; on trouve d'ailleurs dans [7, 1.8] une démonstration rapide pour

P(V) ).

On utilisera le systéme de coefficients déduit du systime inductif F de
k-espaces vectoriels sur P(V) , qui associe & chaque W ¢ P(V) ltespace W lui-

méme .
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(b) Soit W un sous-espace vectoriel propre de V , de dimension m 2 1 . On
note P(V,W) 1'ensemble ordonné des sous-espaces propres V' de V transver-

saux & W (i.e. telsque V' +W =V ). Ona 4imP(V,W) =m -1 .

(¢) L'ensemble ordonné A(V) des sous-espaces affines propres de V . On a

dim A(V) =n - 1 .
(a) L'ensemble ordonné L(V) des sous-espaces affines propres de V ne conte-
nant pas O . Onp & dim L(V) = n - 1

Dans les cas (b), (c), (d), on n'aura besoin que de systémes de coefficients

constants.
Le théortme suivent résume les "vanishing theorems" démontrés dans [7].
2.6 THEORRME.- (i) P(V,W) , A(V) et L(V) sont sphériques ;
(i1)  P(V) est X(F)-sphérique.
On esquissera la démonstration pour L(V) (da'aprés [loc. cit., 1.10]). Dans

les cas de P(V,W) et de P(V) , elle est analogue [loc. cit., 1.11, 1.12] ; celle
pour A(V) est plus facile [loc. cit., 1.9].
Si s € L(V) , on dénote par Y(s) 1le sous-ensemble des s' 2 s . Les com-

plexes X(Y(s)) avec s € L(V) minimel, recouvrent X(L(V)) ; soit N 1le nerf

de ce recouvrement. Il suffit alors de démontrer la proposition suivante.
2.7 PROPOSITION.- On a HO(N;Z) ~z, Hi(N 3Z) =0 pour 0<i<n-1.

I1 est facile de voir que N est connexe, d'ol la premidre formule. Soit

C = ll Ci le complexe de chaines simplicial qui donne l'homologie de N . Soit

iz0
F la famille des sous-ensembles {vo gy vi} de V engendrant un espace affine
ne contenant pas 0 . Alors Ci a une base formée des chaines (vo yeeey vi) ,

ol1 [vo yeues vi} ¢ F . On définit le support d'une chaine de fagon évidente.

97



441-10

Fixons une base (e, ) . de V . Soit F,C F 1la sous-famille des
i‘1<isn 2

{vo yooey vi} avec (kvo + eee +kvi) ﬂ(ke1 + .. +kel—1 +e2) =¢ .

2.8 Lemme.- Soit ¢ € C; (12 1) un cycle avec supp(c) cF,U...UF

Alors, la classe d'homologie de c¢ contient un cycle c' avec

]
supp(c )c Ft+1 U ... U Fn .

Ceci s'établit en utilisant l'homomorphisme de degré 1
T, : {c € C| supp(e) GFl} - C,
défini par
Tl(vo yeeey vi) = (el,v0 yeeay vi) .
On a, si ¢ est comme dans 2.8,
T,(3¢) +3(Type) = c .
La proposition 2.7 résulte de 2.8 et de 1l'observation que
supp(c) € FLU...UF ,

si ceci, 0<i<n-2.

La détermination de 1'homologie, dans les cas de 2.5, est complétée par le
résultat suivant (ol ’ﬁ‘i dénote 1'homologie rdduite).
2.9 PROPOSITION.- (i) H (P(V,W);€) =0 si n>m22, T{'m_1(P(\’,W) ;2) est
libre de reng (¢"" - 1)...(qn-1 -1)

(ii) HO(A(V) ;L) =L, Hn—‘l(A(V) ; 2) est libre de rang (q- e (gt =1)

(111) H(L(V);2)Z 2, E ,(1(V);Z) est libre de rang
n

S =0T (@) + (DR

i=0

(iv) Si n>2, onsa HO(P(V) s F) =V et Hn_2(P(V) ; ) est un k-espace vec-

toriel de dimension (q- 1)...(qn-1 -1) . 8i n =2, il existe une surjection

HO(P(V) ;F) = V dont le noyau est un k-espace vectoriel de dimension gq-1 .
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Les assertions sur les Ho sont faciles. Les autres en résultent gréce & la
suite exacte de 2.4. Voir [7, 1.14].
I1 est clair que GL(V) opere dans Hn_1(A(V) s Z), Hn_1(L(V) ;L) et
Hn_z(P(V) ; F) . Soit G(V,W) 1le stebilisateur de W dans V , alors G(V,W)

opére dans ﬁ;_1(P(V,W) L) .

3. Construction d'un GL(V)—module

Soit encore V un k-espace vectoriel de dimension finie n 2 2 . Soit
G = GL(V) son groupe d'automorphismes. A dénote un anneau commutatif et
8 : k¥ - A% un homomorphisme de k* dans ls groupe A* des éléments inversi-
bles de A . On suppose que 6 £1 .81 S est un ensemble fini, on écrit

C(s;A) pour le A-module des fonctions sur S & valeurs dans A .

3.1. Soit D 1'ensemble des drapeaux affines d = (Eo,...,E ), ol Ei est un

n-1

sous—espace affine de V de dimension i , avec E,

iy By tel que o;éEi

(0<is<n-1). G opére sur D et, en particulier, k* opére sur D par
homothéties. En outre, C(D;A) est un G-module.

Posons

c(p ;A)a ={f ec;a)|s(ra) = 8(N)f(a) (@ €D, r € x)} .
Alors, L(V) étant comme dans 2.5, le module Hn_1(L(V) ;A) s'identifie 3 un

sous-module de C(D;A) . Posons Hn_1(L(V) ;A)e =H, = ¢(D ;A)e n Hn—1(L(V) i)

8

Lusztig introduit un endomorphisme P = PA de (D ;A)e qui joue un rdle

essentiel dans la suite. Voici sa définition géométrique. Soit

d = (EO, E1 yreay En—1) ¢ D, alors
(1) (pr)(a) = (-0"'ze(an),
ol la somme porte sur les 4' = (Eé sy E£_1) tels que E! CE . - En_g et

que Ei soit paralltle au sous-espace linéaire engendré par Ei-1 (1£1i<n-1).
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I1 est clair que P commute & 1l'action de G .

3.2 PROPOSITION.- P stabilise HS .

Ceci est démontré dens [7, 3.1]. On esquissera ci-dessous une démonstration
’ . . . . . 14
plus algébrique, qui utilise des formules connues sur la structure de GLr\k) ,

qu'on va d'ebord rappeler.

3.%. Fizons une base (ei) de V . Définissons les éléments xiﬁ(x)

1€isn

(i#3,\N¢€k) de G par

{ z..(\N)e, = e, + e,
ij i i 3
xij(k)eh = & (nfi , j) ,
et les éléments LA (1<sis<sn-=-1) par
WoeBL S @iy Wioeel ., =g, wi.ej = ej (3#41i,i+1)

-1
Alors, on a les formules suivantes, ol (g,h) dénote le commutateur ghg h ,

(xij(x) b x ) =1 si 1442 et j£n,
(2) (xij(k) , ij(u)) = x, () si 1442,
(Xij(l), Xhi(u) = th(-Xu) si j£n.

Soit T 1le sous-groupe de G qui stabilise les kei (1 £ is<n) . Définissone
les caractéres w, : T - k* par

tei = wi(t)ei .
On a alors

(3) MWy (A7) =

—1 7
i, i+ (s (e,

ot () €1 est tel e w (5,00) =2, wy (5,00) = T, w (5,(0)) =1

i,i+

si jAi,i 1.

Introduisons, en outre, les endomorphismes S, (1< i <n) de C(G;4)
i

définis par

(5,)(8) = 2 2(ex,(0)
AEk
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(5,9(e) = 2 flex,,, (W) (2sisn-1),
NEk ’

(5.0)(e) = 2 flex, ()
NEk

Les Si commutent 3 G , opérant sur C(G;A) par translations & gauche.

3.4 Lemme.~ (i) Le G-module c(p ;A)e est isomorphe au sous-module S de

c(G;A) formé des f telles que

f(gxij()\)) = f(g) (2< 3<isn),
£(gt) = 8w, (t))£(e) (t e .

(ii) Le G-module He est isomorphe au sous-module de S formé des f telles

que
5, =0 (i=1,n), S,f =-f (2<isn-1).
L'isomorphisme C(D ;A)e - S en question associe & f € C(D ;A)e la fonc-
tion g v f(gdo) sur G, ol d est le drapeau affine

(e1 ’ ey + ke2 seees € + ke2 + ...+ ken-1) . La démonstration de 3.4 consiste en

une vérification directe.
On identifiera c(D;A)e et He 3 leurs imasges dans C(G;A) .

3.5 Quelques formules

Soit £ = (Xz yeeny Xn 10 Xn) € kn-2 X ¥* et définissons w(£) € G par
(4) { w(,e)e1 = e1 + k2e2 P knen
w(l)e. = e, (2<is<n).
i i-1

11 résulte alors de (1) que

(5) E)e) = () 2 £(equ(2) ,

e x it

si f£ec(d ;A)e , ce qu'on peut sussi écrire de deux autres maniéres, & savoir
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(e = (0L £gex, (\)x, O
XZ yores Xné k
A, £ 0O
-1
(6) { =(n" \ §:x . £lex, yODv i ® g (M
pree ok
A, 0

Loz, O00080)7

ol on & posé ¢ = w

Wn_1wn-2 cee e

-1
_1)...x12(k2))3(x2)

LA

On vérifie alors les formules suiventes, pour f € C(D ;A)e R

(7 S.Pf = PS, .f (2 s

(8) SnPf = 0,

i<n-2),

(9) (s,20)(&) = (- Zx (8,5,8) (gox, (A1) %, Ohgdwyx, 5(0,))000,) 7"

A

277"
Ay #£0
(10) (s, _P)(e) =
- () (@) + (75 0)(g) + (-0 Y (s )(ex , | L(N
xz,...,xn_1 ’
A, £ 0

)Wn—1

..x21(X2)w1)e(k2)—1.

(7), (8) et (9) résultent de (2) et (6) et (10) de (2), (3) et (6). Dans 1la

démonstration de (8), on utilise que 8 £ 1 .

3.2 est une conséquence de (7), (8), (9), (10), tenant compte de 3.4 (ii).

3.6 Lemme.- Soit f € C(D ;A)e tel que f(gx21(x)) =f(g) (g€6, ) e€k) . blors

(1) flex;. (1)) =1(g) si 1sj<isn

’

(1) £lgx,, (1)) = £lex,, (7w )a()  (rex®)

’

(113)  (B)(e) = (-5 _ -5, + (-0 5 (5,8)(ex, O\ .

13,...,Xn

..x32(kj)w2) .

(1) résulte de (2), (ii) de (3) et (iii) est une conséquence de (ii) et (6).
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3.7 Le cas d'une k-algébre A

Supposons maintenant que A soit une k-algébre. Posons x (1) = X-1.1

(A € ¥¥) . I1 résulte alors de (6) que

(1) (P)(ex,, (1) = (BE) (@) + (-0 % 3 (54 (goxy (05 0))

si £ €c(D;h) . 3 n

3.8 PROPOSITION.- Sous ces hypothéses, P induit un endomorphisme idempotent de

3,

HX , qui commute & l'action de G . On a (Pf)(gxij(l)) = (Pf)(g) si

1< j<is<sn, pour toute f ¢ H% .
La dernidre assertion résulte de (11) et 3.6 (i). Alors 3.6 (iii) implique

que P2f =Pf pour f ¢ HK .
Posons maintenant

D(V;A) = PH
(v;4) L

’

c'est un G-module. Soient P(V) et F comme dans 2.5.

%.9 PROPOSITION.- Ei n>2, le G-module D(V;A) est isomorphe &

Hn—Z(P(V) ;F|8% A) ;8i n=2, il est isomorphe au noyau de 1'homomorphisme

HO(P(V) PP o A) - Ve, A (voir 2.9 (iv)).
Soit dO le drapeau de sous-espaces lindaires

(ke1,ke tke, ,..ep ket itk

1 5 en_1) . Son stabilisateur dens G est le groupe

de Borel engendré par T et les xij(k) avec 1€ j< isn. Soit f ¢ D(V;4)
et définissons une fonction ¢f sur G, a4 valeurs dans V ®k A , par

(wf)(e) = ele,) ® 2(g) .
Alors (pf)(gb) = (pf)(g) si b € B . Par conséquent, of s'interpréte comme
une fonction sur l'ensemble G/B des drapeasux maximeux, i valeurs dans V ®k A

On démontre sans difficulté que ¢ est 1l'isomorphisme voulu.
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3.10 COROLIAIRE.- D(V;A) est un A-module libre de rang (q-1)...(qn‘1-1) .

Ceci résulte de ce qu'on a établi eau numéro 2, vu 3.9.

Soit B comme ci-dessus et soit U son radical unipotent, engendré par les
xij(k) avec j < i . Désignons par B~ 1le groupe de Borel opposé, engendré par
T et les xij(k) avec j > i . Soit N 1le groupe engendré par T et les w,
(1 <1i<n-1) et posons W = N/T , c'est le groupe de Weyl, isomorphe au groupe
symétrique Gn . Si s; = wiT , S= {31,...,sn_1} alors (W,S) est un systéme

de Coxeter. Soit W 1'é1lément dans W de longueur maximale. Si w € W , dési-

gnons per n - un représentant de w dans N .

%.11 Lemme.- Une fonction de D(V;A) est déterminée per sa restriction & B .

Si £ eD(V;A), ona f(gu) = f(g) pour tout u € U (d'aprés 3.8) et

£(g) = - 2 Mlex,,(Vw,)
€

(12) i A€k
f(g) = - Z f(gx ()\)wi) (2gi<n-1)

ek i+1,1i
(d'aprds 3.4 (ii) et 3.6 (ii)). Supposons w € W , l(wsj) = £(w) +1 (o £ est

la longueur). Si g € n, anU , on a alors
o

ng+1’j(k)wj € n, ansjU (n € k) ,

d'aprées les propriétés des systémes de Tits. I1 résulte de (12) que

fln BnU =0 si f'n Bn U =0 . Utilisant le lemme de Bruhat, on voit que
wooow Woows,

£f=0 si fIB =0, d'oh 3.11.

3.12 Le cas d'un anneau de valuation

Soit £ wune extension finie de k . On va maintenant relever le G-module
D(V; £) en caractéristique O .
Soit R un anneau de valuation discréte complet de caractéristique O , &

corps résiduel £ . Soit ™ : R — £ 1la projection canonique. On sait qu'il
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existe un caractére injectif vy unique £*¥ — R* tel que ™o Yy = id . Nous

-1 -1

posons 8 =Y . Si x est sa réduction, on & x(A) = A si M€k, Ona
B (LW 58 = B _(LV);R)y & ¢,
et
Pl = PR ® id .
Soit r = |l| et posons
n
D(V;R) = {f ¢ & (L(V);R),|tlin B} £ =1} .
n-1 ] e R

I1 résulte de 3.8, utilisant le lemme de Hensel, que D(V;R) est un facteur di-
rect de Hn_1(L(V); R)e et on a

D(V; £) = D(V;R) & £ .
3.10 montre alors que D(V;R) est un R-module libre de rang (q-—1)...(qn-1- 1) .
D'apres 3.4, (v, R) s'identifie & un sous-module de C(G; R) stable par les
translations & gauche ; c'est donc un G-module. Le résultat suivant est une con-

séquence de 3.11.

3.1% Lemme.— Une fonction de D(V;R) est déterminée par sa restriction & B .

3.14. I1 y & un choix minimal pour R , & savoir 1'anneau W(k) des vecteurs de
Witt sur k . Posons D(V) =D(V;W(k)) . Si R est comme ci-dessus, il y & un
homomorphisme unique W(k) - R induisant 1'homomorphisme donné k — £ des
corps résiduels. On a alors

D(V; R = D .
(13) (V5 R) (V) &, R

Nous définissons D(V;R) , oi R est une W(k)-algdbre quelconque, par la for-
muzle (13).

4. La représentation de G dans D(V) .

Conservons les notations des numéros précédents. Soit K wune extension algé-

briquement close du corps des gquotients de W(k) . Soit r la représentation de

v

G dans D(V;K) ; désignons par cy le caractire de Ty .
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4.1 PROPOSITION.- r; est une représentation irréductible parabolique.

Soit P un sous-groupe parabolique propre de G , & radical unipotent U .

I1 faut établir que la restriction de Ty 4 U ne contient pas la représentation

unité et il suffit de le faire si P D B~ est maximal (£ G). Soit U engendré
par les xij(k) avec 1sish, h+1<j<n.Soit f ¢ D(V;K) telle que
flug) =f(g) si wevU,geG.Ona f(pu) =f(p) si p€P,u€¢U. On mon-
trera que f(pnw) =0 pour tout w € W = Yn tel que w(1) <h . Alors £=0,
par 3.13, donc Ty est parabolique. Soit £ < n tel que
w(1),ee.,w(#) <h, wl£+1)>h .Si £=1, ona

- - . . -0 . Si > . -
f(pnw) f(pnwx12(h)) et S1f 0 implique que f(pnw) 0.8i £>1, il ré
sulte de Szf = -f que qf(pnw) = -f(pnwwl) . Comme wwl(1) <h, wwl(l) >h,
une récurrence sur £ démontre que f(pnw) =0 .

4.1 résulte alors du fait, établi par exemple dans [2, p. 149, 155], que les repré-

sentations irréductibles paraboliques de G sur C ont pour dimension

n-1

(g=1)...(@® ' =1) = aim D(V; K) (voir 3.10).

Nous utiliserons le fait suivant, contenu implicitement dans les résultats

de Green sur les caractéres de G (voir [lgg. cit., p. 142, 149]).

4.2 Lemme.- Deux caractéres irréductibles paraboliques complexes de G sont égaux

s'ils le sont sur les éléments semi-simples.

Soit £ une extension de k contenant les valeurs propres des éléments de

G et soit RCX une W(k)-algtbre avec les propriétés de 3.12. L'homomorphisme

® de 3.12 est une injection de £* dans X* . Soit M, o le caractire défini
’
dans 1.6.
.3 THEOREME.- :
4.3 ”v,e est le caractere cy de Ty -

Nous procédons par induction sur n =dim V , le cas n = 1

étant trivial.

Supposons le théoréme vrai pour les espaces vectoriels de dimension < n .

D'apres 4.2, il suffit de démontrer que cv(x) =, e(x) si X € G est semi-
’
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simple. Mais dans ce cas, on peut déterminer CV(X) 4 partir de l'action de x
dens 1'espace vectoriel D(V;R) ®R 2 =D(V; £) , duquel on a donné une interpré-
tation homologique dans 3.9. On écrit la suite exacte de 2.4, en prenant pour S
1'immeuble de Tits P(V) , avec le systéme de coefficients F ®k £,

comme dans 2.5 (d'aprés 2.9 (iv) les hypothéses de 2.4 sont satisfaites dens ce

F étant

cas). La suite exacte permet de calculer la trace de rv(x) et on trouve que
ne-! i1 n-1
by, o(x) = i}; (-1) lPi~G(°Vi) (1) ey

(notations du n® 1). Par induction, on a ey = ﬂV 8 et le théoréme résulte
i i’
alors de 1.6.

4.4 COROLIAIRE.- Soit H wun groupe fini qui opere dens V . Il existe une famille

(L

i)1$ isn de W(k)-modules libres de type fini, dans lesquels H opere, telle

qu'on & une suite exacte de H-espaces vectoriels

0 - Ln ®W ) k = .. = L1 ®

w(k)k—’v—"o.

(k

4.5. Nous appelons la représentation r; de G dans D(V) ou D(V;K) 1la repré-

sentation spéciale de G .

Le théoréme précédent est un des résultats principaux de Lusztig. Il donne,
en conjonction avec 1.6, une enalyse trés précise de la structure du relévement
de Brauer bV,G , pour le caractére 6 de 3.12. Dans la démonstration de 4.3,
nous avons invoqué quelques résultats sur les caractdres complexes de G . Dans
[7], ces résultats ne sont pas utilisés et 4.3 y est établi A& 1l'aide de propriétés

supplémentaires de la représentation spéciale, qu'on va discuter briévement.

4.6. Le groupe affine

Soit Aff(V) 1le groupe affine de V ; c'est le produit semi-direct de

G =GL(V) et V . Le groupe Aff(V) opere sur l'ensemble ordonné A(V) de 2.5.
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Soit maintenant X wun corps algébriquement clos de caractéristique O quel-

conque. Le résultat suivant est dil & S.I. Gelfand [3].

4.7 PROPOSITION.- (i) Le degré d'une K-représentation irréductible de Aff(V)

est au plus (q—1)(q2-1)...(qn—1) ;

(i) si g>2, il existe une seule classe de K-représentations irréductibles

de Aff(V) de degré (a-1)(a®=1)...(g"=1) ;8. ¢=2, il y en a deux.

Appelons spéciales les représentations de Aff(V) de 4.7 (ii).

4.8 PROPOSITION.- La représentation de Aff(V) dans T{“n_1(A(v) ; K) est spéciale ;

elle @ multiplicité 1 dans la représentation de Aff(V) dans 1'espace de chaines

¢, (&) ;K) .
Ceci est établi dans [7, n° 2] & 1'aide d'un "lemme de Bruhat" pour Aff(V) .

Des résultats analogues ont été obtenus par L. Solomon [8, 9].

Soit n 2 2, soit W un sous-espace vectoriel propre de V de dimension
m 2 1 . Introduisons alors l'ensemble ordonné P(V,¥) de 2.5. Soit A un anneau

commutatif.

4.9 PROPOSITION.- Il existe un isomorphisme canonique

neme (ROADR) @ F  (B(V,W)58) S5 E L (A(V)54) .

On trouve une démonstration homologique dans [7, 2.4].

Soit meintenant H wun hyperplan de V . On identifie Aff(H) &au sous-groupe

de G = GL(V) qui stabilise H et induit 1'identité sur V/H .

4.10 PROPOSITION.- Il existe un isomorphisme canonique de W(k)-modules

D(V) = E (@ ;W) .

La démonstration utilise 3.9, 3.13 et 4.8. Cette proposition implique que la

restriction & Aff(H) de la représentation spéciale de G est une représentation
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spéciale de Aff(H) .
Soit W comme ci-dessus.

4,11 PROPOSITION.- Il existe un isomorphisme canonique de W(k)-modules

D(V/W) ®

(k) g BV 5 W) = (V)

Ceci se démontre & 1l'aide de 4.9 et 4.10, voir [7, 3.10].
4.11 détermine la restriction & un sous-groupe parabolique maximal de G
de la représentation spéciale et peut servir & déterminer la restriction & un

sous-groupe parabolique quelconque. Ces résultats sont utilisés dans [loc. cit.

n° 4] pour démontrer 4.3.

5. Compléments

5.1. Un théoréme de Swan

Soit H wun groupe fini, soit R(H;A) 1le groupe de Grothendieck de la
catégorie des A-modules de type fini o H opére. Des résultats discutés au
n® 4, on obtient une démonstration facile du théoreme suivant de [12]. (x et

W(k) sont comme superavant, Q(k) est le corps des quotients de W(k) .)

5.2 THEOREME.- L'homomorphisme R(H; W(k)) - R(H; Q(k)) induit par 1l'injection

W(k) - Q(k) est une bijection.

On définit une application R(H; Q(k)) —~ R(H;W(k)) de la fagon suivante.
Soit M un Q(k)-espace vectoriel o H opére. Soit L un W(k)-réseau dans
M stable par H et associons & 1'élément [M] de R(H; Q(k)) défini par M
1'élément [L] de R(H;W(kx)) . Le théoréme est facile, une fois établi que cette
application est bien définie. Il faut donc montrer que si L et L' sont deux
réseaux H-stables dans M, on a [L] =[L'] . Il suffit de le faire lorsque

L' cL et V=L/L' est annulé par 1'idéal maximal de W(k) . Alors V est un
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espace vectoriel sur k . En appliquant 4.4 & k , il suffit alors (avec les nota-

tions de 4.4) d'établir que [Li ®W(k) k] =0, ce qui est trivial.

5.3. Questions de rationalité

L'endomorphisme P = PW(k) introduit dans 3.1 induit un endomorphisme de
D(V) qui commute & G . D'aprds 4.1 et le lemme de Schur, c'est la multiplice-
tion scalaire par un é1ément A(V) € W(k) (qui ne dépend que de n = dim V ).
AMV) est calculé dens [7, n® 4]. Soit R comme dans 3.14 et supposons que £

contient une extension kn de k de degré n .

5.4 PROPOSITION.-  A(V) = PN 8(x)
X Ek;

Tr, /k(x)=‘

’

(8 est comme dans 3.12).

I1 est clair que le G-module D(V; Q(k)) est défini sur une extension finie
L de €@ (identifié au corps premier de Q(k) ). Soit L; © L 1'extension de @

engendré par les valeurs du caracteére cy de la représentation spéciale de G

5.5 THEOREME.- (i) D(V;Q(k)) est défini sur Ly

(ii) Lv est engendré sur Q par les O(x) (x € k¥) et AMV)

(ii1) Lv est une extension galoisienne de @ de degré n-1¢(qn‘ 1) .

Voir [loc. cit., n® 4].

5.6. Une autre formulation de 5.5 (i) est : 1'indice de Schur de la représentation
spéciale de G est 1 .

I1 résulte de 5.5 (iii) qu'en faisant opérer le groupe de Galois de LV/Q ,
on obtient & partir de la représentation spéciale n-1¢(qn- 1) représentations
irréductibles paraboliques non-équivalentes de G . Le nombre total de ces classes
de représentations étant E: d_1p(d‘1n)(qd- 1) , on constate que ce procédé ne

dfn
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donne pas toutes les classes de représentations irréductibles paraboliques.

5.7. Remarques finales

I1 serait intéressant d'étendre les résultats dont on a parlé ici & d'autres

groupes de Chevalley. Voici quelques remarques sur ce genre de questions.

(a) Dans [7, 5.12], on trouve une description conjecturale de la structure du re-
lévement de Brauer du groupe symplectique szn(k) (pour sa représentation habi-
tuelle).

11 est probable que les méthodes du n° 1 s'eppliquent au groupe symplectique
et donnent un résultat analogue & 1.6 (i), d'olu un caractére irréductible parabo-

lique de Sp2n(k) .

(b) Peut-on généraliser la construction du module D(V) & d'autres groupes de
Chevalley ? Le rédacteur espére que les formules écrites au n° 3 peuvent servir

4 de telles généralisations.

(¢) L'un des résultats homologiques du n® 2 admet une formulation qui & un sens

dans le cas général suivant. Soit maintenant G un groupe de Chevalley quelconque

sur k . Soit T 1'immeuble de Tits de G . Si P est un sous-groupe parabolique

propre de G , soit Sp le simplexe de T défini par P . Soit r une représen-

tation de G dans un k-espace vectoriel V de dimension finie. Alors, il existe

un systéme de coefficients F(r) sur T tel que F(r)s soit le sous-espace de
P

V des vecteurs fixés par tous les éléments du radical unipotent de P . Si

G=GL(V) , r=1id , on retombe sur le systéme F de 2.5 (a).

2.6 (ii) donne, dans ce cas, un "vanishing theorem" pour l'homologie de

F(r) et la question se pose si c'est un cas particulier d'un résultat plus général.
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(d) Est-ce qu'on peut utiliser les méthodes de Lusztig pour construire une repré-

sentation irréductible admissible parabolique d‘'un groupe GL(V) p-adique ?

[Note ajoutée en Avril 1974]

Récemment, Lusztig a utilisé la méthode du numéro 1 pour construire des carac—
téres paraboliques pour tous les groupes classiques sur un corps fini. Il a aussi

établi la structure du relévement de Brauer de Spqn(k) , mentionné & la page 23.
<
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