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PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DE L’ÉQUATION DE LA CHALEUR

SUR UNE VARIÉTÉ COMPACTE

[d’après P. GILKEY]

par Y. COLIN DE VERDIÈRE

Séminaire BOURBAKI 4)9-01

26e année, 1973/74, n° 439 Novembre 1973

00
Soient M une variété riemannienne compacte sans bord, C et de dimension

d, p le laplacien sur les fonctions M -~ R qui est un opérateur elliptique

auto-adjoint ~ 0 (par rapport â l’élément de volume riemannien Q admet

des valeurs propres ?~o - 0 ~ ~~ s ... ~ ~n s ... (chaque valeur propre étant

répétée un nombre de fois égal ~ sa multiplicité). Minakshisundaram et Pleijel

ont montré l’existence d’un développement asymptotique

La démonstration consiste a étudier l’équation de la chaleur

Si e(t,x,y) désigne la solution fondamentale de (H), i.e. u(t,x) =

Il n’est pas difficile de voir que si désigne une base de

fonctions propres, on a : e(t,x,y) = exp(-tÀ (y) , on en déduit le



développement asymptotique cherché sous la forme :

Mac-Kean et Singer ont repris cette question et calculé les coefficients

a et a2 en utilisant des considérations algébriques a priori et en identifiant

les coefficients à l’aide de cas particuliers. Ils montrent que les a~ sont de

la forme où P., sont des polynômes universels de la courbure

et de ses dérivées covariantes. En coordonnées locales les P peuvent donc

s’écrire : = Idét gl~~ _ ~, où les ~~ sont

des polynômes universels. Notamment, on a :

[Pour des démonstrations détaillées voir [BGM].]

Ces développements asymptotiques existent pour les opérateurs elliptiques

auto-adjoints ~ 0 , A opérant sur les sections d’un fibré hermitien. Cela résulte

essentiellement des travaux de Seeley ~5~~ et et se fait a l’aide de techni-

ques d’opérateurs pseudo-différentiels qui permettent de construire dans ce cas

général des paramétrix jouant le rôle des Nous résumons ici la présentation

que donne Gilkey [G] de cette démonstration, ainsi que certaines propriétés géné-

rales des coefficients.

I. Exposé des résultats et exemples

Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes de dimension p sur une

variété compacte M de dimension d (tout est C ). Un (E,F)-opérateur 

rentiel A d’ordre m s’écrit au moyen de trivialisation de E et F au-

dessus d’une carte U de M : Af(x) = 
s A (x)D03B1f(x) , f É 



prétation intrinsèque a l’aide du fibre cotangent : s’interprète comme

un élément de L(E , Fj que l’on peut décrire de la manière suivante si
x ~

Exemple.- Pour le laplacien 0394 , on a = 
.

L’opérateur A est dit elliptique si V (x, g) E T~(X~~ 0 ,

E GL(E , F ). On supposera ici E et F muni de structures hermitiennes

( , ~E et  , ~Fx , et M d’une densité v(x) . On a alors des produits sca-

laires globaux pour les sections de E : F (f(x) , v(x) et de

même pour F . Soit A un (E,E)-opérateur elliptique auto-adjoint ~ 0 (i.e.

(Af,g)E = (f,Ag)E et 0 ), il admet une résolution spectrale

(03BBn , 03C6n)n~IN avec 0 s 03BB1 ~ ... et 03C6n un système orthonormé complet de
sections propres (i.e. ).La solution f de l’équation de la chaleur

(HA) associée x A :



Notre but est de montrer comment on peut trouver le comportement asympto-

tique quand t --~ 0 de la mesure Trx(EA(t,x,x)).v(x) et par suite de sa masse

totale hA(t) = ~ exp(-À t) .
*" n

Exemple 1.- E est le fibré sur M , A est le

laplacien sur les k-formes. Le développement asymptotique a été trouvé par

Gaffney [GA] et précisé par MacKean et Singer [MS], puis par Patodi [P] qui a mon-

tré que les relations faciles :

proviennent de relations locales déjà vérifiées par les ; ce qui donne

une expression de x(M) sous forme d’une intégrale qui généralise la formule de

Gauss-Bonnet en dimension 2 .

Exemple 2.- D un (E,F)-opérateur elliptique, A - D ~ D , A2 - DD* sont des

opérateurs elliptiques auto-adjoints ~ 0 sur E et F respectivement. Posant

Le comportement asymptotique des hA. permet donc théoriquement un calcul de
l

l’indice de D . L’idée de Gilkey a été de trouver des propriétés algébriques de

ces coefficients pour pouvoir ensuite les calculer dans le cas d’opérateurs géo-

métriques.



Nous pouvons maintenant énoncer le :

Sous les hypothèses précédentes ( A un elliptique

auto-adjoint ~ 0 ) : :

(i) La série = ~ exp(-tX ) converge pour t E 3* et admet quand
n ~ N

t ~ 0+ un développement asymptotique qui s’écrit

(ii) = f ou la mesure ne dépend que localement de A .
k k k

est une fonction polynome homogène de degré 2 , on peut écrire k(A) dans une

carte locale U X ~p :
,

ou P est un polynôme universel par rapport aux coefficients de A y a
-. ._ -

dérivées partielles et à (dét a)-1 avec ou

a(x, 03BE) = 2- aij(x)03BEi03BEj . De plus k(A) est nulle pour k impair.

Remarques.- 1) On peut en déduire le comportement asymptotique des valeurs propres

par un théorème taubérien :

2) Au lieu d’étudier la fonction on peut étudier après s’être ramené

à un opérateur injectif la série E (03BBn)-s) . On montre à l’aide du dévelop-

pement asymptotique de que cette fonction qui n’est définie a priori que

pour Re(s) assez grand se prolonge en une fonction méromorphe dans £ et que

la fonction 0393(s)03B6A(s) a des pôles simples aux points - n -d) avec



II. Principe de la démonstration

Nous supposons connue l’unicité (évidente) et l’existence de la solution de

l’équation de la chaleur (HA) . Nous nous intéressons à un procédé de calcul du

développement asymptotique.

On utilise le calcul fonctionnel pour l’opérateur A , i.e. on écrit

J e (A - 03BBI)-1 1 dx où y est un chemin qui entoure R+ et

donc le spectre de A . Plus précisément e > 0 étant donné, on pose

Q 
E 

= (z E C 1 Izi > e et > e Re(z)) et y = 03B3~ = b03A9~ . Dans la suite,

on pose 03A9 = 03A9~/2 . ° On va approcher (A - 03BBI)-1 dans 0 en utilisant un calcul

des opérateurs pseudo-différentiels dépendant du paramètre complexe B qui donne

une approximation d’autant meilleure que I~~ est grand.

1. Les symboles Sk et les opérateurs Y Lt
a) B Cas d’un ouvert U ~ Rd

lytique en X , et tels que, pour x E K cc U , on ait :

avec a E Sk03A9(U) , d03BE = (2n) d03BE et l’intégrale est prise au sens des intégrales

oscillantes. On note a = j(A-) ’

On a les propriétés suivantes :

(i) A(x) E ~~ et de symbole à support x-compact, alors pour k  k(n,s,s’) ,



(iii) La classe est invariante par difféomorphisme.

b) Cas d’une variété compacte M

A cause de (iii), on peut définir comme la classe d’opérateurs qui

peuvent s’écrire dans un atlas fini (U1)iEI ’ pi fi avec

f. == expression de f dans la carte locale

2. Approximation de (A - ~,I ) ~ et de exp(-tA)

On cherche à construire des Ak(7~) E ~y~~(M) tels que :

Il suffit de faire la construction dans des cartes locales U . En effet, si

on a : o (A - xI) - I E ~Y k-1 ( U~ , on prendra : A ( ~ ~ _ ouk * 
° 

k 
~ 

U k U

~U et ~(U~ , Û ~rU - 1 et 1 dans un voisinage du support de cpU . °

En construisant de manière analogue une paramétrix à droite, on montrerait l’uni-

cité de ~-~(~) m(M) . ° On va construire par récurrence le symbole de

Ak sous la forme d 
o 

+ ... + d 
k 

avec d. J E S ~ m(U~ . En utilisant la formule



de composition des symboles, on obtient les équations :

Les équations se résolvent et donnent dans le cas plus facile où

où d. est homogène de degré ms - j - m en S et est un polynôme par rapport
J,s

aux coefficients de A et à leurs dérivées.

Remarque.- A elliptique auto-adjoint ~ 0 implique que 03C3
m

(x,03BE) est hermi-

tien > 0 , cela permet de montrer que do E 

analytique en À .) A l’aide des lemmes de Sobolev, on a donc des estimations ana-

logues pour les noyaux.

3. Calcul du développement asymptotique

Nous voulons maintenant évaluer Trx(Et,k(x,x))v(x) . Soit U une carte lo-

cale en x et ~U = 1 dans un voisinage de x , pour f à support contenu dans



Soit en posant, pour u E L(E) , j~(x) = Tr u : :- 

x

On est donc amené à évaluer les intégrales :

Un passage en coordonnées polaires (~ - r~o , 1~ donne :
. ,

En particulier pour j = 0 (alors s = 1 ) :

L’expression de I. (t) donne le développement cherché avec :
J,s

On en déduit les (i) et (ii) du théorème énoncé en I.

Dans le cas où m = 2 , on trouve des intégrales du genre :

avec d. s polynôme homogène de degré l - d (= j (mod 2) ) en 03BEo . De plus,

d. , s est un polynôme par rapport aux coefficients de A et à leurs dérivées par-

tielles. L’intégrale (3.2) n’a aucune raison a priori d’être de la forme indiquée

dans le (iii) du théorème de I. Un argument dû à [ABP] permet cependant de rendre

cette intégrale rationnelle. La nullité pour k impair se voit facilement par



symétrie. Soient p un polynôme homogène de degré £ - d en § et a une forme

quadratique > 0 ; posons P(a,~) == p(~~a(~~ ~~2 w(~) , avec w(~~ -

On a f((Dg) = f(g) pour tout w E 0(d) , donc ce dernier polynôme des g
est invariant par l’action de 0(d) , il résulte alors d’un théorème classique de

la théorie des invariants que c’est un polynôme par rapport aux coefficients de

a = tg.g . Le résultat en découle en remarquant que (dét g)2 - dét a .
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