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Séninaire BOURBAKI 4%9-01
26e année, 1973/74, n° 439 Novembre 1973

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE L'EQUATION DE LA CHALEUR

SUR UNE VARIZTE CONMPACTE
[d'aprés P. GILKEY)

per Y. COLIN DE VERDIERE

Soient M une variété riemennienne coumpacte sans.bord, d» et de dimension
d, A le laplacien sur les fonctions M ~ R qui est un opérateur elliptique
auto-adjoint 2 O (par rapport & 1'élément de volume riemennien iy ). A admet
des valeurs propres ko =0s 11 < ... < ln < ... (chaque valeur propre étant
répétée un nombre de fois égal ¥ sa multiplicité). Minakshisundarem et Pleijel
[MP] ont montré 1l'existence d'un développement asymptotique

-2 <
2: exp(-A_t) T (4nt) ( 2: a tl) avec a_ = vol(M) .
nen 0 gaof 1=0 * °

La démonstration consiste & étudier 1'équation de la chaleur

§l}[‘+ M = O
9t
(H)
u = f
M=o

Si e(t,x,y) désigne la solution fondamentale de (H), i.e. u(t,x) =

I e(t,x,y)f(y)vM(y) R on construit des paramétriz pk(t,x,y) qui vérifient
M
k+1
le(t,x,y) - pk(t,x,y)l < Ct » evec p_ de la forme :
-d/2 dz(w )
A
p(txyy) = (4me) o exp(-SRE) L(U (0 ¢ s T ().

Il n'est pas difficile de voir que si (g )

n'nem désigne une base orthoncrmée de

fonctions propres, on a : e(t,x,y) = E: exp(—tkn)3n(x}pn(y) , on en dfduit le
n €N
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développement asymptotique cherché sous la forme :

-4a/2 k

| 2 et = Gamt) (T 8" x| € o

Mac-Kean et Singer [MS] ont repris cette question et calculé les coefficients

8, et &, en utilisant des considérations algébriques a priori et en identifiant
les coefficients & 1l'aide de cas particuliers. Ils montrent que les a, sont de
la forme al = f PI(R)VM , ol Pl sont des polyndmes universels de la courbure

M

et de ses dérivées covariantes. En coordonnées locales les Pl peuvent donc

1

P 1 P PN
stécrire : Pl(R)VM = |dét glJl-'ﬁ;Ql((dét gla)- ,Dagla)ldxl , ou les Ql sont

des polyndmes universels. Notemment, on a :

1 2 2 2
P(R) =271 P2(R)=%(2|R| - 2lp|® +5717) .

!
6
[Pour des démonstrations détaillées voir [BGM].]

Ces développements asymptotiques existent pour les opérateurs elliptiques
auto-adjoints 2 0, A opérant sur les sections d'un fibré hermitien. Cela résulte
essentiellement des travaux de Seeley [81] et [82] et se fait & 1l'aide de techni-
ques d'opérateurs pseudo-différentiels qui permettent de construire dens ce cas

général des paramétrix jouant le rdle des . Nous résumons ici la présentation

Py
que donne Gilkey [G] de cette démonstration, ainsi que certaines propriétés géné-

rales des coefficients.

I. Exposé des résultats et exemples

Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes de dimension p sur une
@
variété compacte M de dimension 4 (tout est € ). Un (E,F)-opérateur diffé-
rentiel A d'ordre m s'éderit au moyen de trivialisation de E et F au-

dessus d'une carte U de M : Af(x) = E: Aa(x)Daf(x) , e C(u;RD)
o|Sm
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o o
. a - o _ ol 2yt 2 ya
ot a = \a1,...,ad) ems, |of = @+t DY (-1) (ax1) ...(axd)

et Aa(x) ¢ L(cP, ¢P) . Le symbole d'ordre k de A dans ces cartes est défini

par ok(x,g) = Ez Aa(x)éa (g ¢ Rd) . Le symbole principal o, & une inter-
o=k

prétation intrinséque & l'aide du fibré cotangent : cm(x,g) s'interpréte comme
un élément de L(Ex, Fx) que l'on peut décrire de la maniere suivante si

g € F(E) , avec g(xo) =e et £ €C(M;R) avec df(xo) = §o , on &

-itf(x ) A
v (e O A @) (x) <o (x, 8 )06
t—w
Lxemple.- Pour le leplacien A, oOn & cZ(A)(x,E) = ||§|2 .

L'opérateur A est dit elliptique si V¥ (x,E) € T*(X)\0 ,
am(x,g) € GL(EK, Fx) . On supposera ici E et F muni de structures hermitiennes

(<, >E et (, >F , et M d'une densité v(x) . On a alors des produits sca-
x X

laires globaux pour les sections de E (f,g)E = 4; (£(x), g(x))E v(z) et de
X

méme pour F . Soit A un (E,E)-opérateur elliptique auto-sdjoint 2 O (i.e.

(Af,g)E = (f,Ag)E et (Af,f)E 2 0 ), il admet une résolution spectrale

(Xn, ¢n)n cq &vee 0 < ho < k1 < ... et ¢, un systéme orthonormé complet de

sections propres (i.e. A¢n = Xan ). La solution £ de 1'équation de la chaleur

(HA) associée & A :

g% +Af = 0
(8,)
frt . = g (i.e. £ = exp(-tA).g )

peut s'éerire f(t,x) = E: exp(-tA_J(g,o )Ew (x) , ou encore
neEl n nen

£(t,x) = IM E, (t,%,5)e8(y)v(¥)
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avec EA(t,x,y)n = n%;N exp(-knt).(ﬂ,@n(y))Ey.¢n(x) n ¢ Ey) et donc :

2
T (B, (8,%,%) = 2 exp(-n 8o ()| -
ol n
nelN
Notre but est de montrer comment on peut trouver le comportement asympto-

+
tique quand t — 0 de la mesure TrX(EA(t,x,x)).v(x) et par suite de sa masse

totale hA(t) = E: exp(-\ t) .
n
nelN

Exemple 1.- E est le fibré Ak(T*M) sur M, A est le
laplacien sur les k-formes. Le développement asymptotique a été trouvé par
Gaffney [GA] et précisé par MacKean et Singer [MS], puis par Patodi [P] qui a mon-

tré que les relations faciles :

. d

d _— 0 si 4 £ B

2 (-1 = a/2 d

k=0 (4m)™° x(M) si 2= 5
proviennent de relations locales déja vérifides par les U?(x,x) s ce qui donne

une expression de x(M) sous forme d'une intégrale qui généralise la formule de

Gauss-Bonnet en dimension 2 .

*. *
Exemple 2.- D un (E,F)-opérateur elliptique, A1 =DD, A2 = DD sont des

opérateurs elliptiques auto-adjoints 2 O sur E et F respectivement. Posant

FX(Ai) {f‘Aif =} ; pour A#£0, D est un isomorphisme de FA(A ) sur

1
, *
FA(AZ) , pour \=0, ona FO\A1) = Ker(D) , FO(AZ) = Ker(D') . On & donc, pour

t ¢ R, Indice(D) = ain(r_(A,)) - ain(r (4,)) et ny (t) - hA2(t) = Indice(D)
1

Le comportement asymptotique des hA permet donc théoriquement un calcul de

i
1'indice de D . L'idée de Gilkey a été de trouver des propriétés algébriques de
ces coefficients pour pouvoir ensuite les calculer dans le cas d'opérateurs géo-

nétriques.

61
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Nous pouvons raintenant énoncer le :

TESOREME .~ Sous les hypotheses précédentes ( A un (E,E)-opérateur elliptique

auto-edjoint = 0 ) :

(i) La série hA(t) = 2: exp(-tkn) converge pour t € R? et admet guand
ne¢lN

t->0" w développement asymptotigue qui s'écrit

k-d

B(~ 2t ™ U ).

kel

(&) ne dépend aue localement de A .

/'..\ . A, .
(ii) Uk(A) = %; pk(A) ol la mesure .

(iii) Si m =2 et que GZ(A)(X,g) = a(x,g).‘ﬂEX, ol a: T*(M)\O - Ri

est une fonction poiynome homogene de degré 2 , on pent écrire uy(A) dans une

carte locale U X RP H

. cifa))=t
W@ = Jas@)]p G (asua) e
ob Pp dk est un polyndume universel par rapport aux coefficients da A , &
2 ,d, 2
lours dérivées partielles et a (dét a)—'1 avec dét(a) = |alj| ol

a(x,E) = 2: alJ(x)giéj . De plus uk(A) est nulle pour X impair.
i,

Remarques.- 1) On peut en déduire le compcrtement asymptotique des valeurs vropres

ll

par un théoréme taubérien : Xn ~ c . ? )
N~ o

2) Au lieu d'étudier la fonction bA(t) , on peut étudier aprés s'&tre ramené
4 un opérateur injectif la série QA(s) =z (Xn)_s . On montre &4 l'aide du dévelop-
penent asymptotique de hA(t) que cette fonction gui n'est définie & priori que

pour Re(s) assez grend se prolonge en une fonction méromorphe dans € et que

la fonction F(S)QA(S) a des pbles simples aux points - g (k 2 -d) avec
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Rés(F(s)QA(s)) Kk = Uk-fd(A) et en particulier QA(O) = Ud(A) .
- = =z

m m

II. Principe de la démenstration

Nous supposons connue l'unicité (évidente) et 1'existence de la solution de
1'équation de la chaleur (HA) . Nous nous intéressons & un procédé de calcul du
développement asymptotique.

On utilise le calcul fonctionnel pour l'opérateur A , i.e. on écrit

exp(-tA) = E%; f e_tk(A - kI)_1 dA ou ¥ est un chemin qui entoure RT et
Y

donc le spectre de A . Plus précisément e > O étant donné, on pose
Q = {zec||z] >e et |In(z)| > eRe(z)}] et v = Y = H)E . Dans la suite,
on pose (Q = 05/2 . On va approcher (A - )\I)_1 dans Q en utilisant un calcul

des opérateurs pseudo-différentiels dépendant du parametre complexe A\ qui donne

une approximation d'autant meilleure que |x| est grand.

1. Les symboles Sg et les opérateurs Yg
a) Cas d'un ouvert UC Rd

On pose Sg(U) = {a(x,E,\) : U X Rd xq - L(CPY, ® en x et €, anas-

lytique en N , et tels que, pour x € KCCU , on ait :
pEPale,g )| < @ P14 fg] + af'/mE lol

On dira que A(A) ¢ YS(U) si A(A) peut s'éerire :

A(02(x) = [ HE T alx,e)0(y) ay d

avec a € SS(U) , &i = (Zﬂ)—d 4 et 1'intégrale est prise au sens des intégrales
oscillantes. On note & = o(4)
On & les propriétés suivantes :

(1) A(N) € Yg et de symbole & support =x-compact, alors pour k < k(n,s,s') ’
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2
- . 2ys A oy 2
ome s (RO, = 0ot e DDl b ot [fall.= ] (1 (PR as .
] k 1
(13) s AewS ,Bevs |, aBevtTH o o(AB)~§D§a.DZ.b/a! (2 = o)
_km
et b=o(B) ).[ a~Za ,a €8 , k 7 , signifie VY N, pour M assez
o m Q m

M
grand & - ? & € %7 ]

(iii) La classe Yg(U) est invariente par difféomorphisme.

b) Cas d'une variété compacte M

A cause de (iii), on peut définir Yg(M) comme la classe d'opérateurs qui

peuvent s'écrire dens un atlas fini (Ui) , Af =% wi Pi N fi avec
i

i€l

t, = expression de f dans la carte locale U, , @ . et ¥, € i?(Ui) ,

k
L ‘YQ(Ui) .

2. Approximation de (A - )\I)_1 et de exp(-tA)

3,

On cherche & construire des Ak(k) € Yam(M) tels que :

k-1

(2.1) A(N)o(A=-2A)-1I ¢ ¥ (M) .
k Q
I1 suffit de faire la construction deans des cartes locales U . En effet, si
ona AU(X) o (A - AI) - I ¢ Y_k.1(U) on prendra : A (A) =% ¥ AU(X)¢ ol
k Q ’ k U 'k U

¢U et 9y € iXU) , % WU =1 et Py = 1 dans un voisinage du support de Py -

.,

En construisant de maniére analogue une paramétrix & droite, on montrerait 1'uni-

cité de Ak(x) mod. ng_1_m(M) . On va construire par récurrence le symbole de

£V sous la forme d + ... +d avec 4, ¢ goI-m

X . 3 A (U) . En utilisent la formule
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de composition des symboles, on obtient les équations :

- A) =
do(cm ) =1

(2.2) v
Z ngero;/a! =0 , >0,
j=r+|e| +m-1 +
ou o! =0, pour i<m et o' =0 -\ .
1 1 m m

Les équations se résolvent et donnent dans le cas plus facile ol

Gm(x,g) = a(x,g).ﬂE

X

k.
(2.3) Len) = 3 6nanen

s=1

ol dj s est homogéne de degré ms - j -m en € et est un polyndme par rapport
’

aux coefficients de A et & leurs dérivédes.

Remarque.- A elliptique suto-adjoint = O implique que om(x,g) est hermi-

tien > 0 , cela permet de montrer gque do € Sam .

En multiplient (2.1) par (A - xI)'1 4 droite qui vérifie

|l(A - XI)-1||S s S C.I)\I'1 , on obtient, pour k < k(n,s,s') ,
’

-1 -n
fla, (W) - (& - 1) ”S’S, sc.(1+ P
On pose E = (21'ri)-1 f et (A)ar , on & alors ||E - exp(-tA)]| s c.t™
t,k N Tk v t,k s,s'
—tA , -1 -\ A el
(En effet, jye (Ak(/\) - (A =) Hax = J‘Y e .(Ak(-,E) - (& -3) dar, car A

analytique en A .) A 1'aide des lemmes de Sobolev, on a donc des estimations ana-

logues pour les noyaux.

n
Pour k > k(n) , et O<ts< 1, HEt’k(x,x) - EA(t,x,xN[L(EX) < C.t .

3. Calcul du développement asymptotique

Nous voulons maintenant évaluer Trx(E (x,x))v(x) . Soit U une carte lo-

£,k

cale en x et Y, =1 dans un voisinage de x , pour f A& support contenu dans
U

65
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k

B, t(x) = 5= [ [ ei@'x‘”.Zoaju,g,x)f(y)ayaz}ax
j=

2im Jy U xR?

Soit en posant, pour u € L(E) , g(x) = Trxu
k

v (5, | (x,))v(x) = (?l‘n»L et i jgo_qj(x,%,k)&i L) fax]
R

On est donc esmené & évaluer les intégrales :

1 -t\ -
I, o(%) =§£e S CRICICR IR VA NS

~P
R
Un passage en coordonnées polaires (€ = r§o , 1§0| = 1) donne :
j-d
I, (t) =c¢(smd,p).t " . f a(x,€ )1'S+(3"d)/m d, (x,8)dE .
Jss PR ‘§|=1 ’0, ."',j,s ’30 [¢]
o
En particulier pour j =0 (alors s =1 ) :
- % - d/m
Iy, (%) = ¢(md,p).t [ e -1 a(x,§)  .d§
o=
L'expression de Ij s(t) donne le développement cherché avec :
’
Ny 1-s+(k-d)/m ]
(3.1) w(a)(x) = }; ¢(k,5,m,4,p). J“lg - a(x,g ) 4 o(xE)ag | lax].

[¢]

On en déduit les (i) et (ii) du théoréme énoncé en I.
Dans le cas ob m =2 , on trouve des intégrales du genre :

-2/2

(5.2) (f|§o|=1 sxg) gy a5a8, ) fasl

avec gj s polyndrwe homogéne de degré £ - d (= j (mod 2) ) en §o . De plus,
’
gj s est un polyndme par rapport aux coefficients de A et 3 leurs dérivées par-

’

tielles. L'intégrale (3.2) n'a aucune raison a priori d'étre de la forme indiquée

dens le (iii) du théoreme de I. Un argument d@t & [ABP] permet cependant de rendre

cette intégrale rationnelle. La nullité pour k impair se voit facilement par
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symétrie. Soient p un polyndme homogéne de degré £ -d en € et & une forme

quadratique > O ; posons P(a,E) = p(é)a(g)-'e/2 o(g) , avec w(g) =

i(g) ag N ...AdE, et £(a) = II | P(a,) . Il suffit de montrer que
g, l=t

f(a)

|aét a| . polyn6me(alj, (aét a)-1) . Soit m : GL(&,R) - Q défini par
n(g) = tg.g et considérons £(g) = £(n(g)) .

(e) = Il p(€).(ek , g§>'£/2 w(g) .

g l=t

P(a,E) est une forme fermée dans R*\ 0 , donc :

. -1 -1
(g) = I(g§,g§)=1 p(8)w(E) = |aét g™ . fsd_1 p(e” €u(E) .

-2(4-4d)

o ol 'e)ag = (aét g) .Polyndme(g™) .
S

on e f(wg) = £(g) pour tout w € 0(d) , donc ce dernier polyndme des g

est invariant par 1l'action de 0(d) , il résulte alors d'un théordme classique de
la théorie des invariants que c'est un polyndme par rapport aux coefficients de

. 2
a = tg.g . Le résultat en découle en remarquant que (dét g)° = dét a .

67
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