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Séminaire BOURBAKI 449-01
26e snnée, 1973/74, n° 449 Juin 1974

LE PROBLEME DES MODULES LOCAUX POUR LES ESPACES
C-ANALYTIQUES COMPACTS

[d'apres A. DOUADY et J. HUBBARD]
par Joseph LE POTIER

1. Introduction

Tous les espaces analytiques considérés sont complexes et peuvent avoir

des éléments nilpotents.

Soient X = un espace analytique compact et (S,8) un germe d'espace
analytique. On appelle déformation de Xo paramétrée par (S,s) un espace

analytique X — S propre et plat au-dessus de S , muni d'un isomorphisme
i X(s) =» X -

On considére le foncteur (S,s) t— F(S,s) daéfini sur la catégorie des
germes d'espaces analytiques et & valeurs dans Ens qui au germe (S,s) asso-
cie l'ensemble des classes d'isomorphisme de déformations de Xo paramétrées
par (S,s) . Méme si XO est lisse, ce foncteur n'est pas en général repré-
sentable ; cependant, dans ce dernier cas, il est semi-représentable au sens

suivant :

I1 existe un germe d'espace analytique (H,h) et une déformation E de
Xo paramétrée par (H,h) tels que pour toute déformation X de X paramé-
trée par (S,s) il existe un morphisme f : (S,s) — (H,h) tel que f (E) soit
isomorphe & X (comme déformation de Xo ) ; de plus, l'application linéaire

tangente &4 f en s est déterminde de fagon unique par cette condition [3].

Dans [ 1], A. Douady et J. Hubbard donnent une méthode pour montrer que
cet énoncé reste vrai méme si Xo a des singularités. Les détails de la
démonstration ont été exposés au Séminaire Douady-Verdier, 1973/74, & 1'E.N.S.

Signalons que H. Grauert & lui aussi donné une démonstration.
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2. La variété des polycylindres P(X,X)

2.1 Soit K wun polycylindre compact de c? 3 on note §K le faisceau qui
associe & un ouvert U de K 1'algébre des fonctions continues sur U et

[
holomorphes sur KN U, et B(XK) = HO(K,Q ) .

DEFINITION.- On appelle sous-espace privilégié de K un couple (Y,A) formé

d'un sous-espace topologique de K et d'une algtbre de Banach A quotiente
de B(X) par un idéal direct (*) I admettant une résolution finie directe

r 4 1'1
o= ee. = B(K) | - I - 0

r
0 - B(K) ™ - B(K)
et dont le support soit Y .

Dans la suite, on notera A = B(Y) .

DEFINITION.- Soient Y un sous-espace privilégié de K , et LCK un autre
polycylindre. On dit que L est Y-privilégié s'il existe une résolution finie

directe
r

0 - BEK)™ - ... = 13(1«:)r1 - B(K) - B(Y) - 0

telle que la suite

r T
n

0 - B(L) - .. - 13(L)1

- B(L)

obtenue en appliquant . ®B(K) B(L) soit encore exacte directe.

Si L <K est un polycylindre Y-privilégié, alors la propriété énoncée
est vraie pour n'importe quelle résolution de B(Y) . L'espace YN L , muni
de 1'algébre B(Y N L) = B(Y) ®

B(K) B(L) est alors un sous-espace privilégié

de L.

PROPOSITION 1.~ Tout point x € K a un systéme fondamental de voisinages dans

K gui sont des polycylindres Y-privilégiés.

(*) Le mot direct se rapporte toujours & la structure de Banach sous-jacente.
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)
Si x € K, cette proposition n'est autre que le théoréme des voisinages

(4]
privilégids de Douady ; si x £ K , la démonstration est due & G. Pourcin (cf.

(21, [4D).

Soit Y un sous-espace privilégié de K ; il sera muni du faisceau d'al-
geébres

B, = B(Y)®

=Y B(K) B -

2.2 Etant donné un espace analytique X , on désigne par Mor(Y,X) 1'ensem-

ble des morphismes d'espaces annelés de Y dans X .

PROPOSITION 2.- Mor(Y,X) peut &tre muni naturellement d'une structure d'es-

pace analytique banachique.

Démonstration. Si X est un ouvert U de CF , Mor(Y,X) s'identifie
34 un ouvert de l'espace de Banach B(Y)P . Si X est défini par une équation
f(x) =0, o £ : U Cq est une application analytique d'un ouvert U de
CP 3 valeurs dans €% , f induit une application analytique

£, : Mor(Y,U) ~— Mor(Y,c?)

et alors Mor(Y,X) s'identifie au moddle ‘f;1(0) d'espace analytique bana-
chique défini par f_ .

Supposons maintenant X quelconque. Alors MorO(Y,X) , ensemble des
"petits" morphismes de Y dans X , c'est-a-dire des morphismes dont 1'image
tombe dans un ouvert de carte, est naturellement muni d'une structure d'espace
analytique. Pour mettre sur Mor(Y,X) tout entier une telle structure, la

construction, identique & celle de [2], fait appel & la notion de cuirasse.

DEFINITION.- Une 1-cuirasse sur K est la donnée

1) de deux familles finies de polycylindres (Ki)iél et (K{)iEI contenus
dans K et tels que
o o
K = UK s K! cK,
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2) pour chaque (i,j) € I X I , une famille finie de polycylindres X, i
tels que
] (]
. K. NK,
o 1o i J

c
=
n

o
K! NK'!c UK,
i J o i@
o ]
i . K, . ési 'intéri . . .
ou Ki (resp  jar ) désigne 1'intérieur de Kl (resp Kija ) dans K
Une telle cuirasse est dite Y-privilégiée si les polycylindres Ki et
t Y-privilégiés.
Kija son privilégiés
Soient Q = {Ki, Ki, Kija} une cuirasse Y-privilégide, et MorQ(Y,X)
la partie de Mor(Y,X) constituée des morphismes f : Y - X tels que, pour
tout i, f£|YN K, soit petit. MorQ(Y,X) apparait comme une partie de
1l'espace analytique Z noyau de la double fleche naturelle

1 Mor’(y, ,X) 2 M Mor’x.. ,X)
i

L ijo
1yJ9¢

oh 1'onaposé Y =YNK, et ¥,,L =YNK,, .
i i ijo ijo

Soit © : Z - Z 1le morphisme d'espaces analytiques banachiques qui &

t= (fi)iel

€ Z associe le morphisme f' de Y dans X qui recolle les

9 Q . < s N —
fi’Ki . Alors Mor (Y,X) s'identifie au noyau de la double fléche 2Z —aa Z,
ce qui le munit d'une structure d'espace analytique banachique. D'autre part,
il résulte de la proposition 1 que lorsque Q varie, les MorQ(Y,X) recou-

vrent Mor(Y,X) ; on peut voir que ces espaces se recollent comme ouverts

d'un espace analytique banachique.

DEFINITIONS.- Soit G(X) 1'espace analytique banachique des sous-espaces pri-
vilégiés de K : il s'identifie & un ouvert de la grassmannienne des idéaux
directs de B(K) . Si S est un espace analytique banachique, on appelle

sous-espace privilégié S-anaplat de S X K un morphisme Y : S - G(K) .

Un espace analytique X — S au-dessus de S est dit relativement de

présentation finie, si, localement, on peut le réaliser comme sous-espace de
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S' xU (S' ouvert de S et U ouvert de cP ) dans lequel il est défini

par une équation & valeurs dans cd .

La proposition 2 s'étend au cadre relatif : soient Y un sous-espace pri-
vilégié S-anaplat de S XK, X - S un espace analytique relativement de
présentation finie, et MorS(Y,X) 1l'ensemble des couples (s,f) , ou s € S
et f : Y(s) - X(s) un morphisme. Alors la méthode ci-dessus permet de mon-
trer que MorS(Y,X) porte une structure naturelle d'espace analytique banachi-
que au-dessus de S . Ceci s'applique en particulier si 1l'on premd S = G(K)
et pour Y le sous-espace "universel"” Y de G(K) x K correspondant &

1'identité de G(K) [4].

2.3 Soit X wun sous-espace analytique d'un ouvert U de c” .

DEPINITION.- On dit qu'un morphisme f : K = U est transverse & X s'il
existe, au voisinage de f(K) , une résolution
~ I - ceas = — —
0 N Lo QX 0
de Qx par des QU-modules libres et de type fini, telle que le complexe

(X, £7(L.)) soit exact direct.

Si f :X = U est un morphisme transverse & X , alors f_1(X) , muni
de 1'algébre HO(K, f*(gx)) est un sous-espace privilégié de K . L'ensemble
des morphismes de K dans U transverses 24 X forme un ouvert que nous dési-

gnerons par M%{X(K,U) .

PROPOSITION 3.- Le morphisme naturel

- M%-X(K,U) - MorG(K)(g, G(X) xX)

a a-1 P .
d'application sous-~jacente f — (£7 (X), £]¥) est lisse. De plus, en un

Eoint (Y,f) de 1l'image, l'espace tangent est un B(Y)-module libre de

I'BIIE n .
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Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

Mor, (K,U) N MorG(K)(G(K) XK, G(K) xU)
|
MorG(K)(l ’ G(K) XX) —————» MorG(K)(l , G(K) xU) .

I1 induit un plongement ouvert de M%FX(K’U) dans le produit fibré associé a
ce diagramme : en effet, un élément du produit fibré est un triplet (Y,f,%) ,
o Y € G(K) , £ € Mor(Y,X) , ® ¢ Mor(K,U) , tel que f|Y =f ; au voisinage
de 1l'image d'un point %o € Mafx(K,U) , On a % € Mgfx(K'U) ; alors

f_1(X) DY dans G(K) ; comme 1'égalité §—1(X) =Y est vraie au point
(é(fo) ’%o) , elle sera encore vraie au voisinage, ce qui montre que

(1,£,%) = (2(F), §) .

Or, le morphisme vertical de droite est lisse ; il en est donc de méme
de ¢ . Il en résulte que 1l'image de ¢ , que nous noterons PO(K; X,U) , est
un ouvert lisse. Si (Y,f) est un point de cette image, soient IY 1'idéal
de B(K) défini par Y , et f ¢ M%FX(K,U) tel que 2(f) = (Y,f) ; on a
Ker T%Q = (IY)n ; il en résulte que T%Q induit un isomorphisme

B(Y)™ ~ T1,5) P°(x ; X,U)
qui dépend bien entendu du choix de f . On vérifie cependant que la structure

de B(Y)-module obtenue sur T( P°(K; X,U) est indépendante de f .

Y,f)
Supposons maintenant que X soit un espace analytique quelconque. On pose

P°(K,X) = (X'L'JU') POK; X0, 0') € Morg (X, G(K) x X)

ol X' est un ouvert de X se réalisant comme sous-espace de l'ouvert U' ge
po! o e .
€ ; P(K,X) est une variété dont 1'espace tangent au point (Y,f) est un

B(Y)-module libre de rang n . De plus, si L C K est un deuxiéme polycylindre,

soit P;(K,X) 1'ouvert de P°(K,X) des couples (Y,f) tels que L soit

260



449-07

Y-privilégié ; la restriction

P(K,X) - P°(L,X)
est analytique et son application lindaire tangente au point (Y,£) est B(Y)-
linéaire.
DEFINITION.- Désignons par P(K,X) 1'ouvert de Morb(K)(X, G(K) x X) des
couples (Y,f) possédant la propriété suivante : il existe un recouvrement
fini de Y par des intérieurs de polycylindres Ki de K Y-privilégiés et
tels que (Y N Ki’ f£flr n Ki) € Po(Ki, X) . P(X,X) s'appelle variété des

polycylindres de X .

PROPOSITION 4.- P(X,X) est un ouvert lisse de MorG(K)(g, ¢(X) x X) .

La démonstration utilise deux lemmes.

IEMME 1.- Soit (Y,f) € P(K,X) . 11 existe un fibré vectoriel ®Y " de rang n
’

au-dessus de Y tel que pour tout polycylindre L < K vérifiant

(¥nL,flYynL) € P°(L,X) on ait :

"L, elrnu) P°(L,X) = B(Y¥nL, ®Y’f) .

De plus, C&’f dépend analytiquement de (1,£) .
Démonstration. Soit (Ki) un recouvrement de Y par des polycylindres
Y-privilégiés et tels que (Y N K., £lY n Ki) € PO(Ki ,X) . Alors, il existe,
d'aprés ce qui préceéde, un fibré vectoriel trivial @i de rang n sur
Yi =1IN Ki tel que, pour tout polycylindre L C Ki , Y-privilégié, on ait
v n L, 27N L) P°(L,x) = B(¥YNiL, e) -
I1 en résulte que les ®i se recollent pour donner un fibré vectoriel eY,f

répondant aux conditions demandées. La fin du lemme s'obtient en étendant

cette démonstration au cas relatif.
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IEME 2.- Soit (Y,f) € P(X,X) . Alors

T(Y,f) P(K,X) = B(Y,&I,f) .

De plus, cette égalité est vraie au sens des espaces analytiques paramétrés par

P(K,X) et dont la fibre au-dessus du point (Y,f) est donnée par chacun des

deux membres.
. . . _ . .
Démonstration. Soient (YO, fo) € P(K,X) et Q= [Ki ,Ki ’Kija} une cui
ez ) .
rasse Yo-pr1v11eg1ee et telle que (Yo n Ki ,folYo n Ki) €P (Ki ,X) . Soit
P'(Ki ,X) 1l'ouvert de P(Ki ,X) des (Yi ,fi) tels que, pour tout (j,a) ,

K . v 1h et &
ija soit Yi privilégié, et posons

CO

ne(x ,X) ; = T Pk, ,x) .
1 i,j,o

Soit Z =Kerd : c° = C1 le noyau de la double fléche naturelle. Au voisi~

nage de (Yo, fo) , P(K,X) est le noyau d'une double fléche

1
7 /] Z
(]

ot @ est construite de la méme manidre que dans le numéro 2.2.

Considérons, au-dessus d'un voisinage de (Yo, fo) dans P(K,X) les

fibrés vectoriels

o 1
=1 B(Y ; =
¢ -nBy ey ) ; o = 1 By, 8 )
1,0,
w (Y,£) € P(K,X) , Y. = - i : ¢° - ¢
ol y € . , . YNK, , Y.. =YNK.., , et soit 3 : C C
i i ijo ija = =

le morphi défini — - . ; = .

rphisme ini par (ui) ui‘Yija uj‘Yija Soit Z =Kerd ; le

morphisme T : 2 - Z se factorise & travers le P(X,X)-fibré dont la
fibre au-dessus de (Y,f) est B(Y,@Y f) et est donné par (u.) - u' tel
’ 1
[*] [
que u'[K{ = uilKi . Le noyau TP(K,X) de la double fldche

2z 32
T8

est donc bien, au-dessus de (Y,f) . B(Y,&Y f) .
’
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La proposition 4 s'obtient maintenant en appliquant le lemme 2 et le

CRITERE DE LISSITE.- Soit P un espace analytique banachique ; on suppose gque

1l'espace tangent de Zariski TP est, comme espace analytique au-dessus de P ,

un fibré vectoriel banachique. Alors P est lisse.

2.4 Soient ¥ wn compact contenu dans % , et P(K;E ; X)  1l'ouvert de P(K,X)
formé des (Y,f) tels que f induise un plongement ouvert d'un voisinage
(dens Y) de Y N dens X .

Si L est un asutre polycylindre, soient (Y,f) € P(K;ﬁ ;X) et
(2,g) ¢ P(L,X) tels que g(Z) c £(Y A %) . Alors (z,£7'g) € P(L,TNEK), et

~ o
on définit ainsi un morphisme d'un ouvert de P(K,K; X)xP(L,X) dans P(L,YNK).

2.5 Soient S5 un espace analytique banachique et X = S un espace analytique
relativement de présentation finie et S-anaplat ([2], § 8). En reprenant le
raisonnement du n® 2.3 dans le cadre relatif, on voit que 1'ensemble PS(K,X)

des triplets (s, Y, f) ¢ Mory ) (SxY,G(K)xX) , o s €S, 7Y ¢c(K) et

xG(K
f ¢ Mor(Y,X(s)) tels que (Y,f) € P(K,X(s)) est un ouvert S-quasi-lisse au
sens suivant :

Tout point (s,Y,f) € PS(K,X) a un voisinage ouvert W tel que la projec-
tion W - S se factorise & travers un sous-espace analytique S1 c S au-
dessus duquel W est lisse.

On ignore si PS(K,X) est S-lisse. Cependant, on peut montrer qu'il est
S-lisse au voisinage des points (s,Y,f) tels que Y vérifie la propriété
suivante : il existe une famille continue d'affinités bijectives ht: Cn-‘Cn
paramétrée par ]0,1] et telle que
(1) n, = 1‘:n ;

(2) 1e polycylindre Kt = ht(K) soit contenu dans K et Y-privilégié ;
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(3) 1lorsque t — O , le diamdtre de Kt tend vers O .
Nous dirons qu'un tel Y est continliment privilégié dans K .
~ ° ~
Bien entendu, si K est un compact contenu dans K , 1'ensemble PS(K,K ;s X)

des points (s,Y,f) de PS(K,X) tels que (Y,f) € P(X,K;X(s)) est un ouvert,

et on étend facilement les résultets du n°® 2.4.

3. 2-cuirasses
Soit X un espace analytique de dimension finie et compact. Une 2-cuirasse
sur X est constituée par les données suivantes :
1) données fixes :
a) un ensemble simplicial fini tronqué & 1l'ordre 2
d d
— N
L34, =5
b) pour chaque i € Io U I1 , trois polycylindres compacts de c? ,
K{ cc ii [ond et K.1 et pour chaque i € 12 , deux polycylindres compacts de Cn ,
¥ cc k. .
i i
Ces données I = (1.,K! ,f. ,K.) constitueront le type de la cuirasse
considérée.
2) données mobiles : pour chaque i € Io §] I1 U 12 , un polycylindre
(Yi, fi) € P(K,, K, ;X)) .
o [+]
| - ] -
Posons X! = f (K NY), X =r£(KnNY), etc.

Les données ci-dessus sont astreintes & vérifier les conditions suivantes :

) x = U ii ;

iel
o

(c,

(c,) pour (i,3) €I x1I

o

X*Nx c U ! t U X.
o d(k):(i’j)’& ) d(k):(i,j)x" < g
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(¢5) pour (1,3,k) € I, xI x1I,

XAKAX © U ¥ et U 1, c¥ n¥ n% .
005 a(2) = (i,5,6) ¢ ) ae) = (i,5,0) £ F g’

Tout espace analytique compact admet des 2-cuirasses. De plus, les condi-

tions C'1, C2 et C3 étant ouvertes dans la variété
M e %53,
ier. 0%

on voit que les 2-cuirasses de type 1 forment une variété analytique bane-
chique Q(I,X) .

Soit X = S un espace analytique banachique relativement de présenta-
tion finie, propre et anaplat au-dessus de S ; alors les triplets (s,Yi , fi)

dans

T r.x, ,% ;3
iEI.Sl i

tels que (Yi , fi) € Q(;,X(s)) forment un ouvert S-quasi-lisse au sens du

nY 2.5, noté Qs(l,x) .

DEFINITION.- On appelle cuirasse relative de type I sur X une section de

QS(;,X) - S.

4. Puzzles

"Un puzzle est en quelque sorte un espace analytique muni d'une 2-cuirasse
livrée en pidces détachées, avec notice d'assemblage, mais qui s'assemble mal

sur les bords"
DEFINITION.- Soit I=(I.,K! ,K.,X.) un type de 2-cuirasses. Un puzzle de
type I est constitué des données suivantes :

1) pour chaque i € ILUL UL, ,un Y, € G(Ki) ; on notera Y! =Y NK!,
] ]
Yt =Y NK' , etc. ;

i i i

2) pour chaque simplexe J € I1 U I2 de face i , un morphisme

<]

i 2 i = %
: Y, - Y., ) e Pk, ,K ;Y.) .

fj 3 Yi tel que (J’ J) (J’ PRt
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Ces données doivent vérifier les conditions suivantes :

(P1) Pour tout simplexe £ € I, dont deux des faces j et k ont en commun

2

le sommet i

i b .
fjofl—fkofJ; ;

(P2) si j et k¢ I1 sont deux simplexes de sommet commun i , et si y € Y&

et z ¢ Yﬁ vérifient f;(y) = f;(z) , 11 existe un simplexe £ ¢ 12 ayant j

o

et k pour faces et u E‘Yl tels que fg(u) =y et fﬁ(u) =z ;3

(P3) pour tout simplexe k € I1 de sommets i et J et tout z ¢ Yk tels

que x = f;(z) et y = fi(z) appartiennent respectivement & Yi et Yé ,
° .

il existe k' € I, et z' €Y', tels que a(k') = (i,3) , £,(z') =x et

fi'(z') =y .

Les données {Yi ,f;} vérifiant la condition P1 forment un espace analy-
tique banachique, et, dans cet espace, les conditions P2 et P3 sont ouvertes.

On note Z' 1'espace analytique ainsi obtenu ; il est horrible car défini par
des équations dont les applications linéaires tangentes ne sont pas directes.

Soi Y i - . '
oit { i fj} un puzzle, et pour (1,3) € I0 X Io soit Yij 1'ouvert
]

des x € Yi vérifiant la condition suivante : il existe k € 11 tel que

[ s = o
(i,3) et z € Y!' tel que f;(z) =x et fﬁ(z) ¢xl . On voit immédia-

a(k) L

1]

tement que les morphismes fi(f;)-1 se recollent en un morphisme

Iy T
K I

qui vérifie les propriétés suivantes :

(®,)  g)r, ) =1,

. . _ (-t
( 3) pour (i,3,k) ¢ I, X1 x1I_, posons Y. (gi) (v,

3k Jk) ; alors
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k "
i © Y o g o (eil¥i5) = g7

ijk o
Ces conditions permettent de recoller les %1 suivant les morphismes gg
et on obtient ainsi au-dessus de Z' un espace analytique X' relativement de
présentation finie et anaplat. De plus, la condition 1"3 implique que X' est
séparé ; l'ensemble Z € Z' des points ( , tels que E(C) soit compact, est
ouvert et X = X'|Z est propre au-dessus de Z .
Soit X - S un espace analytique banachique relativement de présentation

finie, propre et anaplat au-dessus de S , muni d'une 2-cuirasse relative de

type I, q= {Yi , fi} . A q on associe

(1) un morphisme cpq : S = Z ayant pour application sous-jacente 1'applica-
tion qui associe & s € S 1le puzzle de type I

i -1
cpq(s) = {Yj(s),fj(S)=(fi(S)) fj(S)} ;

(2) un isomorphisme aq : X oo cng .

5. L'espace des modules

L'espace Z étant pathologique, on se propose de lui faire subir une
"cure d'amaigrissement". Soient Q = Qz(l,}_) et m:Q = Z la projection
canonique. Au-dessus de Z , l'espace m*X est muni d'une cuirasse relative

canonique 4, de type I, ce qui définit un morphisme ?, : 8 - Z.

%o
Soient Z le noyau de la double fleche § 2 Z et
m

I

-z

PROPOSITION 5.- Soit X =S un espace analytique relativement de présentation

finie, propre et anaplat au-dessus de S . A toute I-cuirasse relative gq sur

X , on peut associer naturellement un morphisme '&'q : S = Z tel que

*o o~ * _ .
e ~X et vq(qo) q
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Démonstration. L'isomorphisme aq : X - :pzﬁ permet de transporter la
cuirasse q , ce qui donne un morphisme *q : S —» Q telque mo *q = q)q et
* - . s oqsag - s s .
*q(qo) q ; par fonctorialité, ¢pq 9, ° *q d'ou il résulte que *q se

factorise par Z .

Nous énongons maintenant le principal résultat.

THEOREME .- Soit Xo un espace analytique compact. Il existe sur Xo une 2-

cuirasse P, de type I telle que, si z, dés:‘ﬁne le point correspondant

de Z,

(1) il existe un sous-espace H de dimension finie de Z tel que, au voisi-

nage de Z, s Z soit isomorphe & un produit H X Vo de H per une variété

banachique VO , et tel que

(2) =E|H soit une déformation verselle de X .
o

rs
A

Si _I_=(I.,K!,?§.,K.) et _f_:(I.,K!,f.,ﬁ.) sont deux types de 2-

cuirasses de méme ensemble simplicial sous-jacent et tels que, pour tout i € I.,

PS
~ ~

N " . -
K., cc K, , K, cc XK. , K' << X! , nous écrirons Iccl .
i i i i i i

On choisira la cuirasse P, de type I sur Xo de maniére qu'elle pro-
vienne d'une cuirasse i;o = (‘?l y %1) de type i , avec ECCi , et telle que
les ii soient continfiment privilégiés dans ﬁi au sens du n® 2.5. Au voisi-
nage du point 20 correspondant & f)o R QZ(_T_,Z_) est lisse au-dessus de 2
on peut donc trouver au voisinage de Qo = -rr(zo) une cuirasse relative 3 de
type _f_ et passant par Eo sur X ; soit o la cuirasse relative de type

1 induite au voisinage de Co .

Le théoréme sera la conséquence de deux lemmes.

LEMME 1.- Avec les notations ci-dessus, T = 0-1(2) est de dimension finie au

voisinage de :;o .
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Démonstration. Le morphisme ¢ :Z - Z associé A4 ¢ vérifie
¢
9, =P, 00 et donc I est le noyau de la double fléche 2Z —G‘I Z.Or Py
1

qui se factorise & travers l'espace z_ des puzzles de type i , est compact ;

il suffit donc d'appliquer le critdre de finitude de ([2], § 3, proposition 3).

LEMME 2.- Soient Qo = Q(I, Xo) , et, sur le Qo-espace Qo X Xo R la cui-

rasse relative de type I induite par 1Q . I1 existe un morphisme

(o]

-1 . ,
p: (Z,zo) - (Qo,po) tel que p (po) = o(T) et tel que 1'application

linéaire tangente de p © wc en p_ soit de la forme 1+v ol Vv est com=-
0

pacte.

Démonstration. Q étant Z-lisse au voisinage de z,» on peut trouver,
au voisinege de Z, » une trivialisation ¥ : @ — Z X Qo qui coincide avec
1tidentité au-dessus de Co = n(zo) , et telle que ¢ soit une section horizon-

tale ; soit p = PT, oy . L'espace des cuirasses sur ‘U: E = QO X Xo s'identi~
o

fie & Qo X Q0 considéré comme Qo—espace par pr, . Soit p : QoX Qo - QO

1

la rétraction cp: (p) ; du fait que \b: (qo) =c il résulte que p o ‘#c
o [ o

n'est sutre que u v P(u,u) . Soit u ~ (u,6(u)) 1la cuirasse cp: (o)
o
de 1'identité p(u,é(u)) = p, » on tire

(poy,) = 1-Tp& .

T
P [ 0

Le lemme vient alors du fait que & se factorise su voisinage de p, per

oL,x ) .

Démonstration du théorsme. Elle est identique & celle du théoréme de

Kuranishi [3]. Avec les notations du lemme 2, p : Z - Qo est relativement
de dimension finie au-dessus de p, il résulte de 1'appendice ci-dessous

qu'il existe une Qo-variété W relativement de dimension finie telle qu'au
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voisinage de Z, s ZC VW . D'autre part, Tp (p o vc ) a noyau et conoyau de
o o
dimension finie ; il existe donc une sous-variété Vo de Qo passent par p

et telle que Tp Vo soit supplémentaire du noyau ; alors V = wc (VO) est
o

o
une sous-variété de codimension finie dans W et 1l'on a au voisinage de =z

0
VaciZocw.
Soit, au voisinage de Zy s r: W - V une rétraction, et posons
H = r"(zo) NZ et X;= E|HE . Considérons, au-dessus de
% = oD%y

$ *
tive pr2( qo)

H Xy Q , l'espace pr‘; XH = pr;(n*z) muni de la cuirasse rela-

a9, ceci définit un morphisme Wo : QH - Z tel que

TH= * T = N N
Vo2 =pry Xy, \ko]Qo \kco et tel que T désigne la section de Qp - H

définie par la cuirasse qo]H sur X, ﬁo o T soit l'injection HE - 2 .,

Soit Y & Q‘H un sous-espace H-lisse contenant T et coincidant au-dessus
de z, avec Vo ; le théordéme des fonctions implicites montre que
;o [¥ : ¥ = W est un plongement au voisinage de P, - Considérons les inclu-
sions d'espaces analytiques :

Hcﬁo(y_)c2cw.

L'intersection des trois premiers avec r-1(zo) est H ; il résulte du lemme
de semi-continuité ([3], lemme 1) que Eo(]{) =2, ce qui donne (1) en trivia-
lisant Y .

Soit X = S une déformation de XO paramétrée par (S,s) ; une cui-
rasse relative q sur X passant par P, détermine un morphisme
*q : (8,8) - (Z,zo) tel que ¢;E = X . Posons, au voisinage de s ,
f = pr, ° ;0-1 [ *q ; alors f*lﬂ"é' X , ce qui démontre (2). Bien entendu,

f n'a aucune raison d'étre unique.
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APPENDICE.- Soient X — S un espace analytique banachique au-dessus de S ,

s €S et x ¢ X(s) . Si X(s) est de dimension finie au voisinage de x ,

X est relativement de dimension finie au voisinage de x .

Démonstration. Soit (Q un ouvert d'un espace de Banach E tel que, au
voisinage de x , X se réalise comme sous-espace S X () . Au voisinage de x,
on peut construire un morphisme f : S XQ = S X qui coincide avec 1l'iden-
tité sur X , et dont l'application linéaire tangente verticale en x se fac-

torise & travers un espace vectoriel de dimension finie. X est donc un sous-

f

espace du noyau de la double flédche S X ——> S X , noysu qui est déja

1

relativement de dimension finie au-dessus de S au voisinage de x .
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(1] A.

(2] A.

[3] A.

(4] 6.
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