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Séminaire BOURBAKI 448-01
26e année, 1973/74, n° 448 Juin 1974

LIBERATION DES MODULES PROJECTIFS SUR

CERTAINS ANNEAUX DE POLYNOMES

par Hyman BASS

1. Le probléme et son histoire

Soit A = k[t1,...,tn] 1'algebre de polyndmes en n variables sur un
corps commutatif k . En 1955, Serre a demandé si tout A-module projectif de
type fini P est libre ([11], p. 243) (*). On ne connait toujours pasg de
contre-exemple. Bien sir P est libre si n =1 (& est principal) ou si son
rang r est égal & 1 (A est factoriel).

La liste suivante donne, par ordre chronologique, les résultats les plus
importants 1liés directement & ce probléme :

1958 (1) P est libre si n =2 (Seshedri [10]).
(2) P est "stablement libre", autrement dit, il existe un s 2 0 tel

r+s

que P@®AS A (Serre [12]).

(3) P=Q®L ou L est libre et reng(Q) < n (Serre [12]).

1960 (4) Soit V = Spec(A/p) une variété non-singuliére de codimension 2
dans 1l'espace affine Spec(A) . 81 V est une intersection compléte,

(i.e. si p est engendré par deux éléments), alors le module des

1

-2
An V/k) est isomorphe & A/p . Serre [13]

différentielles n$7§ = )

montre que la réciproque est vraie si tout A-module projectif de

(*) Les A-modules projectifs non de type fini sont libres [1]. Si k est un
corps non commutatif, il existe un module non libre P sur A = k{t1,t2] tel

que POATA (cf. [8]).
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1964

1973

(5)

(6)
(7

(8)

rang 2 est libre. La condition O$7i'§ A/p est par exemple satis-
faite lorsque n =3 et V est une courbe de genre O ou 1 .
Segre [9] a prétendu donner de telles courbes qui ne sont pas des
intersections complétes, mais ses démonstrations ne sont pas complé-

tes, et ses conclusions sont inexactes, comme nous allons le voir.
P est libre si r>n (ef. [2]).

Apres une longue période sans progrés de nouveaux résultats provien-
nent, presque simultanément, de trois sources indépendantes. Notons

k une cléture algébrique de k .

]
w1

P est libre si r=n et k (M. Roitman, Jérusalem).

0
el

P est libre si n=3 et k (M. P. Murthy et J. Towber, Chicago).
Leur démonstration s'appuie sur des résultats d'Abhyankar sur les équa-
tions définissant une courbe nor Singuliére dans 1l'espace affine &
trois dimensions.

A. Suslin (Léningrad) et L. N, VaserStein (Moscou) montrent que P

est libre dans les cas suivants :

(8) r21+

[\N ) R=]

(b) n=3.

(¢c) n=4, car(k) £2 .

() n=5, k fini, car(k) #2 .

A partir des démonstraticns de Roitman et de Murthy-Towber, Swan
(Chicago) démontre, indépendamment de Suslin-VaserStein,

(a) pour k infini, et (b) et (c) pour k infini de caractéristi-
que % 2 . Sa méthode est voisine de celle de Suslin—VaserEtein, mais

pas aussi forte.
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Cet exposé est consacré aux résultats et méthodes de Suslin et Vaserstein.

2. Enoncé des résultats de Suslin et VaserStein

Soit A un anneau commutatif. En vertu du théoréme de Serre cité plus
haut ((2) du n° 1), on cherche un critére pour que tout A-module stablement

s s s ~ +
libre P soit libre, plus précisément pour que la condition P & AS = pT7S

r

entraine P = A"~ . Par une récurrence évidente on se raméne au cas s = 1

r+i

Ainsi on est amené & considérer les éléments a = (a1,...,a ) e qui

r+1

engendrent un facteur direct = A de Ar+1 , autrement dit, tels qu'il existe

. . r+1 . .
une forme linéasire h : A - A envoyant & sur 1, ou, ce qui revient

au méme, tels que 1'idéal Aa1 *oaee. * Aar+1 soit égal & A . Un tel é1ément
est dit unimodulaire dans Ar+1 s on note Unr+1(A) 1l'ensemble de ces é1é-
ments.

. . +
Si a ¢ Unr+1(A) , 11 existe une décomposition AT L. P®La , et

P=E Arﬂ/ﬁa .51 a'¢€ Unr+1(A) et AT _pr @ e , on voit facilement que

P=2P' o Jac¢ GLr+1(A) tel que «(a) = a' , d'ou :

(1) L'agpplication a w Ar“/Aa induit une bijection de 1'ensemble des

orbites GLrH(A)\UnrH(A) sur l'ensemble des classes d'isomorphie des

A-modules P tels que P ®A

On en déduit, pour tout entier T 2 1, 1'équivalence :

(a)r Tout A-module stablement libre de rang r 2 r, est libre.

@ J°

(b)ro GLr+1 (4) opére transitivement sur Unr+1(A) pour tout r 2 T, .

. S r+s . . .
Remarquons que si P @A™ = A , on voit, en prenant les puissances extérieu~

res (r+ s)—iémes, que ArP’;’A , et donc que P=A si r =1 ; autrement

dit, un A-module stablement libre de rang 1 est libre. Ainsi :
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La condition (b)2 équivaut & dire que tout A-module stsblement libre

(3)

soit libre.

Dans la pratique, on précise la condition (b)r en montrant la transi-
o
tivité d'un certain sous-groupe de GLr+1(A) , par exemple le sous-groupe

Er+1(A) engendré par les "matrices élémentaires" I + aeij (a €A,

1<€i,jsr+1, i ﬁ j) . Cette transitivité résulte, en particulier, de la

condition de "domaine stable" suivente :

. . . .
(DS)r S5i (a1,...,ar+1) ¢ Unr+1(A) » il existe a! =a, +Dba ., b ¢ A

(1 £is<r) tels que (a;,...,a;) € Unr(A) .

PROPOSITION 1.- Soit r0 un entier 2 1 . La condition (DS)r entraine la

o
condition (DS)r pour r 2 ro ; elle entralne aussi que Er+1(A) ogére tran-
sitivement sur Unr+1(A) .

La démonstration est facile (cf. [3], ch. V, th. (3.3) et [14], th. 1).

On note DS(A) 1le plus petit entier r = 1 , ou 1'infini s'il n'en existe
pas, tel que (DS)r soit satisfait. Ainsi les A-modules stablement libres de

rang = DS(A) sont libres.

THEOREME 1 (cf. [3], th. (3.5)).- Si A est noethérien de dimension d on a

DS(A) <da + 1 .

Pour les algdbres de type fini sur un corps fini VaserStein obtient 1'amé-
lioration suivante, qui provient du fait que si A est 1'algébre d'une courbe
affine sur un corps fini, tout sous-groupe d'indice fini de szn(A) (nz2)

est un sous—groupe de congruence (cf. [5]).

TEEOREME 2 (Vaser3tein).- 5i A est une algbbre de degré de transcendance e

sur un corps fini k , on a DS(A) < max(2,e) .

Ici e désigne le supremum des entiers n tels qu'il existe un plongement

d'une k-algébre de polyndmes en n variables dans A . Lorsque A est une
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k-algebre de type fini, on a e = dim A .

Les théorémes 1 et 2 seront démontrés au n° 3.

THEOREME 3 (Suslin).- Soit B un arneau commutatif noethérien de dimension d .

Soit An = B{t1,...,tn] la B-algtbre de polyndmes en n variables. Pour tout

> E A N R .
n 1, r+1( n) opere transitivement sur Unr+1(An) pour tout r tel que

DS(An_1)
2 )

r 2 1 + max( d,,

Par suite, les An—modules stablement libres de tels rangs r sont libres.

Le théoréme 3 sera démontré au n® 4. Les théorémes 1, 2 et 3 donnent le

corollaire suivant, vu le fait que dim An =d+n.

COROLIAIRE 1.- 1) Er+1(An) opére transitivement sur Unr+1(An) pour tout

).

(2) S8i B est une algdbre de degré de transcendance e sur un corps fini,

(
r= 1+ max(q,3dEn

Er+1(An) opére transitivement sur Unr+1(An) pour tout

e+n-1)
> .
En appliquant (3), on en déduit :

rz 1+ max(e,

COROLLAIRE 2.~ Supposons, dans le cas (1), que 4 <1 EE d+n=s2, et,

dans le cas (2), que es 1 st e +n=<3 . Alors tout An—module stable-

ment libre est libre.

Ce corollaire s'applique & A1 = B(t) si dim Bs 1 (cas contenant le
théoréme de Seshadri, (1) du n°® 1), et & A, = B[t1,t2] si B est une algébre

de degré de transcendance = 1 sur un corps fini. En particulier :

COROLIAIRE 3.- Soit B = k ; un corps commutatif. Les Az-modules projectifs

sont libres. Si k est {algébrique sur un corps) fini les A3—modu1es projec-

tifs sont libres.
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La conclusion du prochain corollaire figure comme hypothése dans les

résultats donnés plus loin :

COROLLAIRE 4.~ Le groupe Er+1(An) opére transitivement sur Unr+1(An) pour

tout r 2 3 dans chacun des cas suivants :

(1) a<2 et d+ns4 ;

(2) B est une algdbre de degré de transcendance e € 2 sur un corps fini,

et e+ns5.

Ce corollaire s'applique notamment, lorsque B est un corps commutatif
k, a An = k[t1,...,tn] avec n< 4 , et, si k est algébrique sur un corps
fini, avec n =5 . Il entraine que les An—modules stablement libres de rang
2 3 gont libres, mais il laisse incertain le sort de ceux de rang 2 . Ces

derniers font l'objet du prochain théordme.

Soit A un anneau commutatif. Par A-module symplectique, on entend un

couple (P,h) ok P est un A-module projectif de type fini et ol
h:PXP = A est une forme A-bilindaire alternée (h(x,x) =0 ¥V x€P)
et non singuliére (x v (y — h(x,y)) est un isomorphisme

P - P¥ = Hom(P,A)) . La somme directe (P,h) ® (P',h') =(P®P',h®h')
se définit de maniere évidente, d'ou un groupe de Grothendieck, noté KSpo(A)
(ef. [4], ch. I, (4.12)). Pour tout A-module projectif de type fini Q , on
définit le module hyperbolique H(Q) = (Q ® Q*, hQ) ol

hQ ((x,f), (y,g)) = f(y) - g(x) , qui est un module symplectique. On a des
isomorphismes H(Q & Q') = H(Q) ® H(Q') et (P,h) ® (P,-h) = H(P) (122' 913.).
I1 s'ensuit que tout élément de KSpo(A) s'exprime sous la forme

[P,n] - [H(An)] , ou [P,h] désigne la classe d'un A-module symplectique
(P,h) dans KSpo(A) . L'application (P,h) — P définit un homomorphisme
KSpo(A) - KO(A) ; notons w(A) son noyau. Le groupe W(A) s'identifie au
groupe des classes [P,h]' des modules symplectiques (P,h) avec P (stable-

ment) libre, ou [P1,h1]' = [Pz’hzl' © d des entiers n,,n, 2 0 tels que

(B,h) @ER )% (2,,n,) @ HA 2) .
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THEOREME 4 (Vaser$tein).- Soit A un enneau commutatif. Il existe une appli-

cation canonique

@t SLB(A)\U%(A) - W(a) .

Si Er+1(A) opére transitivement sur Unr+1(A) pour tout r =23, alors ¢

est bijective.

Ce théoreme sera démontré au n® 5.

COROLIAIRE.- Soit A wun anneau commutatif. Supposons satisfaites les condi-

tions

(*) Er+1(A) opére transitivement sur Unr+1(A) pour tout r23 ;
et

(%) w(@) =0.

Alors tout A-module stablement libre est libre.

En effet, vu le théoréme 4, les conditions (%) et (**) entrainent la

condition (b)2 de (2), d'oh le corollaire d'aprés (3).

La condition (*) est fournie dans certains cas par le corollaire 4 du
théoréme 3. Pour assurer la condition (%*), on peut appliquer le corollaire de

la proposition 2, et le théoréme 5 ci-aprés @

PROPOSITION 2.- Soit A un anneau commutatif et soit 4 wun entier 2 0 .

Supposons que tout A-module stablement libre de rang r > d posséde un é1é-

ment unimodulaire (c'est-d-dire un §lément qui engendre un facteur direct = A ).

Soit (P,h) un A-module symplectique avec P stablement libre. Alors il

existe un entier n 2 0 et un A-module symplectique (Q,g) avec @Q de
reng < d tel que (p,n) = (Q,8) ® 2(A") .

Supposons, en effet, que le rang r de P soit > d ; il suffit de mon-
trer que (P,h) contient un facteur direct = H(A) . Par hypothése P contient
un élément unimodulaire e . Puisque h est non singulidre, il existe f € P
tel que h(f,e) = 1 . Alors le sous-module H de P engendré par e et f ,

muni de la restriction de h , est isomorphe & H(A) , et P est somme directe
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de H et de son orthogonal, d'oh la proposition (cf. [4], ch. I, (4.10.2)).

Remarque.- L'hypoth&se de la proposition 2 est satisfaite lorsque
DS(A) =4 + 1, les A-modules stablement libres de rang > d étant alors li-
bres (prop. 1), en particulier lorsque A est noethérien de dimension < 4

(théoréme 1).

COROLIAIRE.- Soit A wun anneau commutatif noethérien de dimension = 1 . Alors
W(A) =0 .

En effet le rang d'un module symplectique est pair, donc zéro s'il est s1.

THEOREME 5 (Karoubi [6]).- Soit A un anneau commutatif dans lequel 2 est

inversible. Soit A[t] la A-slgébre de polyndmes en une variable t . L'homo-

morphisme W(A) - W(A[t]) induit par 1'inclusion A - A[t] est un isomor-

phisme.

Ce théoréme sera démontré au n® 6. On ignore si 1'hypothdse " 2 est inversi-

ble" est nécessaire.

COROLIAIRE 1.- Soit B un anneau commutatif noethérien de dimension < 1 dans

lequel
T2 est inversible. Soit An = B[t1,...,tn] la B-algébre de polyndmes en n

variables. Les An-modules stablement libres sont libres dans chacun des cas

suivants :
(1) ns<3 ;

(2) ns<a2a et B est une algtbre de degré de transcendance < 1 sur un corps

fini.

I1 suffit de vérifier les conditions (x) et (**) du corollaire du théortme 4.
Le corollaire 4 du théoréme 3 fournit (*) dans les deux cas. Le corollaire de la
proposition 2 entraine que W(B) = O . Par suite, le théoréme S (applicable car

2 est inversible) implique que H(An) =0 pour tout m 2 0, d'ou (xx).

COROLIAIRE 2.- Soit k un corps commutatif et soit A = k{t,,...,tn] la k-

algébre de polyndmes en n variables. Les An—modules projectifs sont libres
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dans chacun des cas suivants :

. n<2 ;

. n=3 et k est soit fini, soit de caractéristique £ 2 ;

+

. n=4 et car(k) £2 ;

. n=5 et k est fini de caractéristique £ 2 .

Les cas ou car(k) # 2 résultent du corollaire précédent en prenant
B = k[t1] .Lescas n<2 et n=3 avec k fini sont contenus dans le

corollaire 3 du théoréme 3.

Complément.- Le cas n =3 avec k quelconque résulte du théoréme suivant :

THEOREME 6 (Suslin).—{éi B est un anneau principal, les modules projectifs

sur A, = B[t19t2] sont libres.

La démonstration de ce théoréme, ainsi que des précédents, se trouvera

dans un article de Suslin et Vaser$tein en préparation.

3. Démonstration des théorémes 1 et 2

Soit A& un anneau commutatif.

LEMME 1.- Soit &= (8,,...,a_ ) € Ftad

o ( .
- . 5i \a1,°,.9ar) € Unr(A) , il

existe € € Er+1(A) tel que efa) = {1,0,...,0) .

Posons e?~ =1+ be,. . Choisissons Db,,cce,b tels que
ij ij 1 r

b
/ 1 r
- - = t oo . LY s o
1 8 8 . b1a1 + brar Lt'é1ément er+?91 . er+1,r transforme
1
a en a' = (a1,.,..,7ary 1 - 31), et € rr transforme a' en 1
-8y -, &y~
| LR - o 1 DX ° -
a' = (1, 8y seeey 851 a1) Enfin R PR N trans

forme a" en (1,0,...,0) .

LEMME 2.- Supposons A noethérier. Soit a = (a19.,.,ar+1) € Un_ ,(A) . I1

T+

existe des éléments a" = a. + b, , ,a, + oee + b, a
1 1 i.i4+17i49 i,r+1 1

avec b.. €A
—= §j

(1<i< js<r) tels que, pour toutr i (1 <i< ), 1'idéal
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ui = Aa? + .. + Aa{ soit de hauteur 2 i .

On commence par choisir a'" = a

4 en dehors

+ cee
b1,za + + b

1 2 1,r+1ar+1

de tous les idéaux premiers minimaux de A , ce qui est facile. Ensuite, on
applique une hypothése de récurrence (sur r ) & 1'imege de (az,...,ar+1) dans

(A/Aa?)r pour achever la démonstration.

LEMME 3.- Gardons les notations du lemme 2. Soit s un entier tel que

3 1 ' =
1<ss<r. Il existe (a1,...,as) = (a1,...,as) mod. (Aas+1 + .. Aar+1)

] (- " "
tel que Aa1 + oee. + Aas Aa1 + el + Aas .

Considérons a et a" comme des vecteurs colonnes, de sorte que a" = ea
U = = 1 <€ 3 = t
ou € (Cij)1s i, 58T+ avec cij bij pour i Jooeyy 1, e
a B
c..=0 si i> j . Ecrivons € sous la forme o a (resp. & )
+ 0 6
sont des matrices carrées &riangulaires) 4 s (resp. r+1-s ) lignes.

@ 0y /I o8
Ainsi € = ( ) , et il est clair que les a{ définis par

0 6 0 I
]
» 1
I o By /[ 2 o
( ) . = s répendent au lemme.
o I . a
81t .S+1
r+1

Démonstration du théordme 1. Supposons A noethérien de dimension d .

) € Un (n) . D'aprés les lemmes 2 et 3, il existe

Soit & = (a T+ T+

greeerd

(a;,...,a;) = (a1,...,ar) mod. Aar tel que 1'idéal

+1

a = Aa; + ... + Aa; soit de hauteur 2 r . Si r2d+ 1, onadonc &6 =4A,
c'est-a-dire (a;,...,a;) € Unr(A) . On en conclut que DS(A) s d + 1, d'oh

le théoreme 1.
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Passons au théoréme 2. Soit A une algtbre de degré de transcendance e
sur un corps fini k . Il faut démontrer que DS(A) < max(2,e) . I1 suffit,
évidemment, de montrer que DS(A') < mex(2,e) pour toute sous-k-algdébre A'
de A de type fini. On se raméne donc au cas ou A est une k-algébre de

type fini, de sorte que e = dim A . Le théordme 2 résulte alors du théordme

suivant :

THEOREME 2'.- Supposons que k soit ou bien un corps fini ou bien 1'anneau

des S-entiers d'un corps de nombres F (fini sur @ ), ol S est un ensem-

ble fini de places de F , contenant toutes les places infinies et au moins

une place finie. Soit A une k-algdbre commutative de type fini de dimen-

sion (de Krull) 4 . Alors DS(4) < max(2,d) .

C'est une conséquence immédiate de la proposition et du lemme suivants.
Posons Sp(A) = LJ szn(A) , groupe symplectique infini, et notons KSp1(A)
n
le quotient de Sp(A) par son sous-groupe de commutateurs

Ep(A) = (sp(a), sp(a)) .

PROPOSITION 3.- Si, dans le théordme 2', on a d <1, alors KSp1(A) =0 .

LEMME 4.- Soit A un anneau commutatif noethérien de dimension d . Suppo-

sons que, pour tout quotient A' de A de dimension < 1 , on ait

KSp1(A') =0 . Alors DS(A) < mex(2,d) .

Démonstration de la proposition 3. Pour tout idéal q de A , posons
Sp(q) = Ker(sp(a) - sp(a/q)) . Ep(a,q) = (Sp(a), Sp(q)) , et
KSp1(A,q) = Sp(q)/Ep(A,q) . Remarquons que Sp(q) ne dépend que de q ,

tandis que Ep(A,q) dépend de q et de A . De plus, on & une suite exacte

‘. , - - ). ,q) =
évidente KSp1(A q) KSp1(A) KSp1(A/q\ On a KSp1(A q) =0 si

(a) q < rad(a) ([4], ch. II, cor. (7.12)),
ou si (b) A est artinien ([4], ch. IV, cor. (4.9) avec da =0 ).

Grace 2 (a) on peut passer de A & son quotient par son nilradical, de sorte
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qu'on peut supposer A réduit. Soit B 1la cldture intégrale de A dans son
anneau total de fractions. L'anneau B est un produit fini d'anneaux C iso-
morphes soit & un corps fini, soit & 1'anneau des T-entiers d'un corps global
L ou T est un ensemble fini de places contenant toutes les places infinies
et au moins une place finie, vu les hypothéses du théoréme 2'. Il résulte donc
du théoréme des sous—groupes de congruence ([5], cor. (12.5)) que, pour tout

n 22, tout sous-groupe d'indice fini de szn(C) contient un sous-groupe
Sp2n(q) ol q est un idéal d'indice fini de C . On en déduit facilement que,

pour tout idéal q de B, ona KSp1(B,q) =0, c'est-a-dire Sp(q) = E(B,q) .
Soit ¢ = anqA(B/A) leconducteur de B dans A . On a
Ep(A) D Ep(a,g) = (Sp(a), sp(e))
> (sp(e), sp(e))
> Ep(B,e') = sp(e')

o ¢' désigne 1'idéal de B engendré par les éléments 2cc' et c2c' ol
¢, c¢' parcourent ¢ ([4], p. 161, th. (6.2) et pp. 175-178, prop. (7.8) et
(7.8.1)). Il s'ensuit que KSp1(A) - KSp1(A/g') est injectif. Or A/c' est
un anneau fini, d'ou KSp1(A/£') =0 d'aprés (b).

Démonstration du lemme 4. Si d < 2 , le lemme résulte du théoréme 1. Si

d > 2 , le raisonnement par récurrence qui démontre le théoréme 1 marche, pourvu
qu'on traite le cas critique d = 2 . On se raméne donc & montrer, en supposant
d =2, qu'étant donné (a,b,q) € Un3(A) , il existe (a',b') = (a,b) mod. Ag
dans Un2(A) . En passant de A & son quotient par son nilradical, on se raméne

facilement au cas oh A est réduit. Posons K = A/Aq .

Montrons d'abord qu'il suffit de traiter le cas ou dim Kk < 1 . En effet,
dans le cas général, soit a, (resp. a, ) 1l'intersection des idéaux premiers
minimaux de A que contient (resp. ne contient pas) q , et posons
Ai = A/qi , de sorte qu'on peut considérer A comme sous-anneau de AO X A1 .
Si x € A , notons X sa classe modulo q; de sorte que x = (xo,x1) comme

é1ément de Ao X A1 .0na q-= (O,q,) et q, n'est pas diviseur de zéro dans

A, . Par suite K1 = A1/q1A1 est de dimension < dim A, £ 2 . D'aprds notre

1 1

hypothése, il existe s , t € A tels que
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(a!, b;) = (a1 +8a,,b + t1q1) € Unz(A1) . Posons
(at,b') = (a + sq, b + tq) € 2% . Sa classe (o, b;) modulo q, est unimodu-

laire. Puisque q = 0 , sa classe modulo qo est (aogbo) , qui est encore

0
unimodulaire. Par suite 1'idéal a = Aa' + Ab' engendre 1'idéal AO X A1 de
Ao X A1 . Mais Ao X A1 est intdgre sur A , donc @ = A , c'est-A-dire
(a',0') € Uny(8) .

On peut donc supposer que dim K< 1. Notons t = Tt 1'epplication

A - L de passage au quotient, de sorte que (2,b) € th(K) . Soient

ol

,d €& telsque 8l - btz =1 , clest-d=dire tels que
2 b
a = ( o ) € sz(K) . Supposons qu':l existe un élément
c d
a' bt
a = ( ) € sz(A) é'image & moculo Aq . Alors il est cleir que
c' 4!

(a',b') = (a,b) mod. Aq et (a';b) ¢ Unz(A) . Vu 1'hypothése du lemme 4,
la démonstration sera dorc achevée par la proposition suivante :

PROPOSITION 4.- Soit A wun anresu commusatif noethérien de dimension < 2 ,

et soit A = A/q un quotient de A . Pour tout n 2 1 , 1l'image de

szn(A) - szn(K) contient %out élément & dont la classe dans KSp1(K)

s'annule.
Avec les notatior: de [4]. i1 exiz*e ur m2 0 =el que
a L IZm € Ep2(n+-m)(A) . Draprés (4], cnh. II, prop. (2.3), il existe

B € EZ(ni-m)(A) relevant & 1_I2m .S m=0, ona gagré. Supposons m 2 { ,

et soit ATERRREL)

e fi""°fr+m la base symplectigue habituelle de H(An+m) .

Le "couple hyperbolique" Ben+m; Bfn+m est congru modulo q &u couple

€ im? fn+m . D'aprés les hypothéses sur A ez ([4], ¢h. IV, cor. (4.9)), il

existe un € € Ep2(r+-m\(k’q) tel que ¢€Be - e

e eff = . Ainsi
n+m n+m B n+m fn+m -
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eB =B1.L I, oh B, est un relévement de d‘LIZ(m—1) a SpZ(n+m—1)(A) ,

d'oh le résultat par récurrence sur m .

Remarque.- Le théoréme 1 entraine que DS(A) < 3 , et en fait cette condition

suffit pour établir la conclusion de la proposition.

4. Démonstration du théoreme 3

Soient B un anneau commutatif, A = B{t] 1la B-algibre de polyndmes en

une variable t , et, pour tout entier 4 = 0 , A(d) le B-module de ces po-

lyndmes de degré < d . Soit ¢, 1'isomorphisme de A(d) sur B3 que

a
transforme f = a + 2t + ... gt en (ao,a1,...,ad) .

Soient p , q des entiers = O . Rappelons que, si f ¢ A<p) et

g € A(q) , le résultant Rp'q(f,g) est défini par

o(f)
cp(tq-1f)
Rp q(f,g) = det € B
’ 9(e)
-1
\tp(tp g)
ol @ = wp+q—1 . Nous en utiliserons les propriétés suivantes, faciles &

vérifier :

(1) B, q(f.g) € Af +Ag .

(2) Si B est un corps, pour gque Rp q(f,g) # 0, il feut et il suffit que
’

(i) Af + Ag = A (c'est-a-dire f et & n'ont pas de racine commune )

(ii) soit deg(f) = p soit deg(g) =aq -

LEMME {.- Soit p un entier 2 0 . Soient f1""’fr € A(p—1) et fr+1 un

polyndme unitaire de degré p . Posons & =Af, + ... + Afr + Afr+

1
(£

1

(a) Si a =4 les coefficients de f,,...,f et

r—1 = Rp—1,p r’ fr+1) gngen-
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drent 1'idéal B de B .

(b) Si les coefficients de f1""’fr engendrent 1'idéal B Sﬁ B, & con-

tient un polyndme unitaire de degré p - 1 .

(a) Modulo un idéal maximal de B contenant les coefficients de f1""’fr 1

les polynoOmes fr N fr+1 sont étrangers avec deg(fr+1) =p , donc

€3 fr+1) £ 0 d'apres (2), d'ou (a).

Rp—hp r’
(b) Soit b 1'idéal de B formé des coefficients de tp_1 des éléments de
a N A(p 1) I1 suffit de montrer que b = B , et méme que b contient tous

les coefficients de fi (1=gis r) . Or si fi = bo4-b t+...+Db tp-1 N

1 p-1
ona b € b par définition. Si f —a+...va "4+ tP, ona
p-1 r+1 o p-1 ’
' = - = B! ' ' p-1
fi tfi bp—1fr+1 bo + b1t + .. + bp—1t can A(p_1) avec
bs = bj—1 mod. Bbp_1 (0= 5= p-1) . Par suite

b1 bp_2 - ap_1bp_1 € b, donc bp_2 €b, et, par une récurrence évidente,

b_ . €b pour tout j=1,...,p=-1, d'ol 1l'assertion.

Soit £ : A - B 1l'application définie par £(0) =0 et £(f) = a

si f = a + a1t + ...+ aptp avec ap # 0 . Les propriétés suivantes sont

immédiates

(3) 8i f,geh et £(£)t(g) £0, on a £(fg) = £(£)4(g) .

(4) Si o est un idéal de A, £(a) est un idéal de B contenant & N B
et on a £(a) Cl(‘:‘/z) c m .

(5) si &, a' sont des idéaux de A ,ona £(a)e(ar) c £(aa') et

t(ana')ctla)n £(ar) .

LEMME 2.- Supposons que B soit noethérien. Pour tout idéal o de A , on a
ht(£(s)) = nt(a) .

Gréce a (4) on peut supposer @ = ﬁfE , de sorte que a =‘21 n... N 2;
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ol les Ei sont des idéaux premiers. Soit p un idéal premier de B conte-
nant £(a) tel que ht(p) = ht(£(a)) . D'aprds (5), on a
p>£(a)D 1(21...23) = 1(21) e l(gs) , d'ol l'existence d'un i tel que
P2 z(gi) . Donc ht(p) = ht(t(gi)) et ht(gi) =z ht(a) . I1 suffit alors de
montrer que ht(l(gi)) - ht(gi) - Posons p, =P, NB ; ona
ht(pi) = ht(piB) < ht(gi) < ht(pi) +1 ({71, (13.B)), d'ol 1'assertion si
Ei = piB . Si f& £ piB , alors l(f%) est strictement plus grand que pi ’
donc ht(l(gi)) z2 1+ ht(pi) = ht(gi) .

Pour tout entier n 2 O , notons An = B[t1,...,tn] la B-algdbre de

polyndmes en n variables boaeeent

LEMME 3.- Supposons B noethérien de dimension d . Soit n 2 0 et soit @

un idéal de An de hauteur 2 d+1 . Il existe un changement de variables

(t1,...,tn) — (u1,...,un) de la B-algdbre A tel que o contienne un

polyndme unitaire en w -
Si n=1, il résulte du lemme 2 que l(u) =B, d'ou l'assertion avec

u, = b, . Supposons n > 1 et posons t =t , de sorte que A = An_1[t]

Le lemme 2 et une hypothése de récurrence nous permettent, aprés un changement

de variables dans An g de supposer que £(a) contienne un polynbme f uni-

taire en t1 , donc que @ contienne un polyndme de la forme
p-1 p
= R
g fo + fp_1t + ft
avec les f, dans A , . Soit N un entier > deg, (fj) (0s jsp-1) .
- 1
N

= - = = < i< . Pour j< p-1
Posons u, =t -ty , u =t,,et u =t (1< i<n) isop )

1

le degré en w de

3 _ NyJj
fj(t1,...,tn_1)t = fj(un ,u2,...,un_1)(u1 + un)

est deg, (f.) + Nj , ce qui est < le degré en u_ de
t1 J n
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N\p . a s
P +
f(un, Y ,un_1)(u1 uh) , et ce dernier polynlme est unitaire en u, ~car

f est unitaire en t1 . Donc g est un polyndme unitaire en o d'ou le

lemme.

LEMME 4.- Supposons B noethérien de dimension d . Soit n 2 0 et soit

f = (f1,...,f ) € Un (An) «S81 rz21+d, il existe € € E (A) etun

r+1 r+1 r+i " n

changement de variables (t1'°"’tn) - (u1,.°.,un) dans la B-algeébre An

= = 1 1 i +
tels que ef g (g1,.,o,gr+1) avec 8rps unitaire en la variable u o, et

< 5 o
deg (gj) < degun(g ) (1=3=71)

n

r+1
Grace aux lemmes 2 et 3 du n° 3, et 4 une transformation de f par un é1é-

ment Er+1(An) , on peut supposer que 1'idéal a = Af1 *oee. Afr est de hau-

teur 2 r . Quitte & changer les variables dans An , le lemme 3 nous pernmet,
en plus, de supposer que G contient un polyndme h wunitaire en u - A 1'aide

d'un élément de E (An) , on peut remplacer fr

N
r+1 +1 PBT &py T fr+1 * unll’

ol N est choisi suffisamment grand pour que - soit unitaire en LS

Ensuite, la division euclidienne des £, (1si<r) par g nous permet,

r+1

gréce & des éléments de Er+1(An) , de remplacer les fi par des polyndmes

g; de degrés < degu (g en u , d'ol le lemme.

\
r+1’

THEOREME 3'.- Soit B wun anneau -ommutatif noethérien de dimension 4 . Pour

tout n2 0, soit An la B-algetre B[t1,...,tn] de polyndmes en n varia-

bles t1,...tn . Soient n 2 1 et m2 0 des entiers et

= LY T . i
£ (f1’ ’fr+1) € Jr‘r+1(An) §i

DS(A )
n-1
r 2 1 + mnax 4q , ——— y
m + i

il ist E A i at t,,0.
il existe € € r+1( n) et un changement de variables (;1, .,tn) — (u1’°"'un)

&l 4 + e = = )
dens la B-algdbre L telsgue ef =g (51""’gr+1) avec g

unitaire
r+1 —————
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de degré m en la variable u et deg (gj) <m (1s3js7r).
n
Grace au lemme 4, applicable car r 2 1 + d , on peut supposer fr+1 uni-
taire en t , disons de degré p , et que degt (fj) <p (1<3sr).si
pS<m, la démonstration s'achéve facilement. Suzposons donc 2 m+ 1

= + = =
Posons t =t , de sorte que A An_1[t] , et posons R Rp-1,p(fr’ fr+1) ,
le résultant de fr et fr+1 par rapport & la variable t . Soit
v =(c c R) ¢ A(r_")IH'1 1'élément ayant pour premiers coefficients
1700 (r=1)p’ n-1 v P P

.

cj les coefficients de 1, t,...,tp-1 dans les polynOmes f1,...,fr 1

D'aprés le lemme 1 (a), ona v € Uh(r-!)p+1(An-1) . Or
DS(An_1)

(r=-1)2 et p2m+ 1, donc (r- 1)p=2DS(A ,) . Par suite,
m + 1 n-1

i i ! = coe . .
il existe (c1 yosey Czr-1)p) (01 ’ ’c(r-1)p) mod An—1 R dans

Un(r—1)p(An—1) . D'aprds (1), ona R ¢ Apfﬁ + Anfr+1 . Donc, & 1'aide des é1é-
ments de Er*1(An) , on peut ajouter aux fj (1< j<r-1) des mltiples

de R, et ainsi se ramener au cas ol les coefficients de f1,...,f  engen-

r-

drent 1'idéal An—1 de An-1 . On est donc en positicn d'appliquer le

lemme 1 (b) aux polyndmes f1,...,fr_1, fr+1 et 1'on en déduit que 1'idéal

qu'ils engendrent contient un polyndme g unitaire en t de degré p - !
On peut ajouter un multiple de g & fr poul obtenir un polyndme hr qui

est unitaire en t de degré p - 1 . Au moyen d'un élément de Er+1(An) ’

on peut remplacer fr par hr . Ensuite, gréce encore & des éléments de
Er+1(An) , on peut effectuer la division euclidienne dss autres polyndmes par

. o . z 7 :’ e B s, t 4-
hr pour obtenir finalement un élément h (hl, ’hr’ nr+1) ol hr est uni

taire en t de degré p-1 et deg+(hj) <p-1 pour j# r .Enfin, un é1é-

ment de E (A ) transforme h en (h1,...,hr_1, -h

h ) . Le théoréme
r+1 ' n r

r+t’

résulte alors d'une récurrence sur p -
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Considérons le cas m = 1 du théoréme 3'. Dans ce cas, on a

g = tn-h avec h,g1,...,gr€15.n_1 . La rétraction An - A

envoyant
r+1 4

n-1
tn sur h montre que (g1,...,gr) € Unr(An-1) , donc aussi
(g1,...,gr) € Unr(An) . I1 résulte donc du lemme 1 du n® 2 qu'il existe

5 ¢ Em(An) tel que &g = (1,0,...,0) . On déduit ainsi le théordme 3 du

théoreme 3'.

5. Démonstration du théoréme 4

3

Soit A un annmeau commutatif. Soit eyse la base habituelle de A

2163

_ 3,3 .
et posons e—e1/\ e2/\ e3€AA . Si

- — 3
a = (81,52,83) = a,e, + aye, + a.),e.), ¢ A" , posons

- 2,3
e, = a1(e2/\ e3) - 32(e1 A e,),) + a3(e2 A e3) € A°A° . Pour tout

3
X = (x1,x2,x3) € A" , nous avons
eal\ X = (a. x)e

ol a.x = a,x, + 8%, + a,),x,j, . Posons

Pa=Ker(x|—* a.x):Ker(x'—- ea/\ x) .

2
LEMME 1.~ 81 a ¢ Un_),(A) 1'élément e, est unimodulaire dans A A3 ’

2
A3=Pa®Ab pour tout b tel que a.b =1, et I\ZP&L=AeaC!\A3 .

Seule 1'égalité AZPa = Aea mérite une démonstration. On voit par loca-
. . 2
lisation que A Pa est 1'orthogonal de Pa pour la forme bilinéaire
] 2,3 3,3 . ) P . .
A: A X AAT = AA7 . Par suite e, étant un élément unimodulaire dans
le module A2Pa de rang 1 , engendre ce module.
Si a ¢ Un3(A) , soit (Pa , ha) le module symplectique défini par

XAy = ha(x,y)ea pour x , y € Pa . Par rapport & une base convenable de

(Pa , ha) @ H(A) , la forme symplectique est représentée par une matrice
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0 b3 -b2 -a 1
-b 0 b -
3 1 &2 .
P = .
bz -b1 0 -a3 de Pfaffien a1b1 + azb2 + a3b3 1
31 a, a3 0

Notons ¥ 1la classe des A-modules symplectiques (P,h) tels que
~ 43 . . '
P®ATA’ . Notons ((P,h)) 1la classe d'isomorphie de (P,h) et (E) 1'en-

semble des ((P,h)) ou (P,h) parcourt T .

THEOREME 4'.- L'spplicstion a + (P_,h ) de Ung(A) dems I induit une

bijection

¥ SL(A)\Ung(8) ~ (2) .
(i) ¥ est bien défini. Soient a € Un3(A) , o € GLj(A) , et a' =oala) .
On définit o«* par ax.y = x.a*y pour tout x , y € &> . De la formule
a'.x = @a.x = a.o*x , on déduit que o* induit un isomorphisme de Pa' sur
Pa , donc (lemme 1) Aza*(ea,) = dea pour un certain 4 € A . On a, pour tout

x € A7,

d(a.x)e = dea A X Azd*(ea,) A X

= Asq*(ea' Ao*lx) = det(a*)(a'.a*-1x)e

det(a*)(a.x)e y
donc d = det(a*) = det(a) . Par suite si det(a) =1 , @&  induit un
isomorphisme (Pa' ’ha') - (Pa' ha) N
(ii) ¥ est injectif. Soient & , a' € UnB(A) et ¥ : (Pa" ha') - (Pa, ha)
un isomorphisme, de sorte que AZY(ea,) = ea . Choisissons b , b' € A3 tels
que a.b =1 = a'.b' et prolongeons Y en un isomorphisme de A3 = Pa' @ Av'
sur A3 = Pa ® Ab tel que y(b') =b . Pour tout x € A3 , on a

det(y)(atxde = M(¥)(e,, A x)

= Azy(ea,) AYx = e AYx = (a.yx)e .
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Prenant x = b' , on trouve que det(Y) =1, et par suite

a'.x = a.yx = Y*(a).x pour tout x €A% , d'oh y*(a) = a' .

(iii) ¥ est surjectif. Soit (P,h) € £ . On peut supposer P facteur direct
de A3 . Soit & un générateur de A2P tel que x A y = h(x,y)§ pour tout

x,y €P . Alors, il est clair que & = ea pour un certain a € Un3(A) .

donec (P,h) = (Pa, ha).

Le théoréme 4 résulte maintenant du théoreéme 4' et de la proposition sui-

vante :

PROPOSITION 5.- Suggosons que E (A) opére transitivement sur Unr+1(A) pour

r+1

tout r 2 3 . Alors 1l'application ¢' : ((P,h)) +— [P,h) de () dans w(a)

est bijective.

L'hypothése entraine que les A-modules stablement libres de rang 2 3
sont libres. Il résulte alors de la prop. 2, et du fait qu'un module symplecti-
que est toujours de rang pair, que V' est surjectif. Pour montrer que V'

est injectif, il suffit, comme on le voit facilement, de montrer que, pour tout
rz2, si (Azr,h) est un module symplectique, son groupe d'automorphismes

2
Sp(a r,h) opére transitivement sur 1l'ensemble de ses "plans hyperboliques"

(= sous-modules symplectiques isomorphes & H(A) ). D'apres [4], ch. I,

cor. (5.6), il suffit méme de montrer que Sp(A2r,h) opére transitivement sur

Unzr(A) . Ainsi on se raméne & la proposition frappante de VaserStein suivante :

PROPOSITION 6.- Soient A un anneau commutatif et (A2r,h) un A-module sym-

plectique. Si E2r(A) opére transitivement sur Uan(A) , il en est de méme

our Sp(4°T,n)
Pour la démonstration nous avons besoin de quelques notations. Si
M= M1 @ M2 est un A-module décomposé en somme directe, notons E(M1,M2) le

sous—-groupe de GL(M) engendré par
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1M1 Hom(MZ,M1) 1M1 0
U
0 1y Hom(M1,M2) 1y .
2 2
Par exemple, si LIERERTL N désigne la base habituelle de Ar+1 , on voit
. _ r
facilement que Er+1(A) = B(A ,Aer+1) .

Soit (M, {,)) un A-module symplectique. Pour tout u , v € M tels
que {u,v) =0 et pour tout c ¢ A , 1l'application

cu,c,v tx = x + (u,x)v + {v,x)u + (u,x)eu
appartient & Sp(M, (,)) (cf. [4], p. 91). Remarquons que
<] =aq o0 . Suppdsons que M soit somme directe orthogonale

u,c,v u,0,v UyC,y0

d'un sous-module P et d'un plan hyperbolique H(e,f) engendré par un couple
hyperbolique e,f : (f,e) = 1 . Notons Ep(P,H(e,f)) 1le sous-groupe de

Sp(M, (, )) engendré par tous les éléments A (ceh ,veEP ,u=e
? 1)

ou f). La prop. 6 se précise ainsi :

PROPOSITION 6'.- Les orbites E(P ® Ae, Af).f et Ep(P, H(e,f)).f coincident.
Remarquons d'abord que Ep(P,H(e,f)) € E(P @ Ae, Af) , comme on le voit
facilement. Si o € GL(P ® Ae) nous 1'identifierons avec o & e € GL(M) .

Ainsi GL(P ® Ae) fixe f et normalise l'ensemble

1 Hom(Af , P ® Ae) 1 0
0 1 Hom(P @ Ae,Af) 1

qui engendre E(P ® Ae,Af) . Il suffit de montrer (par récurrence sur m ) que
8i f' €M et Egreees€p € S sont tels que 51...emf' =f , alors il existe

o € Ep(P,H(e,f)) tel que of' = f . Nous utiliserons le lemme suivant, qui

sera démontré plus loin :

LEMME 2.- Si e €S, il existe o € E(P,Ae) tel que ae € Ep(P,H(e,f)) .

L'assertion faite plus haut est claire si m=0 . Si m> 0, le lemme 2
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fournit un o« ¢ E(P,Ae) tel que o =at  appartient a Ep(P,H(e,f)) . Posons

-1 .
el =aea” €5 (1€i<n-1) .Ona f=of =ae ...e f' =elooel o £,

L'hypothdse de récurrence fournit un o' € Ep(P,H(e,f)) tel que olo f' = £,
d'ou 1l'assertion en prenant ¢ = o'om .

Démontrons maintenant le lemme 2. Si (v,c) € P x A , introduisons

€(v,0) x=p+ae +bf H x +b(v+ce)=x+{-e,x)(v+ce)
14
et

6 :x = x+ (ac + {v,p))f = x + {cf + v, x)f .

(V,c)
Ces éléments constituent 1l'ensemble S . Définissons o ﬁv ¢ B(P,Ae) par
a (x) =x = {(v,x)e et Bv(x) =x + (£,x)v . On vérifie alors facilement les
v
formules suivantes, qui entrainent le lemme 2 :

-1

% E(v,e) = Y-e,-c,v %,c,v

B

v 6(v,c) = %,c,v "

6. Démonstration du théoreme 5

Soit A un anneau commutatif. Notons, pour tout entier n 2 1 ,
Sy, (ou Szn(A) ) 1'ensemble des matrices alternées inversibles A 2n lignes
4 coefficients dans A . Parmi elles se trouve
0 In
H =
2n (-I o) .
n
Le groupe GLG(A) opére sur 52n par « : o — aoa* . On a de plus 1l'opé-
ration de somme directe & : S?.n X SZm - SZ(n+m) . Posons S = g S2n . Si

c ¢ S2n et o' ¢ SZn' , désignons par o~ g' 1la relation :

" il existe des entiers m , m' 2 0 telsque n+m=n' +mn' et un

* _
élément o de GL2(n+m)(A) tel que a(o@HZm)a =o' ®H, "
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C'est une relation d'équivalence, et il est évident que S/~ s'identifie au
groupe W(A) du théoreme 5 (affirmant que W(A) - W(A[t]) est un isomor-
phisme lorsque + € A ). La rétraction A[t] — A montre que
w(A) - W(A[t]) est injectif. Pour montrer que c'est surjectif, soit o
un élément de Szn(A[t]) . Cherchons un m et un élément T € Szm(A) tel
que o~ T .

BEcrivons o = 9, + o1t + oees + cdtd A ﬁ 0 , oi les matrices alternées
o, sont & coefficients dans A . Posons d = deg(o) et montrons d'abord que
o est équivalent A un o' de degré < 1 . Supposons donc que d 2 2 et rai-
sonnons par récurrence sur d . Quitte & remplacer & par o ® HZn , on peut

supposer Oy de le forme

o (]
d 0 o

La matrice alternée cé s'exprime sous la forme W - u* pour une certaine

I pt!
matrice w . Posons d=2e+j,0d j=0 ou 1, B= o 0 , et

I 8t®
a = ( . ) € E4n(A[t]) . Alors

0
1 gt°yj0 O 1 0
o N e
2n *, 8
0 I 0 H2n Bt I
2e e
_ (c ' SHZnB*t BHZHt ) def a!
= .o =
HZnBt H?n
t
¢ 1 H,t‘] 0 I I 0 (H*’u)tj 0 3
()
2n o olV ol V\urd o ° °
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de sorte que o + BHZnB*tze =g - cdtd est de degré < d-1 . Par suite o est
équivalent & 1'élément o' € S4n(A[ t]) de degré < d-1 , d'oh l'assertion par
1'hypothése de récurrence.

On est donc ramené au cas obh g = o, * c1t . Quitte & remplacer ¢ par

c & (-oo) et & le transformer par un élément de GL4n(A) , on peut supposer
que o = H, , que nous noterons simplement H . On a

a=H+a1t=H(I+vt)

ou Vv = H_1o1 = -Hct1 est nilpotent, car la matrice I + vt & pour inverse

Z (=vt)* , qui est un polyn8me en t . Pour achever la démonstration, il
iz0
suffit de trouver un « ¢ GLG(A[t]) tel que «”ow = H . On prend

o = (I +\a'c)—'lr = go(-f) (vi)t,

qui existe car Vv est nilpotent et '3- €A .Ona o, =Hv , done

1
-0 =0'*=\J*H*

1 1 = *H , d'on vl = By . Par suite @™ = Hy et donc

o*or = o™H(I + vt)o = Ho(I + vt)o = H , d'oh le théortme.
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