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Séminaire BOURBAKI 442-01
26e année, 1973/74, n° 442 Février 1974

CARACTERISATION D'ESPACES DE FONCTIONS
ANALYTIQUES ET NON QUASI-ANALYTIQUES SUR UNE VARIETE A BORD

[d'aprés M. BAOUENDI et C. GOULAOUIC)

par Serge ALINHAC

Introduction

Les résultats présentés ici précisent la structure de certains espaces de
fonctions régulidres sur un ouvert & bord Q , ou plus généralement sur une variété

analytique réelle & bord convenable.

Ces espaces sont d”(ﬁ) (1'espace des fonctions indéfiniment différentiables
Jusqu'au bord de (0 ), 11(5) (1'espace des fonctions anelytiques jusqu'au bord)
ou des espaces intermédiaires non quasi-analytiques notés jﬂ;(ﬁ) (s=21) ; ils

seront définis plus loin.

On parvient & caractériser une fonction f d'un de ces espaces par des pro-
priétés de la suite des itérés ATt (i €N) , od A est un opérateur différentiel

bien choisi, 1ié & la géométrie de l'ouvert ou de la variété.

Cela permet de montrer que ces espaces sont isomorphes 2 des espaces de sui-

tes, et de donner diverses applications.

Des résultats snalogues avaient déja été obtenus pour une variété sans bord
(cf. [2]) et un opérateur A elliptique. L'originalité du présent travail est le

choix judicieux de A , autorisant le "traitement du bord".

I. Généralités et rappels de quelques résultats anciens

Ces résultats, comme ceux qui sont présentés plus loin, sont de deux ordres :

un résultat de régularité locale "& l'intérieur", et une "propriété d'itérés".

Considérons un ouvert Q C R* , et A un opérateur différentiel elliptique

d'ordre deux & coefficients analytiques dans Q . On a alors la
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PROPOSITION I.1.- Soit f € C (Q) une fonction telle que Af ¢ @UQ) . Alors

fe @) .

La "propriété d'itérés" est la suivante :

®
PROPOSITION I.2.- Soit f € C (Q) telle que, pour tout compact K< Q , il existe
une constente M> O avec : ¥V i €W , “Alfll > < Ml+1(2i)! . Alors
L°(x)

f €.0() .

La proposition I.1 est bien connue (cf. per exemple Petrovski) ; la proposi-
tion I.2 a été établie d'abord par Aronszajn pour A = A (Laplacien usuel), puis
en général par Koteke et Nerasimhan [2]. Les résultats présents généralisent les
propositions I.1 et 1.2 au cas d'un ouvert "a bord", ou méme "& coins cubiques"

(cf. Hanouzet [3]).

II. Le probléme du bord et la forme des opérateurs A choisis

Soient Q un ouvert borné régulier, Q C R" , et f une fonction,
0 -
fec @ .
Notre premier but est d'obtenir, pour un opérateur A convensble, un résul-

tat du type :
Af € AQ) = £ €.a@) .

On imposera que A soit elliptique en tout point de Q , afin d'obtenir
Af €.@(Q) = f ¢ @A(Q) . Néanmoins, si 1'on choisit, par exemple, A = A , on
devra imposer de plus f!an ¢ 6L(3) , feute de quoi Af pourra étre analytique
Jjusqu'au bord de  sans que f le soit.

I1 convient donc d'éliminer cette condition supplémentaire de trace sur 3Q .

A cet effet, on peut regarder la variété & bord ( comme image d'une variété

sans bord V par une certaine application, et voir si certains opérateurs ellip-
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tiques sur V "descendent" sur (1 . Donnons deux exemples de ce procédé :

H

Exemple 1.- Soient s la sphére unité de R3 , et p: s - [-1,+1] 1'eppli-

2
cation restriction & S~ de la projection (x,y,z) — 2z . On vérifie que le

Laplacien AS de la sphére se projette par p en 1l'opérateur différentiel

L= g% (1 - t2) é% . On nomme 1'opérateur L "opérateur de Legendre".

Exemple 2.- Soient n = R2 le plan réel et p:m - R+ 1l'application définie

2 2 3% 2P
par (x,y) b~ t =x" + y_ . Le Laplacien A = -—E'+ =3 se projette par p en
ox dy
. d d
l'opérateur 4 — t — de R, .
d dt +

On est donc conduit & choisir pour A une "dégénérescence" au voisinage du

bord 3 du type de celle de é% t é% prés de t =0 .

D'une fagon précise, on fera 1l'hypothése

(H1) Au voisinage de tout point du bord 3Q , 1l'opérateur A s'écrit dans les
coordonnées locales (x,y) (avec (x,y) appartenant & un voisinage V de O

-n
dans R+)

A=D yD + 2w s 2 ¢y .

Voo fuls2 BF O quler BRIV
Cela signifie que toute dérivation normale au bord présente dans A "dégé-
nére" sur le bord. On impose en revanche que les termes de dérivations tangen-
tielles se maintiennent sur le bord, et y constituent un opérateur elliptique.

C'est, pour l'essentiel, le sens de la seconde hypothése faite sur A

(H2) I1 existe une constante C > 0 telle que, pour tout u € (V) , on ait
1'inégalité a priori

lfyull

DS slull , ).
BE°(R]) ofs2

p%ul| s o]l A
s 1 (RD) " 1 (RD) 1 (RY)
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Donnons des exemples d'opérateurs vérifiant (H1) et (32) :

Exemple 1.- Supposons gue (1 est un ouvert borné régulier de R" , tel qu'il

-]
existe une fonction ¢ , ¢ : Rn - R, 9€C (Rn) , pour laquelle

Q={xe¢R", o(x)> 0}
N ={x ¢R", o(x) =0} et dp A0 sur 230 .
= eee = - i 3 . -
On note grad ¢ (q>1, ,cpn) et on pose Ajk <kaj cijk (j,k21) . On con
sidére alors la forme intégro-différentielle

a(u,v) = [ { Z LW *u Py + Z Ao A.kv}dx ,
Q lajst @ 3 95 9

I8]=1

dans laquelle on suppose aas € C“((_)) ,
o B

Re z ag 5 5 2 c|g|2 pour tout € € c",
lor| =1
fBl=1
et Re 8,y B8ssez grand pour lotl =0 pour qu'on &it la coercivité

n
2 2 2
Re a(w,u) 2 O {Hull®, w2 W e nal®, o+ X fagul®, 3.
1°(Q) §=1 1°@) 3,k ° O 1°(Q)
A la forme a est associé 1'opérateur
h=a(xD) =2 Poa, 0¥+ 2 a* A .
B i i
«,B s

On démontre que A vérifie (H1) et (H2)

. 2
Si par exemple Q = {x € R*, |x|° < 1} , A sera l'opérateur
n

A= Y p.(1 - lx]Z)Di + 2 (x

2
D -xD.) +1
i=1 AR

Exemple 2.- Considérons une variété analytique réelle V & bord T . On sait

qu'une telle variété est isomorphe & une pidce d'un espace numérique RN , N

convenable. Cela permet de construire sur V et I des champs analytiques glo-
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baux en nombre suffisant, qui jouent alors dans la construction de A 1le méme
rdle que les Dj et les Ajk dans 1l'exemple 1.

L'existence d'une fonction analytique ¢ avec les propriétés de 1'exemple 1

peut s'obtenir sous des hypothéses topologiques pour T .

III. Les principaux résultats

1. Classes de fonctions envisagées

a) Classes de Gevrey

DﬁFINITION.— Soient K un compact, K C R" , et s 21 ; on appelle espace de
Gevrey d'ordre s sur K 1'espace GS(K) des restrictions & K de fonctions
u de classe (r dens un voisinage de K , tel qu'il existe L > O avec

Va e, [0 20 ® IR EEL

Une fonction u est dans GS(O) si et seulement si, pour tout compact
Kcq, uEGs(K) .

On a bien sir G1 =0 .

b) Les espaces st(ﬁ)

DéFINITION.- On note, pour tout entier k2 0 ,

(D yD)p si k
s ()

yD DyD)P si k

"

2p

1]

2p + 1,
en sorte que Rk est un opérateur différentiel d'ordre k en la variable y
(réelle).
- @, =
Alors, pour tout s 2 1 , on désigne par ,@ié(ﬂ) 1'espece des u € C (Q)
u € GS(Q) , qui vérifient de plus sur toute carte locale w d'un point de 30
les inégalités :

E
gu>0, vaer , vienw, |pf R 2, )sM‘°"+k”<(|a|+k)!> :
L (w
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On montre que Gs(ﬁ) S Q%(ﬁ) (= G2s-1(ﬁ) , et en particulier ﬁy(ﬁ) = 4@ .

2. Le théordme d'itération

THREOREME.- Soit un réel s 2 1 ; on suppose que les coefficients de A sont de

classe Gs sur 5 et que 30 est de classe GS ;5 soit alors u € d‘(ﬁ) . Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) la fonction u est dans ,Eig(ﬁ) H
(ii) il existe K> 0 telle que

View, lafall , s E@i0)° .
L"(a)

Ce théortme & un caractére global. En fait, il est la conséquence d'un résul-

tat plus fort, local, démontré par Baouendi et Goulaouic (Théordme 4.2 de [1]).

I1 est & noter que 1'implication (1) = (ii) n'est nullement triviale ; sa

vérification s'effectue par un calcul direct assez délicat.

Il est possible, dans le cas particulier s =1 (fonctions analytiques), de
ramener simplement la preuve de (ii) = (i) & un résultat de régularité analyti-

que. On procéde comme suit (cf. Lions et Magénes [4]) :

2i Aiu(x)

On considére la fonction W(x,t) = 2: t s d'apres (ii)
(21)r &P ’

i=0
we (@ x)-c,e[) pour un certain e petit ; on a de plus (A + Di)w =0 .
Supposant acquis un résultat d'analyticité jusqu'au bord pour des opérateurs de
la forme A (A + Di en est justement un!), on en déduit que

we Q@0 x)-e,el), et done

u(zx) = w(x,0) ¢ 4@ .

Dans le cas général, la preuve est beaucoup plus délicate, et repose sur des

estimations a priori déduites de (H1) et (HZ) (ef. (1], p. 222 a 236).
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Notons cependant que, toujours dans le cas s = 1 , les changements de varia-
bles indiqués dans 1'exemple 2, partie II, peuvent permettre"de réduire le probléme
"sans bord": Il convient alors de préciser légérement la forme de A , afin que
1'opérateur transformé X soit elliptique, et d'établir les correspondances de

-]
régularité (C et analytique) entre les fonctions u considérées et leurs trans-

~
formées u .

IV. Applications

Elles concernent essentiellement la structure des espaces d”(ﬁ) et ‘ﬁis(ﬁ) ,
s21.

Plagons-nous dans le cas de l'exemple 1, partie II, et supposons la forme
a(u,v) hermitienne. L'opérateur A , considéré comme opérateur non borné dans
Lz(n) avec pour domaine D(A) = {u € L2(Q) , Au ¢ LZ(Q)} , est alors auto-adjoint.
Soit (wj) une base orthonormée dans LZ(Q) constituée par des fonctions propres
de A . On note J 1'applicetion qui, & tout f ¢ Lz(n) , fait correspondre la
suite (fj) de ses coefficients de Fourier sur la base (@j) .

On note, pour toute suite P(j) de réels positifs,

4

2 W 2 ..
xP(j) = {(fj) € ¢ ';Eo lij P(3) < +w} .

On & alors le
THEOREME. - L'application J est un isomorphisme
g) de C () sur 1'espace & des suites & décroissance rapide ;
b) de D'(Q) sur l'espace ' des suites i croissance lente ;

c) de 11,(5) sur l'espace lim 12 1/ , s& 1.
s — . sn
M>0 exp(Mj )

Ce résultat est une conséquence du théoréme des itérés cité dans la partie III
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et d'un résultaet de théorie spectrale pour 1l'opérateur A , précisant le compor-

tement de ses valeurs propres Xj , lorsque j — +e& .

COROLIAIRE.- Soient 01 et 02 deux ouverts bornés et réguliers inclus respec-
n
tivement dans R = et R (non vides). Alors ,81(51) est isomorphe & ,alﬁz)

si et seulement si n1 =1, .

I1 est possible de déduire également du théoreme des résultats d'interpola-

tion et d'approximation relatifs aux espaces ﬁié(ﬁ) (ef. [1] pour plus de

détails).
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