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INDÉPENDANCE PAR RAPPORT À l DES POLYNÔMES CARACTÉRISTIQUES

DES ENDOMORPHISMES DE FROBENIUS DE LA COHOMOLOGIE l-ADIQUE

[d’après P. DELIGNE]

par Jean-Louis VERDIER

Séminaire BOURBAKI

25e année, 1972/73, n° 423 Novembre 1972

1. Résultat

Soient X une variété algébrique propre sur un corps fini F 
q 

à q éléments,

F une clôture algébrique de F et X la variété sur iF déduite de X par
q q q 

"

extension des scalaires. On dispose, pour tout nombre premier ~ premier à q,

d’une théorie cohomologique H’(X, Q.) à valeurs dans les Ql-espaces vectoriels [13].

Le F -endomorphisme de Frobenius F : X ~ X agit sur les espaces de dimen-

sion finie Q ) , Les polynômes caractéristiques, en la variable t, de ces

actions sont notés

1.t ~ tF ; H~(X)) .
Ces polynômes sont à coefficients entiers l-adiques et les racines de ces poly-

nômes dans une clôture algébrique de l sont des unités car ce sont des polynô-

mes caractéristiques d’automorphismes de la cohomologie à coefficients dans 2p .

Lorsque X est propre et lisse, on a une égalité de séries formelles en la

variable t à coefficients dans ~ : :



où x décrit les points fermés du schéma X [7]. Ces séries formelles sont donc

à coefficients dans ? .

ON conjecture généralement que [19]

W 1) Les polynômes det(1 - tF ; Hrl(X)) sont à coefficients entiers et sont

indépendants de £ . .

W 2) Les racines dans C de det(1 - tF ; H (X)) sont de module 

THÉORÈME A (P. Deligne).- Soit X une variété projective et lisse sur un corps

fini F de caractéristique / 2 , qui se remonte avec sa polarisation en caractéris-

tique 0 . A lors les polynômes det(1- tF ; Hrl(X)) sont à coefficients entiers et

indépendants de l .

On dit que X propre sur F se remonte en caractéristique 0 s’il existe

un anneau de valuation discrète A d’inégale caractéristique et de corps résiduel

et un schéma propre et plat Z sur spec A dont la fibre au-dessus du point

fermé soit isomorphe à X . Si X est lisse, Z est lisse sur spec A , On dit que X

projective se remonte avec sa polarisation, si on peut trouver un schéma Z , comme

ci-dessus, projectif sur specA qui induise sur X un multiple du plongement pro-

jectif donné.

2. Géométrie des pinceaux

Soient k un corps, X une sous-variété fermée lisse et connexe de

l’espace projectif sur k de dimension N . L’ensemble des hyperplans de PN est

paramétré par un espace projectif P . Pour s 6 P , on pose Y = X n s . Le

lieu X = { s E P ) 1 Y 
s 

est singulier) est appelé la variété duale de X . Un

pinceau de sections hyperplanes de X , ou simplement un pinceau, consiste en la

donnée d’une droite projective P~ c i.e. d’un point fermé de la grassmanienne

Gr(1,pN) , tel que S = X soit fini et tel que, pour tout sES, Y ne
s



possède qu’un seul point singulier. Un pinceau d’hypersurfaces de degré d est un

pinceau de sections hyperplanes du d-ième multiple du plongement i . L’axe d’un

pinceau d’hyperplan est l’intersection commune des hyperplans du pinceau. On dit

qu’un pinceau est de Lefschetz si pour les valeurs exceptionnelles s ~ S du para-

mètre, le point singulier de Y est un point singulier quadratique ordinaire ~]
et si l’axe dupinceau est transverse à X . Le plongement i : X ~ P est dit

de Lefschetz s’il existe un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes.

PROPOSITION 2.1.- a) Le carré du plongement i est de Lefschetz.

b) L’ensemble des pinceaux de Lefschetz est ouvert dans l’ensemble des points

fermés de 

c) Soient Y une section hyperplane lisse de X et la sous-

variété des droites de P passant par Y . L’ensemble des pinceaux de Lefschetz

est ouvert dans l’ensemble des points fermés de ouvert dense si

X P est un plongement de Lefschetz.

d) Si le plongement i : X ~2014" P est de Lefschetz, un point fermé de 

est un pinceau de Lefschetz si et seulement s’il est en position générale par
v

rapport à X .

Voir [8] pour la démonstration.

3. Cohomologie des sections hyperplanes

3.1. Le théorème de Lefschetz facile. Soient k un corps algébriquement clos,

X - -~ i p N une sous-variété fermée lisse et connexe de dimension n + 1 de l’es-

pace projectif à N dimensions sur k et Y une section hyperplane lisse de X.

Alors pour tout nombre premier ~ premier à la caractéristique de k, l’homomor-

phisme de restriction



est bijectif pour i  n et injectif pour i = n .

(Voir [9] et [ 16] pour le cas de la cohomologie i-adique et [2] pour le cas

de la cohomologie transcendante (cohomologie "ordinaire").)

3.2. Le théorème de Lefschetz difficile. Soit X une variété projective purement

de dimension n+ 1 sur un corps algébriquement clos k. Soient u E 

~ premier à car(k) , la classe de Chern du fibré 0 A (i) et

L : H°(X,Q ) - H+2(X,l[1]) la multiplication par u . On note (LV) la

propriété :

(LV) Pour tout r tel que 0 s r ~ n , l’application

est bijective.

Lorsque k = C et lorsque X est lisse, la cohomologie ordinaire à coeffi-

cient dans ~ possède la propriété (LV) (cf. [18] pour une démonstration utili-
sant la théorie des variétés kähleriennes). On en déduit par le théorème de compa-

raison t13~ que la propriété (LV) est satisfaite lorsque X est lisse et k

de caractéristique zéro et par le théorème de spécialisation ~13~ que la propriété
(LV) est satisfaite si X est lisse et se remonte avec sa polarisation en caracté-

ristique zéro.

Soit maintenant X une variété projective de dimension n + 1 lisse et

connexe sur un corps fini F , qui se remonte en caractéristique zéro. Alors X

possède la propriété (LV) . On en déduit les équations fonctionnelles pour

0 s r ~ n :

4. La cohomologie évanescente

Soient k un corps algébriquement clos, X ~ P une sous-variété fermée

de dimension n + 1 , lisse et connexe de l’espace projectif sur k , qui se



refonte en caractéristique zéro, Y une section hyperplane lisse. Le cup-produit

induit sur Hn(Y,Ql)) une forme bilinéaire non dégénérée (la dé-

monstration de cette propriété utilise (LV) pour X et pour Y [9]). on a donc
une décomposition orthogonale

Le sous-espace E ~2014" H (Y,~ ) est appelé l’espace de la cohomologie évanescente~ ~ 20142014’~2014201420142014201420142014~20142014201420142014201420142014201420142014-~~~~’~20142014~~~--~~20142014201420142014!20142014~~.20142014.~~~~~

Soient maintenant X une sous-variété fermée de dimension n + 1 lisse et

connexe de l’espace projectif P N sur un corps k , k - une clôture algébrique

de k ~ X = X~. k . Soient (Y ) , 
un pinceau rationnel sur k , S l’en-

’ ~ 
s ~ P’

semble des valeurs exceptionnelles du pinceau. Pour tout point géométrique s de

F. - S (a valeur dans k ) Y_ est une section lisse de X et
’ s

s !2014~ H (Y_, ~ ) e~t un système local au sens étale sur P - S . Si s est
s ~ . o

un point géométrique fixe de P - S , ce système local est décrit par une action

de n ~ (P - S, 2014 s ) sur H 
Y1 
(Y_ ,~ ) appelée action de monodromie globale.

t ! 0 S ~ 2014201420142014201420142014201420142014201420142014~

0

On a une suite exacte : 
_

où 1(P1 k - S_) est le 1 géométrique, obtenu après extension des scalaires

à k . La restriction de la monodromie globale au 1 géométrique est appelée

monodromie globale géométrique.

Le système local s ~ Hn(X,l) s’identifie à un sous-système local de
s ~

S t--j ~~~ (3.1) et l’action sur ,~ ~ se

_ 

o 
_

factorise par Gal(k/k) et s’identifie alors à l’action naturelle de Gal(k/k)

sur 



Lorsque X se remonte en caractéristique zéro, la décomposition

Hn(Yso,Ql) = Im(Hn(X,Ql) ~ Hn(Yso ,Ql)) ~ Enl est préservée par l’action de la

monodromie.

PROPOSITION 4.2.- Si car(k) ~ 2 , si X se remonte en caractéristique zéro et

si 

s ~ P1 
est un pinceau de Let’schetz, Hn(X,Ql) s’identifie aux points

fixes de ,Ql) sous l’action de la monodromie géométrique.

Voir [ ~~ pour la démonstration.

Etudions l’action de la monodromie sur la cohomologie évanescente. Notons

(resp. le groupe des similitudes (resp. des automor-

phismes) de la forme bilinéaire sur Enl induite par le cup-produit. Ce sont aussi

les points rationnels sur ~~ de groupes algébriques définis sur ~~ et notés

et Aut(E~~ . On a une suite exacte

donnant lieu à une suite exacte

Notons X : Gal(k/k)  ~~ le caractère décrivant l’opération de Gal(k/k) sur

Ql[1] . La monodromie induit sur Enl des similitudes et on a un diagramme commu-

tatif à lignes exactes :

où p (resp. p ) } est la représentation de monodromie (resp. géométrique).



THÉORÈME B.- On suppose que car(k) ~ 2 et que X se remonte en caractéristique

zéro avec sa polarisation. Il existe un entier do > 0 , tel que, pour tout nombre

premier 1 premier à car(k) , tout entier d ~ do et tout pinceau de Lefschetz

d’hypersurface de degré d, l’image de P (4.3) soit dense pour la topologie de

ZaEiski dans Aut(E~) .
Pour n impair, on peut prendre d o = 1 et le théorème B dans ce cas est

dû à Kajdan et Margoulis. Pour n pair, le théorème B est dû à P. Deligne. La

démonstration de ce théorème est indiquée au n° 6.

5. Théorème B ~ Théorème A

5.1. Soit i : X ~ PN une sous-variété fermée lisse et connexe de dimension

n + 1 d’un espace projectif sur un corps fini F de caractéristique / 2 , qui

se remonte en caractéristique zéro. Quitte à remplacer i par un multiple conve-

nable, on peut supposer que i est un plongement de Lefschetz (2.1) et que l’entier
d du théorème B est égal à 1 . On se propose de démontrer le théorème A pour X

et pour cela on raisonne par récurrence sur la dimension de X , l’assertion étant

triviale lorsque cette dimension est nulle.

5.2. On se ramène tout d’abord au cas où i : X 2014* PN possède un pinceau de

Lefschetz rationnel sur Fq ayant une section lisse rationnelle sur F . En effet,
il existe un entier m tel que pour tout m ~ m , il existe un pinceau de

Lefschetz rationnel sur ayant une section lisse rationnelle sur F q m (2.1).

Si on sait démontrer le théorème A sous cette hypothèse supplémentaire, on en

déduit que pour tout mo et tout r , les polynômes det(1- tFm q ;H~(X)) sont

à coefficients entiers et indépendants de £ . . Il en résulte facilement le théo-

rème A pour X .

5.3. Soit donc (Y ) s 
s 

, 
un pinceau de Lefschetz rationnel sur , sEP - S ,



deg(s ) = 1 , et s un point géométrique au-dessus de s à valeurs dans F .

D’après le théorie de Lefschetz facile (3.1), on a des isomorphismes, compatibles

avec l’action du Frobenius

V

Utilisant alors 3.2.1, on voit que l’hypothèse de récurrence entraîne que les

polynômes det(1 - tF q sont à coefficients entiers indépendants de 1

pour r / n , n+1 , , n +2 .

5.4. Il suffit alors de montrer que les polynômes det(1 - tF ; sont à

coefficients entiers et indépendants de l . . En effet, en vertu de 3.2.1, on en

déduit que det(1 - tF q ;H. ~ (X)) est à coefficients entiers et ne dépend pas de

~ et en utilisant la fonction ,(X,t) (1.2) on en déduit que

det(1 - tF q ;H‘+1(X}~ est à coefficients entiers et indépendants de £ .

5.5. Pour tout s E P1 - S , on a une section lisse Ys définie sur le corps

résiduel x(s) de X s = X ~~, x(s) . Notons F s la substitution de Frobenius

q

relative à x(s) . La décomposition 4.0 fournit la relation

5.5.1. det( 1 _ tF ; Hnl(Ys)) = det(1 - tFdeg(s)q ; Hnl(X))det(1 - tFs ; Enl,s) .

Le deuxième facteur du deuxième membre peut encore s’interpréter ainsi :

Pour tout s E S , on a un homomorphisme Gal(F /n(s)) ~ 1(P1 - S , s )
défini à conjugaison près. L’image de F par cet homomorphisme est encore notée

s

F . Elle est définie à conjugaison près dans i~ A 1 (P1 - S , s ) . On a de plus las ) 0

représentation de monodromie p : 1 (P1 - S so) ~ Sim(Eln)(Ql) et on a

PROPOSITION 5.6.- Soient P( t) = n i (1 - et Q(t) = n J (1 - 03B2 jt) deux polynô-

mes tels que les o". et les 9. soient des unités d’une extension algébrique
*~~~***~*’~*~’ -" ’***~**"



finie Q’l de Ql . Pour tout fermé s E P1 - S posons

(~ - (1 - Si pour tout point
i 1 j 

. J 2014201420142014201420142014201420142014201420142014

fermé s E P1 - S , pdeg(s)(t) divise tp(F ) ; En) , alors

pet) divise Q(t) . ..

5.7. L’assertion Théorème B ~ Théorème A résulte de 5. 6

En effet, 5.6 caractérise det(1 - tF ; Hnl(X)) comme étant le plus petit

commun multiple des polynômes P(t) = li (1 - a.t) , Ci. 
1 

unités dans la clôture

algébrique , tels que divise pour tout s E P1 - S , les poly-

nomes à coefficients entiers et indépendants de £ , , det(1 - tF ; Hnl(Ys)) .
5.8. Démontrons la proposition 5.6. Par récurrence sur le degré de P, on peut

supposer que P(t) = (1 - et par l’absurde, on peut supposer que r~ ~ 0.
pour tout j. Comme tx est une unité l-adique, il existe un et un seul caractère

continu c- ~ 03B103C3 de 1 (P - S, s ) dans Q’l* tel que pour les Frobenius

F , , s E P1 - S , on ait

Le Î:1 géométrique est contenu dans le noyau de ce caractère. Comme cx pour

tout j, l’ensemble des cr tels que 03B103C3 ~ 03B203C3j pour tout j , est un ouvert U

non vide stable par translation à droite par le H 1 géométrique. Donc, pour tout

s tel qu’un conjugué de F soit dans U . est racine de

Enl) . D’après le théorème de Cebotarev [1’2], les conjugués des F
sont denses dans 1 (P1 - S, so) . ° Donc, ’ pour tout 03C3 dans U, , est racine

de det(1 - Enl) . En particulier, soit ô EU ; ; 03B103C3o est racine de

det(1 - E~) pour tout élément T du II1 géométrique. D’après le théo-



rème B, l’image par p du II. géométrique est dense dans Aut(E ) pour la topo-

logie de Zariski. Donc est racine de det( 1 - E~~ pour tout

v E On se convainc facilement que c’est idiot.

6. Démonstration du théorème B

6.1. Réduction à la caractéristique zéro. Soient k un corps algébriquement clos

de caractéristique ~ 2, A un anneau de valuation discrète complet dont le corps

des fractions soit de caractéristique zéro. Soient X un sous-schéma fermé lisse

et connexe de dimension n + 1 sur spec(A) de X la fibre spéciale,

X_ la fibre générale au-dessus d’un point géométrique générique de spec(A) .
Yi

Soit (Y ) 
sEP 

1 
(k) 

un pinceau de Lefschetz pour X . Alors ce pinceau se remonte

en caractéristique zéro et s’étend en un pinceau paramétré par P avec un lieu

exceptionnel SA fini et étale sur spec(A) . La cohomologie évanescente pour ce

pinceau est un système local sur P. - SA [ 133 . On peut montrer que l’action de

moncdromie de SA) sur la cohomologie évanescente est modérément rami-

fiée [ 9~ . On a un diagramme

où, faute de préciser les points bases, les flèches ne sont pas définies qu’à auto-

morphisme intérieur près ( mr indique la ramification modérée). On a aussi un
théorème de spécialisation qui affirme que ces flèches sont des isomorphismes [17].

Par suite, les images dans Aut(E~~ de l’action de monodromie de la fibre spéciale

et de la fibre géométrique générale sont égales. On est donc ramené à démontrer le

théorème B lorsque car(k) = 0 .



De plus, par application du principe de Lefschetz, on peut supposer que

k = C .

6.2. Réduction à la cohomologie transcendante. Notons 03A01 (P1 - S, so) le groupe

d’homotopie des lacets, L : : S , so) ~ 1(P1 - S, so) l’homomorphisme

canonique dans son complété profin i, En l’espace de cohomologie évanescente

sur Q , Pt: : 03A01(P1 - S , s ) -+ l’opération de monodromie transcen-

dante. On en déduit une action IdQl de 03A01(P1 - S , s ) sur En ~Q Ql . Il

résulte du théorème de comparaison qu’il existe un isomorphisme En ~Q Ql ~ Enl
compatible avec les monodromies ~13~.

Notons M(En) la fermeture de Zariski de S, s ) ) dans Aut(En) ,

Der(En) l’algèbre de Lie de l’algèbre de Lie de M(En) , sous-

algèbre de Der(En) . Comme la formation de la fermeture de Zariski commute à
l’extension des scalaires, il suffit pour démontrer le théorème B de montrer que

M(En) = Aut(En) .

6.3. La formule de Picard-Lefschetz. Soient S = s~,...,sm les valeurs exception-

nelles du pinceau de Lefschetz (YS) 
s ~ P1 

. Choisissons des lacets a‘. qui engendrent

S, s ) et qui, pour tout j , tournent autour de s.. Quitte à prendre

un multiple convenable du plongement il existe, pour tout j , des

éléments En tels qu’on ait pour tout x E En la formule de Picard-Lefschetz :
, "

6.3.1. ° pt ( ~. ) C x) - x - (-~ )k(x u s . J )s . J , n = 2k ou 2k + ~ , ,

avec (d . U ~ . ) - (-1)~2 si n = 2k .
J J

Les éléments &#x26;. sont uniquement déterminés, au signe près, par ces proprié-
J

tés. Ils engendrent la cohomologie évanescente. Ils sont conjugués sous l’action

de la monodromie. (Cf. [6] pour le cas transcendant, et [9] pour le cas étale.)



On en déduit en particulier que dans le cas n pair, M(En) comporte des

symétries. Pour démontrer le théorème B, il suffit donc de montrer que

= 

~.4. Semi-simplicité. Il résulte de la formule de Picard-Lefschetz et du fait que

les cycles évanescents sont conjugués et engendrent En que la représentation de

B 
sur est absolument simple.

PROPOSITION 6.4.1.- a) Si n est impair, 3) C est une algèbre simple,

En est un absolument simple.

b) Si n est pair, deux cas seulement sont possibles :

1 ) est semi-sim-rle, C ~ vk où V est un @ C - module sim-

2) est abélienne, En est un semi-simple.

Supposons n impair. Il résulte de la formule de Picard-Lefschetz que M(En)

est engendré par des éléments unipotents et par suite M(En) est connexe. Donc

En est absolument simple. Le centre de opère scalaire-

ment. Comme il doit préserver une forme alternée, le centre est nul, d’où a).

Supposons que n soit pair. Notons MO(En) la composante neutre de 

Le radical unipotent de M°(En) est trivial. Donc est réductif. Soit

C - ~ V- («~ une décomposition de En en modules isotypiques sous M°(En~ (C~ .
a 

a

Le groupe opère sur l’ensemble des ar . Comme E" est un M(En)-

module absolument simple, l’ensemble des cx est un espace homogène sous

et ne dépend pas de Mais est engendré par

des symétries et les symétries laissent des hyperplans fixes. Si l’ensemble des



c~ n’est pas réduit à un élément, on a = 1 pour tout Qf ; d’où k = 1
Cf 

-

et = 1 . Par suite /6(E~) est abélienne. Sinon, on a C:I V~ .

Le centre de opère scalairement. Comme il préserve une forme bili-

néaire non nulle, ce centre est contenu dans ~-1 , +1) ; d’ou b).

6.5. Un lemme sur les algèbre s de Lie

LEMME 6.5.1.- Soit w :o~ -~ gl(V) une représentation simple et fidèle d’une

algèbre de Lie semi-simple complexe. Soit U 6 ~ .

a) Si w(U) = 0 et si dim Im w(U) = 1 , trois cas seulement sont possibles

1) ~ ~. sl et w est la représentation usuelle.

2) q~ ~. si et w est la représentation contragrédiante de la représentation

usuelle.

3) d I sp et w est la représentation usuelle.

b) S’il existe une forme quadratique non dégénérée invariante par w , si

= 0 et si dim Im w(U) = 2 , deux cas seulement sont possibles

1) o~ 21 so et w est la représentation usuelle.

2) et w est la représentation sur les nombres de Cayley purs

La démonstration de ce lemme se fait en inspectant les tables 14].

6.6. Fin de la démons’tra.tion du théorème B dans le cas n impair. Soit 6. un

cycle évanescent relatif au lacet ce, (6.3). Posons U = p (cr.) - Id . Alorstj " J

U = 0 et dim Im U = 1 . D’après 6.4.1 et 6.5.1, on est dans un des cas a.) a~)

a~). Les cas a 
1 
et a 2 sont exclus, car il y a sur En une forme alternée invariante.



6.7. Démonstration dans le cas n un énoncé intermédiaire.

Admettons provisoirement le lemme suivant (on suppose n pair) :

LEMME 6.7.1.- Pour tout multiple assez grand du plongement X ~ il existe

~I 1 (P1 - S , s ) o tel que (p t (~) - Id)2 - 0 et dim Im (p t (CS) - Id) = 2 .
Montrons que le lemme entraîne le théorème B. On pose U = pt(~s) - Id . Tout

d’abord U E ~(En) car U~ = 0 et on a E ~ C ~ V~ avec V simple et

k = 1 ou 2 (6.4.1) sinon on ne pourrait pas avoir dim Id) = 2 et

on ne peut avoir abélienne car U E ~(En) est un nilpotent non trivial.

Supposons k = 2 . La forme quadratique de En induit sur V une forme quadrati-

que qui est soit nulle, soit non dégénérée car V est simple. Comme

dim Im(U)(V) = 1 , on a d’après le lemme 6.5.1 c~(En) ~ C ~ sp(V) ou sl(V) et

il ne peut y avoir sur V une forme quadratique invariante. Donc V est totale-

ment isotrope. Il existe s E M(En)/Mo(En) tel que sV n V = 0 car En est

simple sous M(En) . La forme quadratique sur En fournit une forme symétrique

non dégénérée sur V , b(x,y) = x U sy .

La forme b(x,y) fournit un isomorphisme de sV avec le dual V* de V .

Comme C ~1 V , on a un isomorphisme de V avec son dual ce qui exclu le cas

U~(,(En) ® C = sl(v) avec dim V > 2 . On a donc, d’après 6.5.1 1 a),

~) sp(V) . Comme Sp(V) n’a pas d’automorphisme extérieur,

M(En)(C) est un quotient de Z x Sp(V) où Z est un groupe fini isomorphe au

centralisateur de Sp(V) dans M(En)(C) . La représentation simple

M(En)  Aut(En) fournit une représentation de Z x Sp(V) du type L @ V où

L est une représentation simple de degré 2 de Z . Les formes bilinéaires

invariantes sur L0 V sont uniques à un scalaire près. Il existe sur L une



forme bilinéaire invariante par l’action de Z et sur V une forme ’bi-linéaire

alternée invariante par l’action de Sp(V) . Le produit tensoriel de ces deux
formes est symétrique et invariant par l’action de Z x Sp(V) . Donc la forme

bilinéaire sur L est alternée. Mais alors, les opérations de Z x Sp(V) sur

, E’n ~ C sont unimodulaires, ce qui contredit le fait que ce groupe contient des

symétries.

On a donc k = 1 . Supposons M(En) ~ C = g2, la représentation étant sur les

nombres purs de Cayley. Le groupe G2 opère transitivement sur les vecteurs de

longueur 1 . Donc contient toutes les .symétries et par, suite e.st égal

au groupe orthogonal, contradiction. On a donc @ C = so(En @ C) . Donc

M(Erl~ - Aut(En) .

6.8. Changement de pinceaux. Le système local de la cohomologie évanescente sur

P1 - S est la restriction à P1 - S du système local de la cohomologie éva-

nescente sur PN - X (cf. 2). D’après un théorème de Lefschetz [10], l’applica-

tion naturelle II (P - S) ~ 03A01(N - X) est surjective. Il suffit donc de cons-

truire un lacet dans P -X qui fournisse l’opération demandée sur En dans

le lemme 6.7.1 pour démontrer celui-ci. Mais on peut prendre alors l’image d’un

lacet provenant d’un pinceau qui n’est pas nécessairement un pinceau de Lefschetz.

6.9. Monodromie locale. Soit f : Cn+1 -~ C un germe de fonction holomorphe à

l’origine tel que f(0~ - 0 et que 0 soit un point singulier isolé pour f .

B 
E 

une boule centrée en 0 de rayon E petit. Pour ’~ très petit / 0 ,

T~ ~2014~ Hn(f-1 B , Q) est un système local sur le disque pointé et est donc
E

décrit par un automorphisme mf d’un espace vectoriel E f appelé automorphisme

de monodromie loale.



PROPOSITION 6.9.1.- La monodromie locale ne dépend que de la classe d’isomorphisme

de la singularité 0 de~ f (0)

En effet la classe d’isomorphisme du germe de morphisme f : C -~ C ne dépend

que de la classe d’isomorphisme analytique de la singularité de 0 dans f (o) .

THEOREME 6.9.2 (N. A’Campo) U].- Lorsque n = 1 et f = (y2 - x3)(x2 - y3) ,

on a

a) le polynôme caractéristique det(tmf - 1 ; E ) est (t - l)(t +l) .-2014201420142014- 
2 

.

- 
t + 1 ,

b) Le polynôme minimal de m est (t " u(t+ 1) 20142014201420142014- .

En particulier, m est unipotent et dim 1) = 1 .

THÉORÈME 6.9.3 (Thom-Sebastiani) [15].- Soient f : C et g : C

deux germes de fonctions holomorphes en 0 tels que f(0) = g(o) =0 et tels que

0 soit un point singulier isole pour f et g . Alors E = E et
’ ’ *~~ .~201420142014 i +g i g 20142014

m-. = m .
f+g f g

De ces deux théorèmes, on déduit

PROPOSITION 6.9.4.- Pour f : C~ -~ C , n ~ 2 , défini par l’équation

o n a 
’

1) dim 22 . °

2) m+, n’a pas la valeur propre 1 .

3) dim Im(m30f - Id)) = 2 , (m30f - Id)2 = 0 .

6.10. Fin de la démonstration. Soient Z une variété analytique (lisse), C une

courbe, 0 un point de C , z E Z , f : Z - C une application holomorphe
o



telle que

a) f soit propre, lisse en dehors de z , f(z ) = 0 ;
b) la singularité de f-1(0) en z soit analytiquement isomorphe â celle dé-

o

crite en 6.9.4.

Pour ~ E C , posons Z ~. f 1 (’~ ~ . On a une suite exacte compatible avec

l’action de monodromie autour de 0 [~11] :

Par définition la monodromie agit trivialement sur et Hn+1 (Z ) . On en
o o

déduit (6.9.4, 2) et 6.9.1) un isomorphisme H~(~)~H~(z ) CE compatible avec

l’action de la monodromie. Si mf désigne l’automorphisme de monodromie sur

H~(~) , on a :

Pour terminer la preuve du lemme 6.7.1, il suffit, vu (6.8), de construire

un pinceau d’hypersurfaces de degré d présentant pour une valeur so du para-

mètre, une singularité analytiquement isomorphe à celle décrite en 6.9.4.

D’après [3], il suffit pour cela que l’équation locale de l’intersection, coïncide

avec l’équation de 6.9.4 à un ordre M assez grand ( il suffit de prendre M ~ 13 ).

Ceci peut toujours se faire en prenant d assez grand (il suffit de prendre

d ~ 13 ).
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