
SÉMINAIRE N. BOURBAKI

PIERRE CARTIER
Problèmes mathématiques de la théorie quantique des
champs II : prolongement analytique
Séminaire N. Bourbaki, 1974, exp. no 418, p. 1-33
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1972-1973__15__1_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1974, tous
droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SB_1972-1973__15__1_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


PROBLÈMES MATHÉMATIQUES DE LA THÉORIE QUANTIQUE

DES CHAMPS II : PROLONGEMENT ANALYTIQUE

par Pierre CARTIER

1

Séminaire BOURBAKI

25e année, 1972/73, n° 418 Novembre 1972

Dans le premier exposé de cette série [1], après avoir décrit la structure

générale de la Mécanique Quantique, on a caractérisé le champ libre selon Segal,

et esquissé les méthodes de Glimm-Jaffe et Segal pour construire le champ de type

(~4~ 2 (interaction en cp , à 2 dimensions d’espace-temps). Depuis, Nelson

[5,6,7,8] a introduit une méthode nouvelle très puissante qui permet d’associer

un champ quantique à certaines distributions aléatoires satisfaisant à une pro-

priété markovienne. Le champ quantique est situé dans l’espace-temps M4 avec la

métrique de Minkowski x~ + x~ + x2 - t2 , , alors que la distribution aléatoire de

Nelson se trouve dans l’espace euclidien E4 avec la métrique + x; + x~ + t2 .
On passe de l’un à l’autre en changeant t en it avec i = -1 ; heuristique-
ment ce passage transforme les intégrales de Feynman (qui n’existent pas stricto

sensu) en des intégrales par rapport à de vraies mesures positives sur des espaces
fonctionnels. La méthode de Nelson est en plein développement ; Rosen, Guerra et

Simon [3,14] entre autres ont appliqué les méthodes de la mécanique statistique
à la distribution aléatoire de Nelson et obtenu des résultats prometteurs. Nous

espérons revenir là-dessus dans l’avenir.

Voici le plan de l’exposé. Dans la première partie, nous indiquons les argu-
ments heuristiques de Schwinger (10,11~ et Symanzik ~16,17,18~ qui conduisent par
prolongement analytique à associer à un champ quantique une mesure dans un espace

fonctionnel sur tE4 . La deuxième partie est un résumé de la théorie de Wightman
[15] qui justifie les prolongements analytiques nécessaires. Enfin, la troisième

partie est consacrée à décrire la méthode de Nelson.



§ 1. Considérations heuristiques

1.1. Equation du champ

Soit le champ associé aux mésons de masse m en interaction

quartique. Tour chaque x= (~ t~ dans l’espace-temps ? (on note ~ un vecteur de

l’espace euclidien ~3 et t le temps), est un opérateur auto-adjoint

dans un espace de Hilbert K et l’on a l’équation d’évolution

et les relations de commutation canoniques à temps fixé

On note comme d’habitude par un point la dérivée par rapport au temps et 0394 est

le laplacien dans E 3 ; de plus, g est une constante positive et le système

d’unités choisi est tel que h = c = 1 .

Les équations précédentes sont ambiguës. En effet, la présence de la "fonc-

tion" de Dirac à dans (3) indique que cp(x,t) est en réalité une distribution

en x , et le cube doit donc être défini par régularisation. Formelle-

ment, l’équation (1) se résout comme suit : on se donne une solution des relations

de commutation

puis on construit un opérateur auto-adjoint H, l’hamiltonien, tel que

enfin, le champ à l’instant t est donné par



On a donc les conditions initiales

De plus, on souhaite que E soit positif, et qu’il existe un vecteur de

norme 1 , défini à la multiplication près par une constante de module 1 , qui

satisfasse 0 . L’état correspondant est le vide physique.

1.2. Définition des fonctions de Schwinger

Supposons qu’on ait rempli le programme précédent (ce que personne ne sait

faire complètement). La valeur moyenne dans le vide d’une variable qutique A

est (A) = En principe, les quantités physiques mesurables dans une

expérience de diffusion nucléaire peuvent se calculer à l’aide des fonctions de

Green G~ (x~ ;...; x ) dont nous rappelons la définition.

Soient x1 = (x1, t1) ,..., x = (x ,t ) des points de M ; ; supposons

d’abord que les temps t1,...,tn soient deux à deux distincts ; il existe une

unique permutation (j~,...,jn~ de (1 2 ... n) telle que t ~ 1 > ... > t.. 
.

On pose alors

La définition de G est analogue et utilise cette fois l’inégalité

t .  ...  t , . On peut alors prolonger la définition de G± (x1 ;...; x )
~l ~n ~

au cas où les arguments x1,...,xn sont deux à deux distincts de manière à

avoir les propriétés:

a) chacune des fonctions G± (x1 ;...; x ) dépend symétriquement de x1,...,xn ;~ n -’ n

b) pour tout élément A du groupe de Poincaré P~+ (cf. 2.1), on a



("invaria.~nce relativiste") ;

D’après (7) et l’ invariance du vide e-itH03C8 = Y , on a
. , o o ,

chaque f ois que
Supposons d’abord qu’on ait t1 > ... > t. Comme l’opérateur H est positif,

on peut définir les opérateurs e 1( t~-t~+~ ~ ~ H pour j = 1,...,n-1 1 et com-

plexe avec Im C S 0 . Utilisant (i1) et la propriété de symétrie de G , on en

déduit l’existence d’une fonction H(x~ ;...; holomorphe pour Im ~  0

avec les valeurs au bord G (x’ , 03B6t1 ;...; f , pour C > 0 et

G-(x1 ,03B6t1 ;...; x , pour S  0 . Les f onctions de Schwinger sont définies
- 1 ) n n ~~~~~~2014~~~*~2014~’~2014~~~~~~20142014*~~~~~-~

par

De manière heuristique, on a remplace t ,...,t par -it ,...,-!t dans

G (x. ;...; x ) ou G (x. :...; x ) ; on doit considérer S comme définie dans
+ 1 n - 1 n n

l’espace euclidien !E z}.

1.3. Propriétés des fonctions de Schwinger

Par prolongement analytique des propriétés de G , on "démontre" les proprié-

tés suivantes des fonctions de Schwinger :

a) S (x ;...; x ) est fonction symétrique des arguments distincts x.,... x .

n ) n ~*~~~’~~~***********" 1 n

b) les fonctions S sont invariantes par le groupe des déplacements de l’espace

euclidien E ~. ;

c) on a S = 1 , S = 0 et le système infini d’équations (pour n ~ 2 )



Dans cette équation, ~ est le laplacien dans E4 l’indice 1 de ~ indique

que cet opérateur agit sur le premier argument de S 
n 

et le chapeau sur x.
signifie qu’il faut omettre cette variable.

Lorsque g > 0 , l’équation (13) pose de grosses difficultés, car il faut

d’abord prolonger la définition de Sn au cas d’arguments égaux, et il y a cer-

tainement des singularités sur ce lieu. Une solution perturbative de (13) est une

série formelle en g satisfaisant formellement à cette équation. On peut donner

des prescriptions précises de renormalisation pour décrire une telle solution ;

on consultera Symanzik [18] sur ce sujet.

Au lieu de la suite des fonctions S (x1 ;...; x ) , Schwinger introduit aussi
la fonctionnelle génératrice

De manière générale, la dérivée fonctionnelle F x(u) = -=- est définie par
x 

la f ormule

et l’on pose F (u) = --= =-- F(u) , etc... Avec ces notations, on déduit de
~ 5u(x) ôu(y)

(13) l’équation

et l’on retrouve S par la formule
n

Dans le cas général, il est douteux qu’une solution (S ) de (13) rende la série
n

(14) convergente pour suffisamment de "fonctions tests" u ; il est plus rai-



sonnable de partir d’une solution J(u) de l’équation (16) et de définir S

par (17) ; on peut espérer obtenir ainsi une solution de (13).

Un cas où tout ceci fonctionne parfaitement est celui du champ libre g = 0 .

Notons G la solution élémentaire de l’opérateur - ~ + m et posons

Les fonctions de Schwinger sont alors données par S =0 et
m

avec une sommation étendue aux permutations (i(1) ... i(m) j(1 ) ... j(m)) de

( 1 ...2m~ telles que  ...  i(m) ,  j(1) ,..., i(m)  j(m) . Cette
relation compliquée équivaut à

1.4. La méthode du champ euclidien

Schwinger et Symanzik ont considéré les solutions de l’équation (13) de la

forme

Dans cette équation, c~E et ~rE sont deux champs hermitiens (c~E(x~~ - 
définis sur l’espace euclidien ~4 et ’~E un vecteur de norme 1 dans l’espace

de Hilbert H où agissent et ; on impose les relations

Il est facile de donner une version plus rigoureuse de ces relations en rem-

plaçant les Sn par la fonctionnelle J(u) et les champs et par

les opérateurs unitaires A et B définis formellement par
u u 

"



On prend pour fonctions tests les éléments de de Schwartz.

Les équations (21) à (23) prennent alors les formes respectives

La définition de demanderait quelques élucidations. Enfin, il est raison

nable de postuler que les opérateurs A et B sont fonctions fortement conti-

nues de u 6 S .

Pour qu’on puisse représenter J sous la forme (24), il est nécessaire et

suffisant que ce soit une fonction continue de type positif sur S . D’après le

théorème de Minlos, il revient au même de dire que J est la transformée de

Fourier d’une mesure de probabilité ~, sur le dual S’ de S . En formulant

explicitement les propriétés des puissances régularisées , on aboutit

â l’énoncé suivant du problème :

Construire une mesure de probabilité ~, sur S’ et des applications

~,-mesurables T r-~ :Tn: de S’ dans lui-même, satisfaisant aux conditions

suivantes :

est invariante par le groupe des déplacements de E 4

b) Le support de :Tn: est contenu dans celui de T pour tout n z 0 et

p-presque tout T .

c) Pour n Z 1 , u 6 S et ~,-p~ resque tout T E S’ , on a :T°: =1 , , :T~: - T
et 

_



pour tout et toute fonctionnelle mesurable et positive F sur S’ . (’)

Si W et les puissances :Tn: sont ainsi définies, on construit le champ

euclidien par une méthode due à Gelfand [2]. On pose H = L~(S’ ,~,~ est

la fonction constante 1 sur S’ ; de plus, on a

pour T E S’ et 

1.5. Epilogue

Le problème initial était la résolution de l’équation d’évolution

et la dérivée temporelle $ satisfont aux relations de commutation canoni-

ques (2) et (3). De plus, ~ satisfait implicitement à un certain nombre de condi-

tions, dont la meilleure expression est donnée par les axiomes de Wightman

(cf. 2.2), et il s’agit de formuler précisément les exigences requises par les
, n

puissances :cp : .

A la fin du n° 1.4, nous avons formulé de manière entièrement rigoureuse des

conditions portant sur une mesure de probabilité ~ sur S’ ; une telle

définit une fonctionnelle J et des distributions tempérées S par
n

( } voir Notes, page 27.



et (S ) est une "solution" des équations de Schwinger (13) (qui sont mal défi-

nies). Connaissant les fonctions de Schwinger S , on pourrait essayer de recons-
n

truire par prolongement analytique les fonctions de Green et les

valeurs moyennes de vide ~c~(x1 ~ ’ ’ ’t~(xn~ ) , d’où le champ tp(x) par la méthode

de Wightman (cf. 2.3).

La situation est actuellement la suivante. Nelson a donné une méthode directe

(sans passer par les fonctions S ) pour associer un champ quantique cp au sens

de 2.2 à toute mesure de probabilité  sur S’ satisfaisant à un certain nombre

de conditions énumérées en 3.2 et 3.3. Pour l’instant, on ne sait pas construire

de solution au problème posé en 1.4, encore moins vérifier les conditions de

Nelson, ni montrer en quel sens le champ cp de la construction de Nelson résout

le problème initial. ( ? )

§ 2. La théorie des champs selon Wightman ’

2.1. Géométrie de l’espace-temps complexe

Comme d’habitude, C4 se compose des vecteurs à 4 composantes complexes

x = et l’on y définit un produit scalaire par

(33) x.y = - xoyo + + x2y2 + x3y3 .
L’espace de Minkowski M4 est identifié à l’ensemble des vecteurs à composantes

réelles, et l’espace euclidien E4 à l’ensemble des vecteurs

avec xo , x1 , x2 , x3 réels. Le cône futur V+

(resp. passé V ) 
B 

dans ~I4 se compose des vecteurs x avec x > 0 (resp.

x o  0 ) et x.x  0 . On note V + l’adhérence de V + et V - celle de V - Le

groupe de Lorentz complexe se compose des transformations linéaires dans

C 4 conservant le produit scalaire (33) ; la composante connexe de l’identité

L (c) dans se compose des matrices de déterminant 1 . Les matrices

( 2 } voir Notes, page 27.



réelles appartenant à L(C) forment le groupe de Lorentz L ; la composante

connexe L de L se compose des 039B ~ L tels que det A = 1 , A(V ) = V .
Le groupe de Poincaré complexe P(C) (resp. réel P ) se compose des transfor-

mations x ’2014* Ax + a avec A E L(C) B et a E C4 (resp. A E L et a ~ M4 ).

Notations P (C) et P pour les composantes connexes de ces derniers groupes.

Par ailleurs, soit M2 (C) l’ensemble des matrices complexes de type 2 x 2 .

On note G(C) l’ensemble des transformations X ~ AXB + C dans M 2 (C) avec

A , B , C dans M2(C) et det A = det B = 1 ; le sous-groupe G de G(c)

s’obtient en imposant les relations B = A* , C = C* . On définit un isomorphisme

y : C4 - M (C) par

On a det Y(x~ - -x.x ; de plus x 6 ~’ (resp. x ( V+ ~ > si et seulement si

est hermitienne (resp. et positive). Enfin, il existe un homomorphisme

: G(C~ -~ caractérisé par g.Y(x) = pour g E et

x E C4 ; ; le noyau de A~ se compose des transformations X t2014~ tX et son image

est P(c) . . Donc G(c) est un revêtement universel (à deux feuillets) de P~(C~ .
La restriction A de A C à G définit G comme revêtement universel (à deux

feuillets) de P+ . °
On définit ensuite des ouverts T , T’ , S , S’ et SP de (C4)n . Tout

d’abord Tn se compose des x = (x ,...,x ) tels que Im x. ( V_ pour

1 s j s n , et T’ = LJ A.T . Par ailleurs, S (resp. S’ ) se compose~ ~ ~ ~’ P

des (xl,...,xn} tels que (x1 - x2 ,x2 - x3 ,..., xn-1 
- xn~ appartienne a

~_1 ( res p. ~. Enfin, se compose des pour lesquels il



existe une permutation ce de (t 1 2 ... n) avec (x 
G,I ,...,x ) ) ~ S’ ; il

revient au même de dire qu’il existe A dans L (c) tel que

Im(Ax. - Ax ) 6 V U V quels que soient j ~ k .
J K + -

Un point (x., ...,x ) de (M ) est un point de Jost s’il appartient à

T1n . D’après Jost, ceci signifie que pour X.,...,X positifs non tous nuls le

vecteur + ... + X 
n 
x 
n 

n’appartient pas à V 
+ 

U V 
- (i.e., ’ est du genre

d’espace).

Le théorème de connexité suivant est de élémentaire niais

astucieuse ([15], page 66 et [4-], appendice ~.

PROPOSITION 1.- a) Pour tout point (x,,...,x ) de T , l’ensemble des

tels que ,...,039Bxn) ~ Tn est connexe dans °

b) L’ensemble des points de Jost est une partie ouverte connexe non vide de 

c) Soit ce une permutation de (1 2 ... n) et soit S l’ensemble des éléments

(x.,...,x ) de S’ tels que (x ,....x ) appartienne a S’ . ° Alors S est

connexe et contient un ensemble ouvert non vide de points réels.

2.2. Définition d’un champ quantique

Conformément aux principes généraux de la mécanique quantique [1], on suppose

donné un espace de Hilbert complexe! ; un état est un ensemble de vecteurs de

~ de la forme Xa avec 1 fixé et X complexe de module 1 . L’ensemble

E des états est muni de la topologie quotient évidente. On suppose que la théorie

est "relativiste", c’est-à-dire que le groupe de Poincaré P agit continuement

et "linéairement" sur 03A3 et qu’on s’est donné un état o invariant par P~+
("le vide"). Il est facile de montrer que l’action de P~+ 

t 

dans E se relève en

une représentation unitaire U de G dans K , et qu’il existe un vecteur Y



invariant par G définissant l’état 03C30 .

D’après le théorème de Stone, il existe des opérateurs auto-adjoints P ,
o

P~ , P2 , P3 , dont les décompositions spectrales commutent, et tels que

pour toute translation x = dans 

AXIOME 0 ("Condition spectrale").- Pour tout vecteur a = dans

V l’ opé=ateur auto-adjoint -a.P = est positif.+ ~-1 J J

Cela signifie que la mesure spectrale associée à Po , P~ , P~ , P3 a son

support dans V+ . Vu l’action du groupe de Lorentz, il suffit d’ailleurs

de postuler que l’hamiltonien H - P est positif.
o

Un champ quantique cp est défini par la donnée d’un sous-espace vectoriel

D de K , et pour toute fonction u E S(~) d’une application linéaire

cp(u) : D -> D qui satisfait aux axiomes suivants :

AXIOME 1.- a) E D , et les vecteurs 03C6(u1)...03C6(ur)03C8o pour r z 1 et

u1 , ...,u dans f orment un ensemb le t ot al dans K ("irré-

ductibilité").

b) Pour 03A6 , 03A6’ dans D , la forme linéaire u ~ 03A6|03C6(u)|03A6’~ sur 

est une distribution tempérée ("continuité").

AXIOME 2 ("Invariance relativiste").- Pour tout g E G , on a U(g)D = D et

g.u(x) = u(A(g)-1 .x) pour u E et x E 

AXIOME 3 ("Causalité").- Soient u et v dans tels que x - y soit du

genre d’espace (i,e, n ’ appartient .pas à V+ U V- ) pour x dans le support de

u et y dans celui de v . . Alors et ~(v) commutent.



Les axiomes 1 et 2 parlent d’eux-mêmes. D’après le principe d’Einstein, le

domaine de causalité d’un point x de ~4 est l’ensemble des points y de M 4
tels qùe y - x appartienne à V . L’hypothèse faite dans l’axiome 3 signifie
qu’aucun point du support de v n’est dans le domaine de causalité des points du

support de u et vice-versa. Autrement dit, et sont sans influence

mutuelle.

On supposera désormais pour simplifier que D se compose des sommes finies

E et que 03C6 est hermitien, c’est-à-dire

pour u réelle et ~ , ~’ dans D . On renvoie à Wightman [15J pour le cas plus

général d’un spin non nul. Il y a seulement des complications d’écriture.

2.3. Valeurs moyennes dans le vide

En appliquant le théorème des noyaux de Schwartz, on voit que pour tout

n ~ 1 , il existe une distribution tempérée W sur telle que

pour u1,...,un dans ~(~) . On nous permettra d’employer la notation symboli-
que des distributions avec des variables et d’écrire par exemple

Traduisons sur les distributions de Wightman W les axiomes 0 à 3.

L’invariance relativiste s’écrit symboliquement

pour le champ et entraîne que les distributions W sont invariantes par le groupe

de Poincaré P~+ , soit symboliquement

pour A E Z+ et a E . En particulier, on a



d’où l’existence d’une distribution tempérée W 1 sur (~M4~n ~ telle quen-

La condition spectrale entraîne alors que la transformée de Fourier de Wn-~
a son support dans + X " . x V ( n - 1 facteurs). L’axiome de causalité

entraîne que W x1,...,xj , xj+1,...,xn) et W x1 , ...,xj+1 , xj,...,xn) coin-

cident dans l’ensemble ouvert défini par la relation " 

x~ - x~+~ est du genre

d’espace ". Enfin, la définition (37) et les propriétés du produit scalaire dans

K entraînent les relations

pour N ~ 0 , u (; C , ~(M ) ,..., u ë ~((M )~) (on fait la convention

~~ 1 ).

Par les arguments d’analyse fonctionnelle rendus familiers par Gelfand, on

démontre le théorème de reconstruction de Wightman.

THEOREME 1.- Supposons donnée pour tout entier n ~ 1 une distribution tempérée

(M ) satisfaisant aux relations (41 ), (44) ~ (45). On suppose que

W (x.,...,x. , x.. 1 ,...,x ) coïncide avec W (x.,...,x.. , x.,...,x ) lorsque
-il 1 ’ 

.] j+1 n 2014201420142014201420142014201420142014 2014n 1 j+1 j n 201420142014-2014

x. - x. 
1 

est du genre d’espace, et que la transformée de Fourier de la distri-

bution W . 1 définie par (43) a son support dans V 
+ 

x ... x ’V (n- 1 fac-

teurs). Il existe alors une théorie du champ (K ,U, 03C8o ,03C6) et une seule ayant

les W pour distributions de Wightman.



2.4. Prolongement analytique

Le théorème suivant est dû aux efforts conjugues de Wightman, Jost, Hall,

Bargmann, ...

, ,

THEOREME 2.- Pour tout entier n ~ 1 , il existe une fonction holomorphe W
201420142014201420142014201420142014201420142014 n

définie dans S p avec les propriétés suivantes :

sens des distributions tempérées dans (M ) (evec y1 - y2,...,yn- 1 - y n dans V+).
b) On a M (gx,,...,gx ) =W (x,,...,x ) pour g dans P.(c) .

2014~"2014 

n 1 n n 1 n -*20142014 201420142014 ’~+

c) On a ~ (x ., ...,x ) =~(x. ,... ,x ) pour toute permutation cr (le
201420142014 n o*.l o.n n ’ ~ 20142014’"2014201420142014201420142014201420142014201420142014 2014

(1 2 ... n) .

Noter que l’ouvert SPn de (C ) n est stable par le groupe de Poincaré complexe

P (c) et le groupe des permutations de (1 2 ... n) .

Démonstration.

- (A) On introduit d’abord la distribution W _ 1 par (43). Sa transformée de

Fourier

a son support dans le cône convexe V 
+ 

x ... x V 
+ 

(n- 1 facteurs). On peut donc

définir la transformée de Laplace inverse de W , ; ; c’est une fonction H définie
n-

et holomorphe dans T , , avec W , comme valeur au bord. Il est clair qu’on a

pour t out n dans L
(B) Soit (x~,...,xn~~) ) dans T~_~ ; l’ensemble S (les 11 E L+(C) tels que

(jBx , ...,Ax .) (: Tn-1 est connexe par la prop. 1, a) et contient L~+. Comme H1 ... ,ng 2014jfi2014) ’ 

.

est holomorphe, on voi t que l’ égalit.é (47) reste vraie pour nE S c L+( C ) . Comme



l’holomorphie est locale, il existe une unique fonction holomorphe H* sur

T’ , = LJ A’T 4 y invariante par L (c) et coïncidant avec H sur T .~’’ ~’ " ~

(C) Posons H"(x,,...,x ) = H’(x,- x2, x- - x3 ,..., x -x ) pour

(x ,...,x ) dans S’ . ° Il est clair que H" est une fonction dans

S* , invariante par le groupe de Poincaré complexe P_(c) ~ admettant W comme

valeur au bord dans (M ) au sens du th. 2, a).

(D) Soient un point de S (cf. prop. 1, c) et or une permutation (le

( 1 2 ... n) . Posons y~ x. == x~ - x.~ , y. = y. - y.~ . Supposons
d’abord que x ,...,x n soient réels ; alors (x.,...,x .) et (y ,...,y _.)

~ 

sont des points de Jost. On a x. - x 
= x + ... + pour j  k ; d’après

J ~ J

la caractérisation des points de Jost, le vecteur xk - x. est donc du genre

d’espace. La fonction H" est holomorphe au voisinage des points (x ,...,x )
et (y.,...,y ) et 

d’après l’axiome de causalité. La prop. 1, b) et c), permet de prolonger analyti-

quement cette relation et la formule (48) reste vraie lorsque (x ,...,x ) et

(x .....x 
cr.n 

) appartiennent à ""n S’ . On en déduit immédiatement l’existence d’un

prolongement analytique de H" à S p = ) 
(T. S’ , invariant par les permutations

de (1 2 ... n) . C’est la fonction W cherchée.

C.Q.F.D.

On peut maintenant justifier l’introduction des fonctions de Schwinger (cf.
Ruelle [9]). En effet, on montre élémentairement que si x ,...,x sont des points

distincts de E , on a (x.,...,x ) 6 S ; on peut donc poser1 n -n

dans ces conditions. Il est clair que S est analytique réelle dans son domaine



de définition, invariante par le groupe des déplacements de E4, , et fonction sy-

métrique de ses n arguments.

L’axiome de causalité permet de justifier la construction des "fonctions" de

Green indiquée au n°1.2 ; ce sont des distributions sur l’ouvert de formé

des systèmes de n points distincts. Les propriétés a), b) et c) du n° 1.2 sont

immédiates et l’on démontre facilement le théorème limite

2.5. Les théorèmes généraux

A) L’unicité du vide ( i . e . état invariant par le groupe de Poincaré) est

équivalente a la propriété suivante d’Araki. Ruelle, Jost, Hepp, etc...

Si le vecteur a est du type d’ espace, on a

au sens des distributions tempérées.

B) L’axiome de causalité peut être remplacé par la forme plus faible sui-

vante : Fixons une fois pour toutes deux ouverts non vides Q et Q’ de M
tels que x - y soit du genre d’espace pour x E Q et y E ~2’ . Alors 

commute lorsque u a son support dans Q et v dans ~’ . .

C) Propriétés d’irréductibilité : tout d’abord, soit Q un ouvert non vide

de ~ . On prouve que l’ensemble des vecteurs ~p ( u~ ~ ...cp ( ur ~’Y o où u~ , ... , un
unt leur support dans Q est total dans! . Soit C une forme sesquilinéaire

continue sur K . Si l’on a

lorsque u a son support dans 0 et C(~,~Y ~ - C(~ ,~~ - 0 lorsque 4l est
o 0

orthogonal à 03C80 , alors il existe un nombre complexe c tel que

C(03A6,03A6’) = c03A6|03A6’~ . . La deuxième hypothèse est même inutile 



D) Théorème PCT : On a Wn(x1,...,xn) = Wn(-x1,...,-xn) pour toutes les

distributions de Wightman W . . Ur.e forme équivalente est l’existence d’un opé-

rateur anti-unitaire 0398 dans K tel que = ’Yo et cp(u )0 pour

u réelle dans (avec u-(x) = u(-x) pour x E M4 ) .

§ 3. Distributions aléatoires et théorie des champs, d’après Nelsor

3.1. aléatoires

On note un espace de probabilité et L° l’ensemble des variables

aléatoires, c’est-à-dire le quotient de l’espace des fonctions complexes mesura-

sur (03A9,F) par le sous-espace des fonctions P-négligeables. On munit L°

d’j la convergence en probabilité ; une base de voisinages de 0 dams L° est

forcée des ensembles V n = JX ~ ’ E L° ~ ’ > 1 /n]  1 ~n~ .

Une distribution ( tempérée ) aléatoire sur l’espace euclidien E4 (*) ) est

une application linéaire continue T : S(E~) --~ L° . Une version de T est une

application mesurable T de ;~,F) dans S’(IF‘~) (muni de sa tribu borélienne)
telle que T(u) soit la classe de la fonction w ~ pour tout

u E S(M4) . D’après le théorème de Minlos [2], une telle version existe toujours,

et deux versions sont égales P-presque partout. L’image de P par T est une

mesure de probabilité T sur S’ , la loi de T .

Soit T une distribution aléatoire sur ~~ . Pour toute partie ouverte U de 

on note la tribu engendrée par les variables aléatoires T(u) où u garde

son support dans U . (**) ) On dit que T est markovienne si l’on a

chaque fois que U C ~4 est ouvert, de complémentaire U et de frontière aU ,

et que X est une variable aléatoire intégrable ~(U)-mesurable.

(*) 0n peut généraliser ! t

( ) Lorsque F est fermé, on pose ~(F) = fi où U est un ouvert contenant F.
U~ F ~



5 .2 . Construction de l’ hamil tor...ien

0n suppose donnée une distribution markovienne réelle T sur E4 , dont 1a

loi de probabilité est invariante par le groupe des déplacements de E4 . 0n su -

pose que l’application T : S(E4) ~ L° se prolonge par continuité à l’espace

de Sobolev H-1(E4) des distributions de la forme f + £ % avec f , gj
dans L2(E4) . (3)

L’idée de ce n° est de considérer T comme une distribution aléatoire sur

E3 , dépendant de manière markovienne du temps t .

Posons E = L (Q , £(E ) , P) . Pour tout nombre réel t , on note At (resp.

A° ) l’ensemble des points [x ,x ,x ,x ] de E4 tels que t (resp.

xo = t ) ; on pose aussi Ht = L2(03A9 , O(At) , P) et = L2(03A9 , O(A§), 1?) . Pour

s £ t , on note Ps,t l’opérateur de projection orthogonale de Ht sur E ;
s, ~ -s

d’après la propriété markovienne appli.quée au complémentaire du fermé A ,
s

l’opérateur applique g§ dans E° , donc définit un opérateur

Pos,t : Hot ~ Hos de 1 ° évidemment

Par ailleurs, la lai de probabilité T sur S’(E4) étant invariante par

les déplacements euclidiens, le groupe de ces déplacements agit dans 1’espace

de Hilbert L2(S’(E4) , T) , donc dans 1’espace canoniquement isomorphe.!! . En

particulier, la translation [x0,x1,x2,x3]~ [x + h,x1,x2,x3] définit un opé-

rateur unitaire Th dans E . On a évidemment ThHs = TÜ° = et
- -s -s+ -s -?

Enfin, la symétrie p : ~ x , x , x,~ , x ~ ~--~ ~ -x , x~ , x2 , ~ dans ~4 induit
0 1 ~ 3 o X3

un opérateur R dans H . On a évidemment RHo - Ho et 1’on prouve facilement
-- -t = t

(33 voir Notes, page 27.



les identités

Les théorèmes connus sur les espaces de Sobolev montrent que toute distribution

à support dans l’hyperplan A° est invariante par la symétrie p

par rapport à cet hyperplan, d’où l’on déduit

Posons alors = H° . Pour tout t ~ 0 , on note P, l’opérateur** 
o t

dans ~ qui applique $ sur la projection orthogonale de T ~ 

Des formules (52) ~ (55), on déduit PsPt = et P~ = Comme

on a 1 , il existe un opérateur auto-adjoint H ~ 0 sur tel que

P = e pour tout t ~ 0 . C’est l’hamiltonien cherche.

3.3. Construction du champ 
’

Nous disposons pour l’instant de l’espace de Hilbert , de l’opérateur

auto-adjoint positif H et du vecteur 03C8o de , la fonction constante 1

sur 0, . On a évidemment P.Y = Y , d’où H03C8o = 0 .
t o o o

Soit u ~ S(E ) ; ., la distribution u ~ 03B4 = u (x)03B4(t) appartient à
o - 

o o 
..

H (E ) , et l’on peut donc définir la variable aléatoire cp (u ) = T(u ~ ô) sur
- ’ ’ 

o o o

(Q Q(Aoo) , P) ; remarquer qu’on a = Q(Aoo), P) . Pour tout entier

m ~ 0 , notons l’intersection des domaines des puissances

H , ,..., et posons C (H) = ~ Cm(H) . Nous faisons l’hypothèse supplé-
mentaire suivante : 

(A) II existe un entier 0 tel que f dP  ce pour tout

u ( S(E3) et 03A6 ~ Cm(H) .
On peut maintenarit définir le champ 03C6 : on a déjà le champ cp 

o 
à l’instant



0 , et il suffit de poser (p(x,t) ~ = (~)e . De manière plus précise,

soit u ~ S(M4) ; pour tout nombre réel t , définissons u ( S(E3) par

u (?) = u(?,t) . Pour 03A6 , 03A6’ dans on pose

(56) 03B3u(03A6,03A6’) = dt dP .

PROPOSITION 2.- Il existe un opérateur continu C 00 (H) -~ C 00 (H) tel que

y ($,~ ’) = ~ ~p(u) )~’ ) pour ~ , $’ dans 

La démonstration [6] repose sur l’identité

avec u(x, t) , et des majorations faciles résultant de l’hypo-

thèse (A).

3.4. Vérification des axiomes de Wightman

Comme on a Y E C (H) , on peut encore appliquer le théorème des noyaux de

Schwartz et définir des distributions de Wightman W sur par

u1 ~ ... 0 u ,W ) = 03C8o|03C6(u1)...03C6(un) |03C8o~ .
PROPOSITION 3.- Les distributions Wn sont invariantes par le groupe de

Poincaré 
, Pt

Par construction, W est invariante par les translations de M4 et par

le groupe des rotations S0(3) dans E . Comme P est un groupe de Lie connexe,

il suffit de vérifier que W est invariante par les transformations infinitési-
mâles de Lorentz, c’est-à-dire satisfait à l’équation différentielle

L’idée de la démonstration est de faire un prolongement analytique en remplaçant

t,,....t 1 n par des variables complexes avec Im t> > ... > Im t n . Ceci est possi-

ble car l’hamiltonien H est positif (cf. les calculs du n° 1.2, formule (11)).



Or on a, pour t~ > ... > t n réels

comme la loi de probabilité de T est invariante par déplacements dans 

il en est de même des deux membres de (58), d’où l’équation différentielle

Par prolongement analytique, on déduit (57) de (59).
C.Q.F.D.

Rempîaçons finalement l’espace de Hilbert provisoire par le sous-

e space K sous-tendu par les éléments )...03C6(un)03C8 o et prenons pour domaine

D l’ensemble des sommes finies de vecteurs du type précédent. La prop. 3 per-
met de construire une représentation unitaire U du groupe de Poincaré P
dans K caractérisée ~~ar

(60) U(g)03C6(u1)...03C6(un)03C8o = 03C6(g.u1)...03C6(g.un)03C8o
pour ,...,u dans S(M4) et g ~ P . ° Il est clair que 03C8o est invariant

par P~+ et que si g est la translation temporelle d’amplitude t , on a

U(g) = e ; avec les notations du n° 2.2, on a donc H = P . Les axiomes 0,
1 et ? alors satisfaits car H ~ 0 .

Peur établir l’ axiome de causalité, on peut raisonner comme suit.

D’après la démonstration du théorème 2 du n° 2.4, les axiomes 0, 1 et 2

entraînent l’ existence d’une fonction holomorphe V dans S’ invariante par
le groupe de Lorentz complexe P+(C) et ayant V comme valeur au bord Par

ailleurs, à l’aide de la mesure wT sur S’(E4) on définit une distribution

tempérée Sn sur (~4)r’ par

Elle es~ évidemment invariante par les déplacements euclidiens et les permuta-



tions de (1 2 ... n) . De plus la formule (58) exprime que sur l’ouvert

t. 1 > ... > t n de (E4)n , la distribution S n coïncide avec

~T (x i t1 ;...; g , it ) ~ c’ est donc la fonction de Schwinger (cf. formule (32))].
n ~ 1 n n

Par un raisonnement de Jost [4, page 83], on déduit de là que W est fonction

symétrique de ses n arguments, d’où l’axiome de causalité.

3.5. Grand final

Nelson montre d’abord comment retrouver le champ libre. Soit à le laplacien

dans fE4 et soit G la solution élémentaire de -~ + m . Avec les notations

du n° 1.3, la fonctionnelle J(u) = exp - ? G(u,u) est continue de type positif

sur S(E4) ; d’après le théorème de Minlos [2], c’est la transformée de Fourier

d’une mesure po sur S’(E4) est la loi de probabilité d’une distribu-

tion aléatoire gaussienne T sur ~4 . Or G(u,v) est le produit scalaire dans

l’espace de D’après les propriétés des variables aléatoires

gaussiennes, la propriété markovienne est conséquence de la propriété suivante de

H -1 (E4 ~ :

PROPOSITION 4.- Soit U ouvert, de complémentaire Uc et de frontière aU .

Soit L le sous-espace fermé constitué des éléments à support dans

Uc . Si u E ~ . (E ) / 4 B a son support dans U, la projection orthogonale de u

sur L a son support dans oU.

La proposition résulte immédiatement du caractère local de l’opérateur

- 0394 + m2 .

D’après ce qui précède, on peut donc construire l’hamiltonien H du champ

libre de masse m . Les puissances de Wick sont bien connues dans ce cas [13].

Plaçons-nous maintenant dans la situation analogue à 2 dimensions d’espace-

temps. Pour tout nombre réel £ > 0 , on peut définir d’après Glimm et Jaffe

l’hamiltonien d’interaction tronqué



où 03C6o est le champ libre à l’instant 0 . Nelson a pu déterminer la distribu-

tion markovienne correspondant. Il démontre en particulier la formule

Or l’échange des coordonnées x et t dans iE2 est un déplacement, d’ où

la loi de symétrie de Nelson

Guerra, Rosen et Simon ont déduit dans ~33 d’importantes conséquences de cette

relation. Par exemple, notons -El la borne inférieure du spectre de l’opéra-

E
teur auto-adjoint H . Alors ~ tend en croissant vers une limite finie.
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NOTES

) Les puissances :Tn: pour 0 s n s 3 sont entièrement déterminées par les

relations (30) et (31), et celles-ci entraînent (28) pour 0 s n S 3 . Il est peut-

être raisonnable dans certains cas de ne postuler l’existence de :Tn: que lorsque

0 s n s 3 .

(2) [Ajouté en novembre 1973] 0n sait maintenant construire des mesures de probabi-

lité  sur S’(E2) qui satisfont aux conditions de Nelson pour l’espace-temps à

deux dimensions, et sont de bons candidats à la solution du problème formulé en

(1.4) (Feldman, Guerra-Rosen-Simon).

(3) Pour des raisons techniques, il faut ici définir pour F fermé,

comme la tribu engendrée par les variables aléatoires T(u) où u E H-~(~4) a son

support dans F. Il n’est pas clair qu’on a encore (~( F) - fi _~(U ) ( U ouvert ) .



APPENDICE (1 )

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DE SCHWINGER

(d’après Osterwalder et Schrader)

1. L’article d’Osterwalder et Schrader [os] est une contribution

importante à la théorie,parue postérieurement à l’exposé précédent de

novembre 1972. Les auteurs donnent deux nouvelles propriétés des

fonctions de Schwinger (A3) et (A4) plus loin). Mais surtout, ils

montrent comment reconstruire un champ quantique à partir des fonctions

de Schwinger (*). On peut déduire les résultats de Nelson (décrits au

§3) des résultats d’Osterwalder-Schrader, et surtout la nouvelle for-

mulation se transpose aux fermions : c’est le cas où l’on suppose dans

l’axiome de causalité que l’on a ~(u ) ~(v) = -~( v)~(u ) au lieu de

~(u)~(v) =- ~(v)~(u) ; d’après un résultat fameux de Pauli, les parti-

cules de spin demi-entier sont des fermions.

2. Soit n > - 1 un entier. On définit trois ouverts et Q+ n de

comme suit : un point x = (x1,...,xn) de avec x . - (X ., t . )

appartient à Un si x1,...,xn sont deux à deux distincts, à

si t2 > ...> tn S~~ si t2 > ... ~ tn > 0 . On a

~~ ~?~ . Par convention, ~E’~ )° , S~ô sont réduits à un

point.

(*) Le lemme 8.8 de [OS] est faux, et les résultats de cet article

sont donc incomplètement démontrés ;il est nécessaire d’introduire

une restriction du type de (68).

(1) Ajouté en novembre 1973.



A la fin du no 2.4, on a associé à un champ quantique ~ une

suite de fonctions analytiques S:O --~ ~ , ’ les fonctions de

Schwinger. On a en particulier S = 1 et les deux propriétés sui-

vantes d’invariance :

(A1) Invariance euclidienne : la fonction Sn est invariante par les
transformations ( x~ , , .. , xn ) H où A

parcourt le groupe So(~., IR) et a parcourt IE’ .

(A2) Symétrie : la fonction Sn est invariante par les transformations

(x,...~x ) ! J.1 2014~ (30 ~. ’ tf* *~.r t~.ii ~~ où a parcourt les per-

mutations de (~ i 2 ... n).

Osterwalder et Schrader ont établi dans deux propriétés

nouvelles des fonctions de Schwinger.

(A3) Croissance tempérée : la fonction S est la restriction à ~
d’une distribution tempérée sur 

Pour formuler la condition de positivité 3 introduisons quelques

notations :

a) on note Q la symétrie temporelle dans IE définie par

8(~at). ~ (x,-t)

b) si f est une fonction sur 03A9n , la fonction Tf sur On est

définie par

(c’est-à-dire Tf = @f* avec les notations de 

c) Si f est une fonction sur 03A9n , on pose



pourvu que l’intégrale converge absolument.

ci) Si f est une fonction sur SZm et g une fonction sur 03A9n ,
la fonction f ~ g est définie par

Avec ces notations, on a

(A4) Positivité : quels que soient l’entier N > 0 et les fonctions

îo, ~~ , . ~ . , ~N où f est de classe C °° à support compact sur Q ,

3. La réciproque est peut-être plus importante. Supposons donnée

pour tout entier n > 0 une distribution sur 03A9n , de telle sorte

que les conditions (A4) soient satisfaites (au remplacement

près de "fonction" par "distribution"). Supposons de plus qu’il

existe des constantes positives C , L et un entier tels

que

pour tout système de fonctions de classe COO sur 

dont les supports sont compacts et deux à deux disjoints. Pour f de

classe COO sur j, on a posé

les normes Il f Il définissent la topologie de 



Sous ces hypothèses, il existe un champ quantique, et à isomor-

phisme près un seul, dont les fonctions de Schwin~er soient les

distributions S .

4. Donnons quelques indications sur la démonstration de (A3). On

remarque d’abord que 03A9n est réunion d’un nombre fini de transformés

de 03A9>n par un élément du groupe et que Sn est invariante

par ce même groupe. Moyennant l’utilisation d’une partition de l’unité

convenable, on se ramène à prouver que Sn coïncide sur SZn avec

une distribution tempérée. L’invariance par translation de Sn montre

qu’elle est de la forme

Il s’agit alors de montrer que pour tout entier n >1 , , la fonction

Hn coïncide avec une distribution tempérée sur l’ouvert de

(on note IE4+ l’ensemble des points (x,t) de E4 avec t > 0 ).

Or, la démonstration du théorème 2 du n° 2.4 montre qu’il existe une

distribution W à support dans et telle que l’on ait

avec et ~à ~ pour 1 * ~ ~ ~ ° Comme ~~’
est contenu dans l’adhérence de IEf = OE~ X B~ , on se ramène à prouver

que toute distribution F sur IRP X de la forme

( avec G E S’ ORp+q) à support dans TRP X OR+)q) se prolonge en une



distribution tempérée sur EP+q. Pour cela, il suffit de remarquer

que G est de la forme G = C . x a où les fonctions Ga
sont intégrables et à support dans IRp  (IR+)q .

5. Indiquons le sens de la condition de positivité ( A~ ) , Pour sim-

plifier, supposons que le champ quantique ~ ait un sens à temps

fixé. De manière précise, on suppose qu’il existe des opérateurs

03C6t(v) : D ~ D définis pour t réel et v dans S(IR3) tels que

pour ~ , ~’ dans D et u dans u(x,t)).

L’invariance relativiste entraîne en particulier

On montre alors facilement que S n est donnée dans l’ouvert 03A9>n par

(au sens des distributions) ; on notera que l’opérateur hermitien H

est positif et qu’on a t . J -. tj+1 ~ 0 dans On peut alors, pour

toute fonction fn de classe C à support compact 

définir l’élément

de K. Un calcul immédiat donne

d’où la propriété de positivité (A4).
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6. Réciproquement, si l’on a une suite de distributions Sn
satisfaisant aux conditions (Al) à (A4) et (68), la positivité permet

de construire un espace de Hilbert I~ et des applications linéaires

an : ----~ K satisfaisant à (77). On pose ’ 0 ::: ao( ~ ) et

l’on reconstitue le champ  o (x) et l’hamiltonien H de manière

à satisfaire à (76). On pose 

L’invariance relativiste du champ ~ se déduit de l’ invariance

euclidienne des distributions Sn par la méthode infinitésimale de

Nelson (cf.3.4).
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