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Séminaire BOURBAKI
23e année, 1970/71, n° 386 Novembre 1970

PRODUITS TENSORIELS gp ET d,p , APPLICATIONS p-SOMMANTES,

APPLICATIONS p-RADONIFIANTES

par Laurent SCHWARTZ

§ 1. Les produits tensoriels ®g et ®d de SAPHAR et Simone CHEVET.
P P '

Soient E wun Banach sur K =R ou C, e = (en)nel\l une suite d'éléments de

E ; on dira que c'est une suite finie si tous ses termes sont nuls a partir d'un
certain rang. Soit O0< p £+« . Alors (”en“)nelN est une suite réelle 2 0 ;
sa quasi-norme dans ¢P se notera He”P ("). si €eE', {eE) = ((en, §>)n€N
est une suite scalaire ; on dira que e est scalairement 2P si, pour tout E € E'
la suite (e,E) est dans ¢° . Dans ce cas, e définit une application linéaire de
E' dans &P , &+» (e,€) ; par Banach-Steinhaus, cette applicatior est continue
(donc, si p > 1 , elle a une application linéaire continue transposée de eP' dans

E , de c® dans E si p< 1 ). La quasi-norme de cette application est

llell* = sup [[<e,E)|| _ .
P gl <1 er

Soient E , F , deux espaces de Banach, x un élément de E ® F . Il peut

s'écrire, en général d'une infinité de maniéres, comme somme X = z en ® fn , ou

nelN

(1) Une p-norme, 0< p < 1 , dans un espace vectoriel E , est une application

X Hx" de E dans R' , vérifiant ||kx|l =|k|||x|| pour kek , et

Ix+ylI? < ||x||® + lly]|® . Elle est a fortiori une gq-norme pour q < p . Une Ffonc-
tion || ” est une quasi-norme s'il existe p tel qu'elle soit une p-norme.

L'espace £° a une Min (ps1)-norme.



64

e=(e) et £ =(f)

sont des suites finies ; on posera
nelN n

n nelN

* *
||><||ng = e |lell_ el Hxlldp = g [lell 0, l£ll) '

Inf étant pris sur toutes les représentations possibles de x , et p' étant 1'expo-
sant conjugué de p si p21, +® si ps1; g et d veulent dire gauche et

droite.

Pour p = 1 , on voit (en prenant tous les e, ou tous les f de norme 1)

que ® =0 est la norme ®_ de GROTHENDIECK.
9, d1 o
Dans le cas général, on montre sans trop de peine que ® et eh sont des
gP P
quasi-normes, et que Il e, ® follg = ||eo ® f6‘|dp = ||eOH|\fOH » pour e_ € E,

fo e F . On montre aisément aussi que, si E et F sont hilbertiens et si p=2,

® =0 est la norme de Hilbert-Schmidt.
g d
2 2
On introduit alors évidemment les espaces complétés E @g F, E @h F .
P P
PROPOSITION (1.0).- Sur EQ®F , ®g et ®, décroissent quand p crott.
P P
Démonstration.
Soit q2p , et r défini par ! = 1.1 .
r p q

Soit x € E®F , x = g knen ® fn , o0 A, e, f sont des suites finies de

R, EL,F, el o=, Nelll =1, ||)\l|ep s HXHgp + € . On peut écrire
A =oB (soit A, = @B pour tout n ), avec ‘|a||eq = l|x||£p»4 ‘|B||€r =1 (soit

P 1 P 1
_ 44 P\T _ 4T P\ _
o = A (%xm) v B =N /(?ﬁ Ay) ). Alors x = § @e ®B £ , donc
x < ||ee Il < elIl* = I 3 .
el = Naellg lpeh, < llall gliell o llell el = AL, < lixlly + ¢

PROPOSITION (1.1).- Soit x un élément de E® F . Pour tout € > 0 , il existe
5 Pour tout il existe

P
une suite e = (en)nesN d'éléments de E , tendant vers O , et une suite
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£ = (fn)ne!N

d'éléments de F , telle que X = I e, ® fn (série sommable dans
n

E® F), avec x|l < llell_llellX, < x|l +¢.
Qp gp P p Qp
Facile.

PROPOSITION (1.2).- L'application canonique de E' ® F dans R(E;F) est continue,

de norme < 1 , quand on munit E ® F de la norme ®g (resp. ®, ), et se prolonge
P P
donc en une application linéaire continue de E' ®g F '(resp. E'®, F) dans L(E;F).

p P
Un élément u de l'image de cette application est appelé opérateur p-nucléaire A

gauche (resp. & droite), et sa norme p-nucléaire est la norme quotient.

Un opérateur p-nucléaire est compact. Un opérateur u € &(E;F) est p-nucléaire

a gauche si et seulement s'il peut s'écrire u = E eé ® fn , avec He'Hp < +@,

* . . . . .
”fllp. <+® , lim e, = 0 , ou encore si et seulement s'il se factorise par des appli-
n—-ow

cations linéaires continues

E - @w JZ—% EP - F

ol @ est une application diagonale, (t ) — (o t) eP

n‘nelN nn'nelN ’ w&neﬂe !

c si p=+% , et la norme p-nucléaire A gauche est la borne inférieure des

Il (e

3 droite on a une factorisation

pour toutes les représentations possibles. Pour un opérateur p-nucléaire

neN"ep

L
E -» & %, ¢ o F.
Facile.

Pour p =1, 1-nucléaire & gauche ou a droite signifie nucléaire.

Il résulte de la prop. (1.0) qu'un opérateur p-nuclaire est a fortiori g-

nucléaire pour q 2 p .
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§ 2. Les applications p-sommantes.

Soient E , F des Banach. On dit qu'une application linéaire continue u de

E dans F est p-sommante, O< p € +%, si, pour toute suite e = (en) de E,

nelN
scalairement ¢P | la suite image u(e) est ¢P . Alors 1'ensemble HP(E;F) de ces
applications est un sous-espace vectoriel de L(E;F) . Il est évident, par Banach-
Steinhaus ou le graphe fermé, que u est p-sommante, si et seulement s'il existe
une constante M telle que, pour toute suite finie e d'éléments de E ,

||m(e)||p < HHeH; ; la meme inégalité reste alors vraie pour toute suite e d'élé-

ments de E . La valeur minima des M possibles se note 'rrp(u) H '|-rp est une

quasi-norme sur HP(E;F) (une norme si p 21 ) et le rend complet.

Si w:E->F, v:F > G et w:G > H sont trois applications linéaires

continues, et si v est p-sommante, wvu 1l'est aussi, et ﬂp(wvu) < HwHﬂp(v)HuH .

Toute application linéaire continue est o - sommante, ce n'est donc pas une

notion intéressante. D'autre part

PROPOSITION (2.1) (PIETSCH).- Une application p-sommante est a fortiori g-sommante

pour q 2 p , et nq(u) < np(u) .

Démonstration.
Soit e = (en)neﬂ\l une suite scalairement ¢ d'éléments de E . Soit
. 1 1 1
= é < — === = 3 =
o (an)nei\l une suite réelle, HotHer 1,3 5T g alors ae (anen)nelN

est scalairement &P , donc ou(e) est ¢€° , et en outre

Horu(e)“p < np(u) HaeH; < np(u) ||e||:; . Mais, ceci étant vrai pour toute o e & de

norme < 1 , on en déduit que u(e) est ¢%, et que ||u(<—:')||q < ﬂp(u) He”'):1 ,

C.Q.F.D.
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Conséquence.

Pour toute u , il existe un p tel que u soit g-sommante pour q > p et
ne le soit pas pour q < p . On connait des exemples pour lesquels la coupure a lieu
pour un p donné quelconque, pourvu qu'il soit =2 1 . Par exemple, l'application

diagonale é” 2, P ou @ = (an)nEEN est dans P mais non dans ¢ pour q< p,
est p-sommante, donc q-sommante pour q 2 p , mais ne l'est pas pour q < p .

Si 1'on se permet de considérer aussi des E et F quasi-Banach, on peut trou-
ver des cas analogues ou la coupure a lieu pour un ¢ donné, 0< p< 1 . Mais, pour

E et F Banach, on n'en connatit pas et le probléme reste ouvert ; dans tous les cas

connus, si u est (1-g)-sommante, & > O, elle est g-sommante pour tout q > O .

Les applications p-sommantes ont été systématiquement étudiées par PIETSCH.

Voici le théoréme fondamental :

THEOREME DE PIETSCH (2.2).- Soit u une application linéaire continue d'un Banach

E dans un Banach F . Pour qu'elle soit p-sommante, O0< p< +®, il faut et il

suffit qu'il existe une application linéaire continue v de E dans un espace

-]
L (z,v) , Z espace topologique, Vv probabilité de Radon sur 2Z , telle que

fuG) ] < ||v(x) ]| P(z.v) pour tout x € E ; dans ce cas, ﬂp(u) < ||v|| . En outre,
L“(zZ,v

on peut supposer que Z est la boule unité de E' , munie de la topologie o(E',E),

et que v(x) est 1'élément de L (Z,v) défini par la fonction E np(u)(x,g) .

Démonstration.
1) Montrons la suffisance. On sait que 1'injection L-(z,v) - LP(Z,v) est isomor-
phe 3 1l'injection ﬁm(i,G) - Lp(i,e) , ol Z est le spectre (compact) de 1'algébre
de Banach L (Z,v) , et qu'alors ﬁm(i,ﬁ) n'est autre que C(Z) . Nous pourrons donc,

sans changer les notations, supposer que ﬁ”(Z,v) est remplacé par C(Z) .
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Soit alors v 1la transposée de v , v : c'(z) -» E' . Soit e = (en)nelN

une suite finie d'éléments de E .
Ellu(ell? s 2 [ Iv(e)@)I7 avia) = [ 2ltvle,) s o, )17 av(a) -

.g g I(en, tv(é(z)))|p dv(z) = llv”plleH;p compte tenu de ce que .g av(z) 1 ;

donc u est p-sommante et np(u) < ||lvll .
2) Montrons la nécessité (méthode de LINDENSTRAUSS-PELCZYNSKI). Supposons donc u

p-sommante. Soit Z 1la boule unité de E' , munie de la topologie &(E',E) . Dans
1'espace C(Z) , considérons les deux ensembles suivants :

l'ensemble A des fonctions de la forme ”u(e)“i - ni(u)”(e,§)”pp ou e
12

est une suite finie de E ; on voit sans peine que A est un cone convexe, par

juxtaposition des suites ;

l'ensemble B des fonctions continues strictement positives, qui est un cone
épointé ouvert convexe.
Ces ensembles sont disjoints, car, d'aprés la définition méme de np(u) .

Inf (Hu(e)Hg - ﬂi(u)”(e,§)“pp) < 0 pour toute suite finie e . D'aprés Hahn-
€eB' £

Banach, il existe donc une forme linéaire continue v sur C(Z) , c.-3-d. une mesure
de Radon, vérifiant v(¢) > O pour toute @ € B, donc v 2 0, et v(p) £ O pour
toute ¢ € A . On peut toujours supposer V(1) =1 . Prenons pour e 1la suite & un

seul élément non nul X , alors on aura ”u(x)||§ - ni(u) f |¢x,€)|P av(E) s 0, ce
Z

qui est le résultat cherché.

COROLLAIRE 1.- L'application canonique C(z) - LP(z,v) , 2 compact et v Radon

@
20, o0u L {Z,v) - LP(z,v) , Z topologique, Vv mesure = O de masse finie, est

p-sommante (p 21 , pour que LP soit un Banach !).




69

COROLLAIRE 2 (théoréme de factorisation).— Pour que u : E - F soit p-sommante,

0< p< +®, il faut et il suffit qu'elle admette une factorisation u = u2u1 ,

VY ey — 3, 1Pz,v)

\‘\/

5 v sont continues, Z est un espace topologique, V une probabilité

F

ou o, u

de Radon sur Z , S est un sous-espace vectoriel fermé de LP(Z,v) muni de la

quasi-norme induite, j et j' sont les injections canoniques, le diagramme étant

commutatif. Alors ﬁp(u) < Hu2llnvl

Démonstration.
1) Supposons qu'il existe une telle factorisation. Pour tout x € E ,
lu(x)|] = “u2||"u1(x)|ls = ||u2||“v(x)|| . , d'ol le résultat par la partie 1)

Z,v
de Pietsch.

2) Supposons u p-sommante. Utilisons la partie 2) de Pietsch. L'application

u

v(x) —2s u(x) est alors bien définie de v(E) dans F , linéaire, et continue

de norme <1 quand on munit v(E) de la norme induite par LP(Z,v) ; si donc on
appelle S 1'adhérence de v(E) dans LP(Z,v) , mmie de la quasi-norme induite,

elle se prolonge en une application linéaire continue de norme < 1 de S dans F ,

et u = usu, avec j'u1 = jv , ce qui est le résultat cherché,

COROLLAIRE 3.- 8i u est p-sommante, 0< p< +®, elle est faiblement compacte,

et transforme toute partie faiblement relativement compacte de E en une partie

relativement compacte de F .,
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Démonstration.

L'image par jv de la boule unité de E est faiblement relativement compacte

dans LP(Z.v) , pour p > 1 , puisque P est réflexif ; donc l'image par u, de

1
cette boule est faiblement relativement compacte dans S , et par suite son image

par u est faiblement relativement compacte dans F . Soit ensuite A faiblement
relativement compacte dans E ; v(A) est faiblement relativement compacte dans
ﬁ”(Z,v) , donc jv(A) est relativement compacte dans LP(Z,v) (1), donc u1(A)
relativement compacte dans S , et u(A) relativement compacte dans F . Ceci régle

le cas p>1 ; les autres s'en déduisent par la prop. (2.1).

COROLLAIRE 4.- 1) L'application identique d'un Banach E ne peut &tre p-sommante

pour p< +®, que s'il est de dimension finie.

2) Si, dans un Banach, toute suite sommable est absolument sommable, il est de

dimension finie (Dvotezky-Rogers).

Démonstration,

1) L'image de la boule unité doit 2tre faiblement relativement compacte, par la pre-

miére partie du corollaire 3, puis relativement compacte par la 2éme partie. Donc E

est de dimension finie.

2) Soit u : E -» F une application qui transforme toute suite sommable en une suite
: 3 1 4 . P

81 y C.-a-d, envoie e1 ®g E dans ¢ ®11 F . Par Banach-Steinhaus ou le graphe fermé,

elle est continue, donc il existe M tel que, pour toute suite finie e , on ait

Hu(e)”1 <M HeH: , donc elle transforme aussi toute suite scalairement 61 en une

(1) L'espace ﬂb a la propriété de Dunford-Pettis., Voir A. GROTHENDIECK : Sur les

applications linéaires faiblement compactes d'espaces du type C(K) , Canadian Jour-

nal of Mathematics, Vol. 5, théoréme 1, p. 139.
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. 1
suite ¢ , elle est 1-sommante., Alors 1) donne le résultat avec F

1
=

u=1I4.

PROPOSITION (2.3) (PIETSCH).- Si w: E —» F est p-sommante, et v : F —» G est

L
q

s-sommante pour tout s> O (voir la conséquence de la prop. (2.1)).

g-sommante, alors, si <1, vu est r-sommante ; si :—‘>1 , Vu est

Nous l'admettrons.

PROPOSITION (2.4).- Une application p-nucléaire 3 gauche est p-sommante, si p21

et g-sommante pour tout 9> 0 si p<1 (voir la conséquence de la prop. (2.1)).

Démonstration.

En effet, u se factorise par g

> ZP , avec o € 2P ; or cette appli-
cation, si p =21, est p-sommante (immédiat, ou corollaire non moins immédiat du
corollaire 1 de Pietsch). Ceci régle le cas p 2 1 . Nous admettrons le résultat re-

latif a p< 1 , bien plus délicat.

THEOREME DE DUALITE DE SAPHAR (2.5).- Le dual de E éh F est Hp,(E;F'), le dual
P

de (E® F) est I ,(F;E') .
— g — 'r
P
Démonstration.

n_,(E;F') c &(E;F') . D'autre part, si u est une forme linéaire continue sur
P

1 Hx|| ||y|] , donc elle est une forme
P
P

bilinéaire continue sur E x F , donc identifiable a une application linéaire conti-

E®, F , elle vérifie |u(x,y)| = HuH(E ®, F)

nue de E dans F' . Donc (E 8, F)' et IIP,(E;F") sont des sous-espaces vectoriels
P

de I(E;F') . Il reste & montrer que, pour u € L(E;F') , les deux quantités (finies
ou non) m v(u) = Sup “u(e)llpv et
lell®, =1
P

”uH(E®d Py = Sup | E(u(en) , f‘n)l sont égales (e =(en)

. nelN '’
0 llellfs 1, e Il <1
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f = (fn)nGIN , sont des suites finies d'éléments de E , F ). Or
sup  ( sup |EZdu(e ), £0]) = sup  llu(e)] _, (parce que le
* . n ? * PrFn

leliz =t iz i< flells, =1

)
dual de ép(F) est &P (F'y pour p fini, et que, pour p = +®, le dual de

co(F) est 61(F') )

#

Sup fu(e)ll ., = HP,(U) , C.Q.F.D.
lell®, =

Remarque.- Pour p = 1 , on trouve que le dual de E éﬂ F est E(E;F') =*8B(E,F) ,

ce qui est A peu prés la définition de la norme ®n .

§ 3. Probabilités cylindriques sur les espaces vectoriels topologiques.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé localement convexe (il suffi-
rait meéme qu'il soit séparé par son dual). On appelle probabilité cylindrique A\
sur E 1la donnée d'un systéme cohérent de probabilités de Radon sur les quotients
séparés de dimension finie de E . Un quotient séparé de dimension finie de E est
de la forme E/F , ou F est un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie ;
si G en est un autre, G C F , on a une application canonique ﬂE/b ,E/? de E/C
sur E/F ; si ¥ est l'ensemble des sous-espacés vectoriels fermés de codimension
finie, une probabilité cylindrique A est une famille (kE/F)F‘e?' de probabilités,

i1ité 12 CF = H

KE/F probabilité sur E/F , telle que, pour G , kE/? /G , B/F (XE/%) ;
tel est le sens du mot cohérent. Si W est une probabilité de Radon sur E , elle
définit une probabilité cylindrique Xu par (lu)E/% Y ,E(p) , ou ﬂﬁ/? ,E
est la surjection canonique de K sur E/F ; cette application W + ku est injec-
tive, et permet désormais d'identifier une probabilité de Radon & la probabilité cy-

lindrique qu'elle définit, et de remplacer ku par u .
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On peut naturellement remplacer le systéme des XE/? par le systéme des Xu ’
u application linéaire continue de E dans un espace vectoriel de dimension finie,
puisque de telles applications transitent par des quotients séparés de dimension
finie ; la condition de cohérence est ici XV su = v(xu) . Les u ne forment pas
un ensemble, mais on peut par exemple se borner aux applications linéaires continues

de E dans des espaces Kn ; une telle application est exactement définie par un

sy stéme §1, §2,..., §n de n éléments du dual E' .

THEOREME (3.1) DE PROKHOROV.- Soit A\ une probabilité cylindrique sur E . Pour

qu'elle soit une probabilité de Radon, il faut et il suffit que, pour tout € > 0 ,

il existe un compact K de E tel que, pour tout F € ¥ , (m, (X))z1-¢ .
= /FV'E/F , E

Admis.

Si X est un espace topologique séparé, on peut mettre sur l'espace P(X)
des probabilités de Radon sur X une topologie séparée, la topologie étroite (qui,
si X est régulier, est la topologie de la convergence simple sur les fonctions con-
tinues bornées). Sur l'espace é(E) des probabilités cylindriques sur E , on intro-
duira la topologie cylindrique ; c'est la moins fine pour laquelle les applications

v
N - XE/F sont continues de P(E) dans P(E/F) . Elle est séparée.

On doit introduire maintenant les variables aléatoires et fonctions aléatoires.
Une variable aléatoire scalaire, relative A un espace topologique ) muni d'une pro-
babilité de Radon y , est une p-classe d'applications p-mesurables de () dans K .

L'espace de ces variables aléatoires se notera LO(Q , ) ; il contient tous
les LP(Q y4) » P> 0 . On le munit de la topologie de la convergence en probabilité ;
un systéme fondamental de voisinages de O pour cette topologie est formé des ensem-
bles

{re1®@,p) ;s plwen; |ew]>8) s ¢}
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pour € , §> 0 . Alors f > f(u) est une application continue de L°(Q , ) dans
%(() ("la convergence en probabilité implique la convergence en loi").

Alors une fonction aléatoire scalaire f sur un ensemble T , relative a
(Q,p) , est une application de T dans LO(Q ,) ; pour tout te T, f£(t)
est une variable aléatoire, c.-a-d. seulement une p-classe de fonctions. Une version
de la fonction aléatoire est une fonction f sur T x O , telle que, pour tout
teT, f(t, . ) appartiemme 2 la classe de f£(t) . Si tystyseesy t, sont n
éléments de T , (f(t1), f(tz),..., f(tn)) est une p-classe d'applications p-
mesurables de () dans K ; elle définit donc une probabilité image sur Kn ’
qu'on appelle loi de (f(t1),..., f(tn)) , ou loi marginale de f relative a
t1, t2,..., tn .« On dit que deux fonctions aléatoires f , £' , sur le méme ensemble
T , mais relativement 2 (Q,u) , (Q',n') quelconques, sont isonomes, si, pour
tout systeme t, ,t2 ,...,tn , d'un nombre fini d'éléments de T , leurs lois mar-
ginales sont les m&émes. On remplacera souvent l'une par 1l'autre en théorie des pro-
babilités. On définit alors les classes d'isonomie de fonctions aléatoires (qui sont

des classes d'équivalence pour l'isonomie, donc ne sont pas des ensembles).

Si T est un espace topologique, un espace vectoriel, un espace vectoriel
topologique, la fonction aléatoire f sera dite continue, linéaire, linéaire conti-
nue, si £ : T - LO(Q , ) a cette propriété. Une version F sera dite PeSs
(presque strement) continue, linéaire, linéaire continue, si, pour p-presque tout
wen, 'F(. ,») est continue, linéaire, linéaire continue. En général une fonc-
tion aléatoire continue n'a pas de version p.s. continue, et cette recherche de pro-

priétés presque slires est le probléme essentiel des probabilités.

PROPOSITION (3.2).- Il existe une correspondance bijective entre les probabilités

cylindriques sur E et les classes d'isonomie de fonctions aléatoires linéaires
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sur E' . Ei A est une probabilité cylindrique, fk est 1'unique classe d'isonomie

de fonctions aléatoires pour laquelle, pour §1, §2,..., §n e E' , la probabilité

k(§1. §2"“' gn) sur K définie par (§1, §2,..., én) :E - & , soit la loi

marginale de fk pour §1, §2,..., §n ; si f est-une fonction aléatoire linéaire

sur E' , kf est 1l'unique probabilité cylindrique sur E ayant la mé&me propriété.

Ane qui trotte. Admis.

Pour que la classe d'isonomie associée & A contienne une fonction aléatoire,
ayant une version presque sOrement linéaire continue sur o(E',E) , il faut et il
suffit que A soit de Radon sur o(E,E') ; dans ce cas, la fonction aléatoire f
en question est définie justement par Q =E , w = A , avec la version T de f

définie par ‘F(X,g) = (x,E) .

§ 4. L'ordre, le type, les applications radonifiantes.

Soit E un Banach. Une probabilité de Radon sur E est dite d'ordre p >0 ,

si la fonction norme est de puissance p-iéme intégrable ; on pose
1

I = ( IIxI® an(=))P .
P E
Si E est seulement un evt, A sera dite d'ordre p , s'il existe une partie bornée
B de E , équilibrée fermée, dont la jauge (qui vaut +® en dehors de 1l'espace vec-
toriel E engendré par B ) est de puissance p-iéme intégrable (ce qui implique que

B

A soit portée par E Mais nous aurons besoin d'étendre a p = 0O ; toute proba-

B )
bilité de Radon sur E sera dite d'ordre O .
Une probabilité cylindrique A sur E est dite de type p , O < p < +®, si,

pour toute (ou pour une) fonction aléatoire associée £ : E' = LO(Q yH) , £ est

continue de E' dans LP(Q ) o« Si E est un Banach, et p > 0 , on posera
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;
4+ @ -
A¥ = ’ P ax L
Il |Ip §6E,STIP§HS1 \J"_‘=° [t]7 arg(t))

Et alors A\ est de type p, si et seulement si ||XH; < +®,

Soient E , F des evt, u une application linéaire faiblement continue de
E dans F . Si A est une probabilité cylindrique sur E , elle a une probabilité
cylindrique image u(A) sur F ; si, en effet, Vv est une application linéaire
continue de F dans un espace vectoriel de dimension finie, on pourra poser
(u()\))V =\, , 4 + Ondira que u est p-radonifiante, 0 < p < +%, si, pour toute
probabilité cylindrique X sur E , de type p , u(\) est de Radon d'ordre p .
Supposons, en particulier, que A\ soit de Radon sur E Banach et p > 0O ;

bien évidemment ||k”; < llal . Soit en particulier e = (en)nEIN une suite d'élé-

ments de E , et (cn)neN une suite arbitraire de nombres > O , de somme 1

.

Considérons la probabilité xe = E <, [} . Alors on a exactement

||)\e|lP = ||e||p , et Ilke||; = ||e||; ; on se doute donc que les applications p-
radonifiantes dans les Banach sont intimement liées aux applications p-sommantes.
En particulier, toute application p-radonifiante est a fortiori p-sommante. En
effet, soit e une suite scalairement ¢P . Alors "XeH; < +®, donc A_ est une
probabilité de Radon de type p , donc u(xe) est de Radon d'ordre p , donc

”u(ke)Hp < +® , donc u(g) est ¢ , et u est bien p-sommante.

On ne pourra pas obtenir une relation directe dans le cas général. On doit
introduire des conditions d'approximation.

Bornons-nous au cas des Banach et de p > 0 , bien qu'on puisse étudier le cas
général. Une probabilité cylindrique \ sur E est dite de type p trés approxima-

ble, si elle est limite cylindrique d'un filtre de probabilités de Radon XJ , com-
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binaisons finies de mesures de Dirac, pour lesquelles ijH; < A constante. La borne
inférieure des A possibles se note IIXH;ta ; bien évidemment ||lH; < I|kH;ta .
Alors u , application linéaire continue d'un Banach E dans un Banach F , est dite
trés approximativement p-radonifiante si, pour toute probabilité cylindrique A ,

de type p trés approximable, u(k) est de Radon d'ordre p ., "Trés approximative-

ment p-radonifiante" est une propriété moins forte que p-radonifiante, mais qui

entratne évidemment " p-sommante ", car la probabilité Xe de 1'exemple ci-dessus

est de type p trés approximable, et ||ke”;ta = ||XeH; = l|eH; .

THEOREME (4.1).- Soit p > 0 . Soient E , F des Banach, u une application linéaire

continue de E dans F . Les propriétés suivantes sont équivalentes 1

1) u est p-sommante.

2) u est trés approximativement p-radonifiante de E dans o(F",F') .

3) Il existe un M tel que, pour toute probabilité de Radon \ sur E , combinai-

son finie de mesures de Dirac, on ait :

w1, < MHMI; .

Le plus petit nombre M vérifiant cette inégalité est ﬁp(u) , et pour toute proba-

bilité cylindrique A de type p trés approximable, on a Hu()\)Hp < M|IkH;ta .
Sans introduire la notion de O-sommante, on a des résultats, plus compliqués

mais analogues, pour p = O

Démenstration.

2 implique 1, nous l'avons déja vu. Ensuite 3 est exactement, par la correspon-
dance ci-dessus entre e et xe , 1'inégalité des applications p-sommantes,
Hu(e)Hp < MHe]|; , donc 1 implique 3. Il reste & montrer que 3 implique 2. Soit donc
A une probabilité cylindrique de type p trés approximable sur E . Elle est limite

de X\, de Radon & support fini, avec ||th; S A . On a donc Hu()\j)HP < MA . Et
J
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les u(kj) convergent cylindriquement vers u(A) .

L'ensemble M des probabilités de Radon u sur X = o(F',F) qui vérifient
”pllp < AM est trivialement fermé dans 1l'espace ®(X) des probabilités sur X
(muni de la topologie étroite) ; mais il n'est pas a priori fermé dans 1l'espace
é(X) des probabilités cylindriques (muni de la topologie cylindrique). Si toutefois
nous montrons que M est compact dans P(X) , il le sera a fortiori dans é(x)
moins fin, donc fermé, et on saura que u(\) est de Radon d'ordre p sur ¢(F',F) ,
ce qui donnera le résultat. Or il existe un théoréme connu de PROKHOROV qui donne
une condition suffisante pour qu'un ensemble M de probabilités de Radon sur un
espace topologique X soit relativement compact (ici M est fermé) : c'est que,
pour tout € > 0, il existe un compact XK de X tel que, pour toute u e ¥,
uw(k) 21 - ¢ . D'aprés la relation ““llp < AM , on voit que, pour € donné, il
existe une boule B" de F" telle que u(E B"Y < e ou u(B")21-¢ ; or la

boule B" est compacte dans o(F",F') , C.Q.F.D.

Remarque.- On en déduit un théoréme de PIETSCH (2.2) pour les applications p-

radonifiantes, Le théoréme a été étendu a p = O par SUNYACH.

Elimination de la condition d'approximation.

PROPOSITION (4.2).- Dans le théoréme (4.1), on peut supprimer "trés approximativement"

dans la condition 2, dans les deux cas suivants :

a) E a la propriété d'approximation métrique suivante : 1l'application identique

de E' est limite d'applications linéaires de rang fini, de norme < 1 , continues

de o(E',E) dans E' ;

b) p=21.
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Démonstration.

Dans le cas a, on montre que toute probabilité cylindrique de type p est de
type p trés approximable, avec |lkH;ta = ||xH; . La propriété d'approximation in-
diquée pour E est un peu plus forte que celle de Banach ; elle est vérifiée dans
tous les cas usuels.

Dans le cas b, on utilisera la factorisation de PIETSCH (corollaire 1 du théo-
réme (2.2)) : ﬂ”(Z,v) a la propriété d'approximation métrique que nous venons de

-
signaler, L - P est p-sommante, d'ou l'on déduira aussitdt que u, est p-

1
radonifiante de E dans ¢(S",S') , donc u de E dans o(F",F') .

Remplacement de o(F",F') par F .

PROPOSITION (4.3).- Dans 1'énoncé du théoréme (4.1), on peut remplacer o(F",F')

par F , dans les cas suivants :

a) F est réflexif ;

b) 1 < p< +® (KWAPIEN),

Démonstration.

Soit A une probabilité cylindrique de type p trés approximable sur E ;
alors, si F est réflexif, u(\) est de Radon d'ordre p sur o(F,F') . Mais un
théoréme de PHILLIPS dit que les probabilités de Radon sur F ou o(F,F') sont les
mémes (1).

Soit maintenant 1 < p < +®, On utilise PIETSCH comme dans la proposition pré-

©

cédente : comme LP(Z,v) est réflexif, j : L - P est p-radonifiante, donc

u, est p-radonifiante de E dans S , donc u de E dans F .

(1) Voir Séminaire Schwartz, Ecole Polytechnique, 1969/70, page XI,4.
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PROPOSITION (4.4).- Une application p-radonifiante de E dans F est a fortiori

g-radonifiante pour q 2 p .

S'il y avait "trés approximativement radonifiante", c(F",F') , et p>0, ce
serait la proposition (2.1) ; le cas p = O a été démontré par KWAPIEN ; le passage

A "radonifiante" et F est plus compliqué, nous l'admettrons.

PROPOSITION (4.5).- Une application p-nucléaire 3 gauche est p-radonifiante, si

p21, et O-radonifiante si p<1 .

les

Cela résulte de la prop. (2.4) pour 1 < p < +®, d'aprés (4.2) et (4.3)

autres cas sont plus compliqués, notamment p< 1 .

Remarque.- Comme nous l'avons dit & la conséquence de la proposition (2.1), dans

tous les cas connus, dés qu'une application est p-radonifiante pour un p< 1 ,

elle est O-radonifiante. C'est sans doute un théoréme !

§ 5. Les injections radonifiantes dans les espaces LEOC(RH, dx) .

On définit sur R° un opérateur de dérivation d'ordre "fractionnaire" (i.e.

réel) p¥ , comme suit. Si % est la distribution dont 1l'image de Fourier est

£

©
1+ |§|2)2 , et si ¢ est une fonction C A& support compact, égale & 1 au voi-
sinage de l1l'origine, on posera p¥r - (¢Ka) * T . On vérifie alors aisément que
o+ B o B s ' . ® . . .
D T et DD'T different d'une fonction C . Soit alors W un espace de distri-
butions sur R , ECWCD', avec des injections contihues, et tel que la convo-
lution avec une mesure a support compact opére continuement de W dans lui-méne.
Par exemple, W = Lioc y 1 £ ps< 4+o, ou l'espace C des fonctions continues, ou

l'espace M des mesures de Radon sur R . on appellera alors WY 1'espace des

distributions dont la dérivée d'ordre ¢ est dans W , On dira que T converge
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vers O dans W , si T converge vers 0 dans D' et si DaT converge vers O

dans W . Toutes les bonnes propriétés qu'on souhaite sont vérifiées entre ces espa-

ces. Les espaces de Sobolev Hgoc ne sont autres que les (L2 )a .

loc

n L
L'espace R~ n'est malheureusement pas compact, mais il s'en faut de peu ;

une adaptation facile du corollaire 1 de PIETSCH (2.2), compte tenu des théorémes

(4.1), (4.2), (4.3), dit alors que l'injection canonique de C ou L?oc dans Lioc

est p-radonifiante, pour p 2 1 . Alors :

THEOREME (5.1).- Soient 1 <a,bss+w. Soit 1 <ps+o. Alors (13 )¥c (@b )P

+
si ¥° B > (g - %) , et 1'injection correspondante est sfirement p-radonifiante
n
+
o-8_1 1 1
i > - - - =) .
s . a+(p 5)
Démonstration.

L'injection résulte des inégalités de Sobolev. Ensuite, supposons qu'il existe

un Yy réel tel que DY opére de (Lioc)a dans L. , et D~ Y de 1P dans

loc loc
Y -Y

b B . a yo D ® P D b 8 P
(Lloc) ; alors, par (Lloc) —_ L10C - Lloc —_ (Lloc) , on en déduira
que l'injection (L2 )a (Lb )B est bien p-radonifiante, puisque

loc loc !
+

® P ] s s N 1_ Y‘B 1__1_
L1OC - L1OC l'est. Or ceci se produit sfrement si " ) — > (p 5 )

cod-d. si ¥ BS 1 (11,
n a P

Application au mouvement brownien,

Soit E un espace hilbertien., Les quotients E/T de dimension finie peuvent

8tre remplacés par les sous-espaces F° de dimension finie, et alors, si G CF

’

la surjection canonique E/G - E/F peut se remplacer par la projection orthogonale

(o]

c° - F° . On peut donc définir une probabilité cylindrique sur E comme un sys-

téme de probabilités de Radon sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie,
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cohérent pour les projections orthogonales. La probabilité de Gauss sur un espace
n 2
euclidien H de dimension finie n est par définition (—J-—) exp( - ﬂflL_)dx ;
2

2m

si G°oF° , la projection orthogonale de la probabilité de Gauss de g° sur F°

est la probabilité de Gauss sur F° . on appelle donc probabilité cylindrique de
Gauss Y sur un espace hilbertien réel E 1le systéme cohérent des probabilités de
Gauss sur tous les sous-espaces de dimension finie., Ce n'est jamais une probabilité
de Radon si la dimension de E est infinie, Si € € E' , la probabilité associée

Yg sur R n'est autre que la probabilité de Gauss sur R de paramétre |[|§] , c.-a-

d. l'image de la probabilité de Gauss normale par l'homothétie de rapport ||§H .
2 1
1 +® -5 -
Donc Y estde type p pour tout p fini 2 0, et l|yH; = (— I [t|P e at)? .
2m -

Considérons en particulier la probabilité cylindrique de Gauss sur LQ(R, dx) .

Soit J 1l'opération primitive, qui & f e L2 associe la fonction Jf , définie par

Ix £(t) dt . On voit que J est continue de L2 dans (Lioc)1
0

J£(x) . Alors

1'image J(¥) est une probabilité cylindrique sur (Lioc)1 , donc a fortiori sur

l'espace C des fonctions continues. On peut lui associer une fonction aléatoire

2

)_1 , soit f , donc une fonction aléatoire Ff sur R
comp

-1

linéaire sur le dual (L

= (12 )1)' . On démon-

elle-méme, en posant Ff(x) = f(é(x)) , car 6(x) € (L2 ) Toc

comp

tre alors sans peine que f(0) = O, et que, si O < ty St ... St sontdes points

de R, les variables aléatoires ?(t1) ,?(tz) - ?(t1) yesiy ?(tn) - F(t_ ) , sont

n-1

gaussiennes indépendantes, de paramétres L/t ,,\/t2 -t ""’“/tn - tn_1 : F est

la fonction aléatoire du mouvement brownien.

THEOREME (5.2).- La fonction aléatoire du mouvement brownien admet une version p.s.

continue et méme hBldérienne de tout ordre < 1/2 .,
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Démonstration.

Cela revient 3 montrer que 1l'image de J(y) , probabilité cylindrique sur

2

1 B
1oc) dans C° ou

2 1 L. .. .
(Lloc) , de type p pour tout p fini, par 1l'injection de (L

(ﬂ;oc)a , B<1/2 , est de Radon. Or il suffit d'appliquer la proposition (5.1) : on
1 1 1

doit avoir 1 - B8 > 5 + 5 ou B < 3" , et p est fini arbitraire, C.Q.F.D.

el B

On peut étendre ces résultats aux fonctions aléatoires A accroissements indé-

pendants, obéissant & des lois stables de P. Lévy.

§ 6. Le théoréme de dualité.

Soit A wune probabilité cylindrique sur un evt E . On dira qu'elle est de
cotype p, O0<p<+», si, pour une fonction aléatoire associée f : E' = LO(Q,p),
la convergence vers 0 de £(E) dans LP(Q,u) entraine la convergence vers 0 de
€ dans E' .

Par exemple la probabilité cylindrique de Gauss Y sur un Hilbert réel E ,
qui est de type p pour tout p fini =2 0 , est de cotype p pour tout p , puisque
la loi de probabilité Y§ est la loi de Gauss de parameétre ||§H . S1 E estun
Banach, et A\ une probabilité cylindrique, on peut poser, pour p > 0 :

1y

L = (e (P anen?)
P gl 21 I, s

et A\ est de cotype p si et seulement si *||KHP < +®@, Pour la loi de Gauss,

- +® 1
VI = AT = (e TP e 2an)

J2m -

THEOREME DE DUALITE (6.1).- Soient E , F des Banach, u une application linéaire

continue de E dans F . S'il existe une probabilité cylindrique ¥y sur o(F',F) ,

de cotype p , dont 1'image par 4 est de Radon d'ordre p sur o(E',E) , u est
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trés approximativement p-radonifiante de E dans o (F",F") , et

* t
(@) < Tl el -

C'est un cas particulier d'un théoréme beaucoup plus général, ou E , F sont
des evt quelconques, et ou les indices p sont remplacés par des fonctions de majo-
ration presque quelconques.

Pour E , F Banach et 0< p< +®, il existe une démonstration facile donnée
par KWAPIEN, Il suffit, en effet, d'aprés le théoréme (4.1), de montrer que u est

p-sommante, donc qu'elle vérifie une inégalité de PIETSCH (2.2). Or, pour x € E
1

+© -
[lu(x)]] = *”Y||P( I |t|P dyu(x)(t))P (puisque Yy est de cotype p)
. -]
. ro 1
= l|YHp (I [t|P d(tu(‘Y))x(t))p (sur F' , les formes linéaires
-0
u(x) et x o Yy coincident)
1
= *HY||P( f' |(x,E)|P d(tuy)(g))p ( tu(Y) est une mesure de Radon
" :

sur ©@(E',E) !)

*Nvll -«
ivil, IE

1
p -
<|’l‘é|5|> IENP a(tuy)(8))P

(x,E)
el

P 1
av(e)?

I el

Z

pt
ou V est la probabilité HElL__E£12 sur Z = O(E',E) N
Htu\(llpP

Si donc on pose

W E) = *IIvIL Ry || &8,
P P lell

v est une application linéaire continhue de E dans ﬁw(z,v) , et

fuG) I < [[v(x)]| . , C.Q.F.D.
L(Z,v)
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§ 7. Cas des espaces hilbertiens,

THEOREME (7.1).- Soient E , F des espaces hilbertiens réels, u une application

linéaire continue de E dans F . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u est de Hilbert-Schmidt ;

2) u est p-radonifiante, pour un p fini ;

3) u est p-radonifiante pour tout p ;

4) L'image u(y) de la probabilité cylindrique de Gauss de E est de Radon

sur F .

Démonstration.

"u est de Hilbert-Schmidt" entraine "u est 2-nucléaire & gauche", donc
"y est 2-radonifiante" (prop. (4.5)), donc 1 implique 2. Ensuite 2 implique 4,
puisque Yy est de type p pour tout p fini. Supposons maintenant 4, et appli-
quons le théoréme de dualité (6.1) : ¥y est de cotype p pour tout p , en parti-
culier pour p = 0, et u(y) est de Radon ; donc ‘4 est O-radonifiante de P!
dans E' ( F' a la propriété d'approximation et E' est réflexif).

Mais alors, si ¥' est la probabilité cylindrique de Gauss sur F' , elle
est de type O , donc tu(y’) est de Radon sur E' . Une nouvelle application du
théoréme de dualité montre que u est O-radonifiante, donc p-radonifiante pour
tout p , on a donc 3. Enfin 3 entraine que u soit 2-sommante, donc de Hilbert-

Schmidt, c.,-a-d. 1, C.Q.F.D.

Remarque.- Quand on a la chance que ce soit possible, deux appiications consécutives
du théoreéme de dualité sont trés fructueuses ; elles donnent un résultat du type
4 = 3 : il suffit que l'image par u d'une certaine probabilité cylindrique bien

choisie soit de Radon, pour que u soit radonifiante.
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COROLLAIRE.- Les propriétés précédentes sont encore éauivalentes aux suivantes :

5) u est p-nucléaire A gauche ou a droite, pour un p > 1 ;

6) u est p-nucléaire 3 gauche ou 3 droite pour tout p > 1 .

En outre, sur E ® F , les normes ®g et ®d sont. équivalentes 3 la norme de

P P
Hilbert-Schmidt, pour tout p > 1 .

Démonstration.

D'aprés le théoréme de dualité de SAPHAR (2.5), le dual de E @d F est
Hp,(E;F') , pour p' £ +®, c,-a-d. p > 1 , ce dernier est le produitptensoriel de
Hilbert-Schmidt E° @2 F' (avec une norme équivalente) d'aprés 1'équivalence
1 & 2 du théoréme ; donc E éﬁ F est E @2 F , avec une norme équivalente, De

o P -
méme E ®g F . Alors 1'application canonique de E' ®g F dans &(E;F, est

P P
E' é@ F - L(E;F) y et les opérateurs p-nucléaires A gauche sont exactement les

Hilbert-Schmidt ; et de meme les p-nucléaires & droite.

Remarque.- Cela cesse d'2tre vrai pour p<1 : pour p =1, les p-nucléaires sont
les nucléaires, et non les Hilbert-Schmidt. Un etre jeune et encore plein d'illusions
aurait pu croire que, si E est un Hilbert, et si u est un opérateur normal com-
pact de valeurs propres kn (chacune comptée avec son ordre de multiplicité), u

est p-nucléaire si et seulement si g |Xn|p < +® ; c'est vrai pour p=1 ou 2,

mais pas en général, puisque, pour p> 1, u est p-nucléaire si et seulement s'il

est de Hilbert-Schmidt,
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§ 8. Exemples d'applications du théoréme de dualité.

Exemple 1.- Sur R° , 1'injection canonique de (Lioc)a dans (L:tzoc)B est p-

radonifiante, d'aprés (5.1), dés que 2 ; LN % + % . Oublions, pour simplifier, que

Rn n'est pas compact, et supprimons tous les loc et comp . Alors la probabilité

cylindrique de Gauss sur (LZ)U est de type p pour tout p fini ; donc son image
dans (Lb)B est de Radon. Mais la probabilité cylindrique de Gauss est aussi de co-
type p pour tout p , donc de cotype O , et nous voyons que son image est de Radon ;
le théoréme de dualité dira, par transposition, que 1l'injection de (Lb)B dans

(Lz)a est O-radonifiante. En remplagant la probabilité cylindrique de Gauss par
celles qui sont associées aux processus stables de Paul LEVY, on en déduit, par un

calcul raisonnable :

/

THEOREME (8.1).- Soient 1 < a,b < +®, L'injection canonique de (Lioc\a dans

(Llioc)B est O-radonifiante, donc p-radonifiante pour tout. p fini, dés que

a-B

> Max(1 - ,Min(%,j;)) .

Le probléme reste ouvert de caractériser les applications p-radonifiantes de

a

1oc)a dans (Lb )B ; comme il y a 5 paramétres, cela promet des réjouissances.

(L loc

Dans certains cas, le théoréme (5.1) donne un meilleur résultat que (8.1) ; dans
d'autres cas, c'est le contraire. Pour les O-radonifiantes, je ne serais pas étonné

que (8.1) soit proche du meilleur résultat.

Exemple 2.- Par le théoréme de dualité, j'ai pu caractériser les applications diago-
. a' .
] A} d t
nales (tn)neN — (dntn)nel\l de l'espace de suites ¢ dans 1'espace de suites

eb ( a' conjugué de a , c'est plus simple pour le résultat) :
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o4

THEOREME (8.2).- ¢ _=, P est O-radonifiante, si et seulement si ae £ ,

0]

avec : r

Min(a,b) , sauf dans les cas suivants :

1) a=b<2, ol c'est T |an|b (1 + |llog
— n

[) < += ;

)

2) a>b=22, ouc'est r =a = Max(a,b) ;

3) a>2>b,o0u r

est donné par +

o B
N

!
a

o 1 d

PIETSCH m'a indiqué qu'il avait caractérisé les applications diagonales p-

radonifiantes de &2

le m@me que p = 0 .

COROLLAIRE.- Soit (xn)

nel

dans eb , pour tout p 21 , Lecas p< 1 est sans doute

une suite de fonctions mesurables sur (Q,u) , dont

1'enveloppe convexe est bornée dans L°(Q,u) . Si (dn) est une suite de nom-

nemN
1

bres complexes, telle que I |anl (1 + |1log
n

) < +®, 1la série g lanxnl est

%

p-presque partout convergente.

Il existe une suite X, (2 savoir : les Xn sont des variables aléatoires

indépendantes suivant la

dt

— ), bornée

= L

loi de probabilité d'Augustin Cauchy

T+t

dans LO(Q,p) telle que, pour toute suite (an) vérifiant

nelN

E |un| (1 + |1og

%
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(1) Publicité non payée.

|} = +®, la série & |anxn| diverge u-presque partout.
— n

FIN, OUF !

énoncés ici sont complétement démontrés dans mon Séminaire

1969/70, Applications radonifiantes ; on y trouvera aussi




