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Séminaire BOURBAKI
23e année, 1970/71, n° 397 Juin 1974

CHIRURGIE NON SIMPLEMENT CONNEXE

(d'aprés C. T. C. WALL)

par Frangois LATOUR

Introduction

Etant donné un complexe cellulaire fini X et un entier n on se pose deux ques—

tions :

1) Existe-t-il une variété compacte V (PL ou différentiable) de dimen-—

sion n et une équivalence d'homotopie simple ¢ : V> X ?

2) On considére deux couples (V , ¢) et (V' , ¢) comme équivalents
s'il existe un isomorphisme (PL ou différentiable) V¥ entre V et V' tel que ¢o¥

est homotope 3 ¢'; déterminer 1'ensemble des classes d'équivalence , noté

n* .
sn(X) (* = PL ou Diff).

Il est plus facile d'étudier le quotient s:(x) pour la relation (V ,6 ) ~ (V' ,¢)
s'il existe un s—cobordisme W entre V et V' et ¢ : W X étendant ¢ et ¢'. On a
une surjection QZ(X) > s;(x) et si n » 5 c'est une bijection (théoréme du s—cobor-
disme [ 7]7.

Pour que s;(X) soit non vide il faut que X posséde les propriétés homotopiques
des variétés de dimension n , il n'y a donc qu'un entier n pour lequel s;(X) peut
étre non vide .

Si X est un complexe fini , Y et X' deux sous—complexes , X' étant une
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variété # de dimension n-1 , on considére les couples (V , ¢) ol V est une variété =
de dimension n avec dV réunion de deux sous-variétés de dimension n-1 : W et V'
et ¢ : (V, W, V') > (X, Y, X'") induit une équivalence d'homotopie simple entre V
et X, entre W et Y et un isomorphismes entre V' et X' . L'analogue de la re-
lation précédente donne un quotient noté s®(X , Y).

Ces questions ont été étudiées d'abord par Kervaire et Milnor (3] dans le cas ot
X =s" ; leurs méthodes ont été généralisées par Browder et Novikov dans le cas ol X
est simplement connexe [1 et 6]

Nous exposerons ici le cas général , en suivant les travaux de Wall. [9]

§ 1 COMPLEXES DE POINCARE

Soit X wun C.W. complexe fini et connexe ; soient 1 = 'n](X) et A= Z [r] et
w un homomorphisme de 7 dans {? 1} . On a un antiautomorphisme involutif de A
donné par a = I n(g) g>a= I n(g) w(g) g_l . L'homomorphisme w permet de défi-
nir des homolog%iz comme suit : soit X le rev@tement universel de X s ™ agit a
droite sur § et C*(ﬁa , complexe des chaines cellulaires,est un A-module & droite
libre et de type fini ; les cellules de X définissent une A-base déterminée aux per-

mutatior et multiplication par les éléments de (* m) prés . Si B est un A-module

3a droite on définit :

W

* ~ - N
H, (X ; B) = H*(B ®, C*(X) ) et H (X ; B) = H.*(HomA (C*(X) , B)) ot C . (X)

*

est C, muni de la structure & gauche a.c = c.a .

Exemples

1) Si B =Z avec la structure de A-module triviale , H*(X ,Z) est

~ ~
la cohomologie ordinaire de X ;ZZaA C*(X) s'obtient 3 partir de C*(X) en identifiant

c.g et w(g) c et H: (X ,ZZ) est 1'homologie ordinaire de X mais & coefficients
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tordus par w.

e

2) Si B=A, H*(X , A) est la cohomologie 3 supports compacts de

~
et H:(X , A) est 1'homologie ordinaire de X.

-~

3) Si B =29§Z:ce1a se réduit i 1'homologie et la cohomologie de X 2
coefficients dans Z/z z*

~
L'application L*(X) - CkF(X) (chaines cellulaires localement finies) donnée par

— -~
c % c.g passe au quotient pour donner un transfert tr :Z ®, GX) » CEF(X) .

Soient x € HZ(X sZ) 5, & un cycle représentant x et n = tr(g) ; alors

3

. »* . fod PP
n.g = w(g) n et le cap produit par n : CC(X) + Cx(X) est A-lindaire pour les struc-

tures 3 gauche . La classe d'homotopie de cette application , notée P(x) , ne dépend

pas du choix du cyle & ni de 1'approximation de la diagonale.

DEFINITION Un complexe de Poincaré (sans bord) connexe de dimension n est la donnée

d'un C.W. complexe fini et connexe X , d'un homomorphisme w : n](X) + {1}, d'une

classe [X]J€ Hx(x ,Z) tels que :
P([x]) : HomA(cp()?) , A) > cn_p(i)

est une équivalence d'homotopie simple pour tout p.

Conséquences

1) Pour tout A-module B on a des isomorphismes :

[X]n: HP(X, B) » Hz_p(x , B)

2)[XJ est unique au signe prés car H:(X W)= 1 (x ,Z) . Un calcul

analogue montre que w est unique ; de méme ga dimension est unique.
q

Généralisations

1) La définition s'étend clairement aux complexes de Poincaré non connexes.
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2) Si (Y , X) est une paire de C.W. complexes finis , on note

fod “ . ~ -1
p: Y>Y le revéetement universel de Y , X =p (X) et A =Z[1r'(Y)]

DEFINITION Un complexe de Poincaré (3 bord) gonnexe de dimension n est la donnée

d'une paire de C.W complexes finis (Y , X) , Y connexe , X complexe de Poincaré

(sans bord) de dimension n-1 , w : ™ (Y) > {* 1} induisant le w correspondant sur

ghadque composante de X , d'une classe [Y]€ H:(Y » X 3Z) (avec 3 [Y] = [X] dans

H:_](X »Z) ) tels que [Y] induise , par cap-produit , une équivalence d'homotopie sim-

ple :

Hom, (cp(?) , A) > Crrp& , 0

pour tout p.

Exemple

Toute variété triangulée de dimension n , compacte et orient&e , est munie d'une
structure de complexe de Poincaré de dimension n : c'est le théoréme de dualité de

Poincaré.

Propriétés de recollement et de découpage.

1) Si (Y] , X) et (Y, , X) sont deux complexes de Poincaré i bord

2

de dimension n , on peut définir de maniére canonique une structure de complexe de

Poincaré de dimension n sur Z = Y] U,y de méme lorsqu'on ne recolle que sur une

X ‘2

partie du bord.

2) Si Z = Y1 UX Y2 , S1 Z est un complexe de Poincaré sans bord de

dimension n , si (Y, , X) est un complexe de Poincaré i bord de dimension n , si

1

1'image de [Y]] est [Z] et si w](Yz) > m,(2) est un isomorphisme , alors (Y, , X) a

2
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une structure de complexe de Poincaré 3 bord de dimension tel que Z est le recollé de

(Y1 » X) et de (Y2 » X).

Propriétés tangentielles

La notion de fibré normal stable d'une variété se transpose assez bien dans le cas
de complexe de Poincaré en utilisant la notion de fibration sphérique; une fibration de

Serre & : (p : E_ > X) est une fibration sphérique de dimension q si la fibre a le

13
type d'homotopie de Sq_] s si M(p) est le mapping-cylindre de p , la paire (M(p) , E)

est le fibré homotopique en boules associé et M(p)/E est 1'espace de Thom de & noté

x°.

On a clairement des notions d'équivalence (par homotopie fibrée) de somme de Whitney,
d'équivalence stable ; on a un classifiant BG_ et un classifiant stable BG (Gq monol-

P ' . q-1 -
de des équivalences d'homotopie de S et G 11 Gq ).

Si & est une fibration sphérique de dimension q on a l'isomorphisme de Thom

g

j2=R3

X
P*q(

w(f) premiére classe de Stiefel Whitney de & ).

¢ ¢

,ZZ?) > Hp(x s z?'w(g)) (homologie ordinaire 3 coefficients tordus et

THEOREME 1 (Spivak) [8]

Soit X wun complexe de Poincaré de dimension n , il existe une fibration sphé-

-1
rique stable v sur X , unique telle que la classe de Thom ¢ ([X])e Hn+N(Xv , Zw(v).w)

soit sphérique.

Si (Y , X) est un complexe de Poincaré a bord de dimension n , il existe une fi-

bration sphérique stable v sur Y , unique telle que ¢_’ ( [YJ e H (Yv, Xv;zf”(v)'w)
soit sphérique , ¢_] ([X]) est alors aussi sphérique.

n+N
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Démonstration

L'unicité découle d'un analogue du théoréme de S—-dualité d'Atiyah. Rappelons la
construction de Spivak : on triangule X , on le plonge dans ‘Rn+N (N grand) , on
prend X, dX) un voisinage régulier , alors 1'inclusion dXeX a le type d'homo-
topie de la fibration cherchée et (i , dX) est une variété représentant le fibré

homotopique en boules associé.

§ 2 PLONGEMENTS DE COMPLEXES DE POINCARE

DEFINITION Soient X" et P  deux complexes de Poincaré de dimension n et p et

f : X>Y ; On appelle plongement de complexes de Poincaré homotope & f 1la donnée de :

, AP de

1) deux complexes de Poincaré@ a bord (Nl , dN)p et (N2

méme bord

2) ¢+ X N] équivalence d'homotopie simple

3) ¥ : Nl YUin N2 + Y équivalence d'homotopie simple telle que

a) Yo¢ est homotope 3 f

b) ¢_l dN ; dN > X a le type d'homotopie d'une fibration

sphérique de dimension p-n , appelée fibration normale du plongement.

Remarques

1) 8i p-n >3 et si (N, , dN) est 2-connexe, le théor&me de Spivak

1

assure que b) est réalisé.
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2) On a une notion naturelle de plongements isotopes ; de méme on

voit comment étendre la définition au cas i bord .

La méthode pour étudier les plongements de complexes de Poincaré découle de 1'

Assertion

Soit f : " > YP avec p—n > 3 , soient (i , &i)n+k et (q-, é;)p+k deux va-

riétés qui sont fibrés homotopiquement en boules sur X et Y , et £ : (i;di} - (?;d?)

étendant f. Si g : (i s d}) - (? N &?) est un plongement de variétés homotope i

f , g induit un plongement de complexes de Poincaré homotope a f

Preuve

Soit N] un voisinage tubulaire de g(i) et Ni = dN] - dy , alors (N1 , N;)

est un fibré vectoriel en boules de dimension p-n sur X donc (N] , Ni) est un
complexe de Poincaré & bord de dimension p .
Soit N2 =Y - IntN1 , comme p-n ¥ 3 , ﬂl(NZ) = Wl(Y) et par découpage (NZ,N;)

est un complexe de Poincaré & bord de dimension p .

I1 faut remarquer que , par cette méthode , on obtient des plongements dont la fi-

bration normale admet une réduction vectorielle.
THEOREME 2

. ! P o ..
Soit f : X -~ Y telle que vy f (VY) est stablement trivial.

Si p-n >3 et si p » 2n+1 , il existe un plongement de complexes de Poincaré homo-

tope a f.

On a un théoréme analogue pour les plongements de paires de Poincaré.

Esquisse de la démonstration : 1'hypothése de trivialité stable de vy T f‘(vY) permet
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d'étendre f en une application f : &, di)n+k a, d?)p+k du fibré de Spivak de
X dans celui de Y . L'hypoth&se p > 2n+l1 et p-n > 3 permet de trouver un plon-

gement de variétés homotope a f [SJ d'ol le résultat d'aprés 1l'assertion.
On démontre par des méthodes analogues :

THEOREME 3

Soient X wune variété de dimension n de bord dX , Y un complexe de Poincaré

de dimension p , (Y' , Y') un découpage du bord dY en deux sous-complexes de
ag P

Poincaré de dimension p-1 , et f : (X , dX) > (Y , Y'). On suppose f*(vY) admet

une réduction vectorielle (ou P.L.). Si

1) p=n > 3
2) ni(X , dX) = 0 pour 1i & 2n-p

3) £, nj(x , dX) nj(Y » Y') est un isomorphisme pour j g 2n-p

et surjectif pour j = 2n-p+l,

il existe un plongement de complexes de Poincaré de (X , dX) dams (Y , Y")

homotope 3 f .
THEOREME 4 (lissage des plongements)

Soient X" et YP deux variétés de dimension n et p et £ :X~>Y ; on suppo-

se que p-n > 3 et qu'il existe un plongement de complexes de Poincaré homotope a £

dont la fibration normale admet une réduction vectorielle (ou PL) gp_“

- 51 ty@f et

f’(TY) sont des fibrés vectoriels (ou PL) équivalents , il existe un plongement de va-

riétés g : X > Y isotope au plongement donné , comme plongement de complexes de Poincaré.
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Preuve :

Dans le cas ol le fibré normal est trivial , on montre que le plongement de complexes

. . . e k k-
de Poincaré peut se représenter par un plongement de variétés de Xx(D , S !

k-1

) dans
Yx(Dk » S ) . Ensuite on utilise les techniques de [5] pour montrer que ce plongement

. < o2 . . k
est isotope a un plongement de variétés conservant la projection sur D

Décomposition en anses des complexes de Poincaré.

Le théoréme 3 permet d'utiliser la méthode classique de décomposition en anses des
cobordismes : si V est un complexe de Poincaré de dimension n et W une partie du
bord et si HP(V , W3 A) =0 pour p <k (A =ZZ(nl(V)) ) , le théoréme 3 permet de

k k-1

plonger une réunion de (D , S ) représentant un systéme de générateurs de

Hk(V , W3 A) pour n-k > 3 . En enlevant des anses des deux cotés , on voit que tout

cobordisme de dimension > 5 admet une décompostion en anses et

THEOREME 5

Tout complexe de Poincaré de dimension au moins &gale 3 5 admet une décomposition

en anses.

§ 3 DONNEES DE CHIRURGIE

On désignera par % l'une des quatre catégories suivantes : variétés différentiables
(Diff) , variétés semi-linéaires (PL) , variétés topologiques (Top) , complexes de
Poincaré (CP) . Un fibré x sera donc soit un fibré vectoriel , soit un microfibré semi-
linéaire , soit un microfibré topologique , soit un fibré homotopique en boules . On no-
tera Bs le classifiant des fibrés » c'est-a-dire BO , BPL , BTop ou BG . On sait que

tout objet V de la catégorie » est muni d'un fibré x stable que 1'on appelle son fibré
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normal et que 1l'on notera V(V) .

Définition des données de chirurgie :

Soit X un complexe de Poincaré (sans bord), de dimension n ; une donnée de chirur-

gie sur X dans la catégorie x est , par définition , un quadruple (V , ¢ , a , n) ol

V est un objet de la catégorie » de dimension n sans bord , ¢ est une application

de degré 1 de V dans X, a est un fibré » (stable) sur X , et n est un isomor-

phisme de fibrés de ¢ (a) sur Vv(V) .

Soit X un complexe de Poincaré de dimension n , dont le bord est subdivisé en

sous—complexes (X' , Y, ,..., Yk) de dimension n-1 , parmi lesquels X' est un ob-

1

jet de la catégorie » (Nota : il se peut que X' soit vide , ou qu'il soit é&gal a dX

tout entier et qu'il n'y ait pas de Yi) ; une donnée de chirurgie sur (X , Yl seens Yk)

est , par définition , un quadruple ( (V , W ,..., Wk) s ¢ ,a, n) oi V estun

1

objet de la catégorie » de dimension n , dont le bord est subdivisé en k+1 sous-objets

de dimension n-1 V' , wl seeey Wk , ¢ est une application de degré 1 de (V , dV)

dans (X , dX) qui induit pour tout i (i =1 ,..., k) une applicétion de degré 1 de

(Wi , dwi) dans (Yi , in) et qui induit un isomorphisme de V' sur X' (isomor-

phisme dans la catégorie « ) , o est un fibré « sur X , et n est un isomorphisme de
¢ (a) sur Vi(V) .

I1 est clair que par restriction , toute donnée de chirurgie sur (X , Yl seees Yk)

induit (Vi) une donnée de chirurgie sur (Yi , Y n'Yi seeesy Y

1 nY)

k

Cobordisme des données de chirurgie :

On dira que deux données de chirurgie # , Zo et Zl sur X (resp : (X, Y)) sont

cobordantes , si il existe une donnée de chirurgie x sur (XxI , Xx{0} , Xx{1})
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(resp : (XxI , YxI , Xx{0} , Xx{1}) ) dont les restrictions a3 Xx{0} et Xx{1}

(resp : 3 (Xx{0} , Yx{0}) et Xx{1}, Yx{1}) ) sont Z0 et Zl respectivement .

Ceci définit une relation d'équivalence , 1l'ensemble des classes d'équivalence sera

noté Q‘ (X) (resp : Q% X, Y)).
Calcul de QPL et de Qlef :
THEOREME 6

Soit (V, ¢ ,a ,9) (resp: ((V, W) , ¢, a ,7) ) une donnée de chirurgie

sur X (resp: (X, Y)) , alors le fibré o est isomorphe , comme fibré homotopique ,

au fibré de Spivak de X .

Démonstration (dans le cas sans bord) : ¢ induit une application de degré 1 de 1'es-
pace de Thom de Q(V) dans 1l'espace de Thom de o , et comme la classe fondamentale
de 1'espace de Thom de V(V) est sphérique , celle de 1'espace de Thom de o 1'est
aussi , ce qui caractérise le fibré de Spivak . En fait si u : X > BG est 1l'appli-
cation classifiante de V(X) , ceci définit un relévement

Bx

On démontre ainsi le
4 \
THEOREME 7 :

Si % est PL ou Diff , cette construction définit une bijection de Q‘(X)

(resp : S‘?‘(X , Y) ) sur l'ensemble des classes d'homotopie des relévements de u dans BX
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(resp : sur 1l'ensemble des classes d'homotopie des reld&vements de u dans BX qui coin-

cident sur X' avec le reldvement défini par la structure d'objet de X donnée sur X').

On sait que , s'il n'est pas vide , cet ensemble est 1'espace homogéne du groupe des
classes d'homotopie d'applications de X dans G/x (resp : de X/X' dans Gh) (ot

G/#% désigne la fibre de l'application naturelle BO - BG ou BPL - BG) .

Une suite exacte :

Soit X un objet de* et Y un sous-objet de dX (Si» = Top on supposera que X
est muni d'une structure de complexe de Poincaré , qui fait de Y un sous-complexe de
Poincaré de dX) . Il est clair que l'on a des applications naturelles
X, P >®E, Y et X, Y > Q*(Y , ) . On définit une application
o (YxI , #) > Q‘(X ,» #) en considérant YxI comme un morceau de X (théoréme du col-
lier du bord) et en prolongeant toute donnée sur YxI par la donnée triviale sur X-YxI .
On définit des lois de groupe sur Q*(XxI , @), Q*(YxI s @) et Q*(X,xI ,» YXI) par
une construction géométrique classique ; ces groupes sont abéliens si X = X'xI ,
Y=Y'XI et (X, YY) = (X", Y)xI . Par ailleurs les structures d'objets de# de X
et Y définissent des points de base (X , Id , J(X) , Id) , (Y, Id , J(Y) , 1d)
et ((X,Y),Id, ¥QX) , Id) dans 9 (X, @ , 2,8 et %X ,Y) respecti-

vement . On démontre alors le

THEOREME 8 : La suite

e QKT , @) > KT, YXI) > F(IxI , 8) > X, B »¥x, v > %Y, 9

. . . > »*
est une suite exacte (i.e. : une suite exacte d'ensembles en £ (X , @) et @ (X , Y) ,

et une suite exacte de groupes avant) .

Remarque :

Si % = Diff ou PL , la structure de groupe que l'on vient de définir sur



301

Q*(XXI) et QF(XxI , YXI) coincide avec la structure d'espace homogéne donnée par le

théoréme 7 .

§ 4 LA CHIRURGIE EN DIMENSION INFERIEURE A LA MOITIE .

DEFINITION DES CHIRURGIES :

Soit V un objet sans bord de dimension n de ®» , et soit f un plongement de

k Dn-k k n-k

S'x dans V . Soit fo le plongement naturel de S xD "X dans S" (i.e. : on

- . s R + .
! a DkaDn k , ce qui identifie ap" ! . s™ a la réunion de

-k=- + . e .
et de DkaSn k ]) . Recollons VxI et p" ! en identifiant pour tout point
x de Skan_k ,» le point (£(x) , 1) et le point fo(x) . On obtient un objet W de %

. R +
identifie D"

Skan-k

dont le bord est formé de V (identifié 3 Vx{0}) et d'un objet V' de % . On peut

encore décrire V' de la fagon suivante : on enléve 1'intérieur de 1'image de f pour

obtenir un objet V0 de » dont le bord est identifié a Skxsn-k—l , puis on recolle
V0 et Dk+ltsn-k_] le long de leur bord .
p? = plp! = pk*lpnk
s%p! = skp"7k
VxI ,
(n=1,%k=0) (=2, k=1
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m=2,k=0)

Soit maintenant (V , ¢ , a , n ) une donnée de chirurgie % sur X , et soit f

kan-k dans V . On peut faire la construction précédente . Si on

s'est donné de plus une homotopie h de (¢.f/Sk : Sk +X) a0, ¢ :V->X se pro-

un plongement de S

longe en une application ¥ de W dans XxI qui envoie V ( = Vx{0} ) dans Xx{0}
et V' dans Xx{1} . On note B le fibré sur XxI obtenu par extension de a .
Soit A 1l'image de f , c'est un objet de % dont le fibré normal NA) est trivialisé

de deux fagons :

1) par l'isomorphisme £ : SKan_k > A
2) par le fait que -D(A) = V) /A = $*(a)/A = (6/A)° (a) et 1'homo-
topie-de ¢/A a O
On vérifie que si ces deux trivialisations coincident , n se prolonge de fagon na-
turelle en un isomorphisme u de J?B) sur j)( W) . On a ainsi défini une donnée de
chirurgie  ( W , V , V') , ¥, 8, u) sur (XxI , Xx{0} , Xx{1}) qui réalise un

cobordisme entre (V , ¢ , a , n ) et une nouvelle donnée (V' , ¢' , a' , n) sur X.

On dira que l'on a fait la chirurgie définie par h et f . Les théorémes de décompo-
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sition en anses montrent que six = PL ou Diff, et si*#=CP et n > 4 , tout cobordisme
entre deux données sur X est obtenu en mettant bout 3 bout un certain nombre de cobor-
dismes de cette forme .

Pour les données sur (X , Y) on a une notion de chirurgie analogue a celle-ci

pour les plongements de Skan-k dans 1'intérieur de X ; on a aussi une notion de chi-
rurgie sur le bord "&tendue a4 l'intérieur" pour les plongements de SEan-k_l dans Y .

Tout cobordisme est ici encore (si x = Diff ou PL , et aussi six= CP et dim X > 5 (ou

dim X = 4 et Y = #)) une suite de chirurgies .

Données réduites et cobordismes réduits :

Ici « = Diff , PL ou CP pour toute application ¢ : V -+ X on notera M(4) le map-

r~
ping cylindre de ¢ , M(9) son revétement universel et ¥V 1le relévement de V dans

~

r~ ~ ~
M(¢) . On pose m. (¢) = , (M) ,V) et H,(¢) =H, A M) ,V) .

i+l
P ~ o . . x 1, i,0
Comme ¢ est de degré 1 , ¢, : Hi(V)+ Hi(X) est surjective , ¢ : HC(X) > HC(V)
~
est injective , Hi(¢) est le noyau de ¢ et on a une décomposition en somme directe
~ ~ ~
Hi(V):;Hi(¢)0 Hi(V) de plus on a une dualité de Poincaré entre

i

(3 et E() = coker ( ¢ H‘c“i ®-> 2 @),

Soit (V, ¢ , a ,7 ) une donnée de chirurgie sur X (dim X = n) , Soit i tel

que 2i 4 2 ¢ n, et soit 6€ wi(¢) . Un représentant de 6 est un couple (f , h) ot
f est une application de Si dans V et h wune application de Di+l dans X telles
que h/Si =¢ .f . Comme 2i+ 2 <& n, on peut supposer que f est un plongement ;
de plus le fibré normal 3 ce plongement est stablement trivialisé par a ,s et h

donc ce fibré normal est trivialisé puisque 2i + 2 € n . Par conséquent f , h et

cette trivialisation normale définissent une chirurgie . On vérifie facilement que si
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(V' , ¢', a',9') est la nouvelle donnée de chirurgie définie par cette chirurgie ,
H, (;9) = Hj (Z) pour j < i et on a une suite exacte {6] + H, (33 - H; ($ﬁ) - 0
ot {08} est le sous Zl[n‘(X)J -module engendré par 6

Ceci permet de montrer que toute donnée de chirurgie sur X est cobordante 3
une donnée telle que T (¢) =0 pour 2i + 2 ¢ n . En particulier pour n > 4 ,
¢*: ﬂl(V) +nl(x) est un isomorphisme . On en déduit , si n =2k + 1 , que
Hi(z) =0 pour i différent de k et k+1 , et si n = 2k , que Hi($5 =0 pour i
différent de k . On note A 1l'anneau ZZ(WI(X)) « Pour n =2k (k > 2) , et puisque
V et X sont des complexes cellulaires finis , H*($3 est 1'homologie d'un complexe
0 ~» Cp d Cp—l > e > Cl > Co + 0

olu les Cj sont des A modules libres munis d'une base naturelle finie . On peut alors

démontrer que 1l'on a un isomorphisme naturel A de H'k(’;) + = C. sur Z C..
j-k impair’ j=k pair
~
Ceci prouve que Hk(¢) est projectif stablement libre . On se raméne alors (par des
chirurgies correspondant 3 des plongements de Sk dans V qui bordent des disques dans

~
V) au cas oud Hk(¢) est A libre et posséde une A base telle la matrice de X défi-

nisse 1'objet O de Wh(n](x)) .

DEFINITION :

Soit (V, ¢ , a ,7) une donnée de chirurgie sur X (dim X = n) , on dit qu'elle
est réduite si 1&(¢)=0 pour 2i +2 £n et si de plus , dans le cas o n = 2k (k > 2),
Hk($3 est libre et posséde une base vérifiant la propriété ci-dessus . Si
(W, V0 . V]) , ¢, a ,47) est un cobordisme entre deux données réduites , on dit

qu'il est réduit si wi(¢) =0 pour 2i + 1 £ n et side plus , dans le cas ou

<

n=2k-1 (k3>2), Hk( . W/Vo) est libre et posséde une base vérifiant une pro-
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priété analogue a celle que 1l'on a décrite ci-dessus .
Le raisonnement que l'on a fait ci-dessus , et un raisonnement analogue pour les

cobordismes démontrent le
THEOREME 9 :

. . q = ¥* ~ ~ - . ~ .
Si dim X > 4 , tout Elément de Q (X) peut étre représenté par une donnée réduite

. _ P P ~ P, *
si deux données réduites définissent le méme élément de Q (X) , elles sont cobordantes

par _un cobordisme réduit .

Remarques :

1) On a' pour les paires (X , Y) une notion analogue de données et de

cobordismes réduits (je ne les définis pas ici) et un théor&me analogue au théoréme 9.

2) Tout cobordisme réduit est une suite de chirurgies de dimension k
si n=2k+1 (k>2).81 n=2k (>4) tout cobordisme résuit est une suite de
chirurgies de dimension k-1 , suivie d'une suite de chirurgies de dimension k de

sorte que toutes les données intermédiaires sont des données réduites .

La suite exacte de Wall (cas sans bord)

Ici # = Diff ou PL . En associant 3 tout représentant (V ,¢ ) d'un &lément de

]

s*(X) , la donnée de chirurgie (V , ¢ , a ,7) ol a (¢-1) ( T)(V)) , et ol 7est
' . * =1 ') P . .
1'isomorphisme naturel de ¢ (¢ ) ( (V)) sur ”D(V) , on définit une application na-
turelle :
£ st () > "X
Par ailleurs on a une application &vidente (oubli de la structure %)

x: e ~ 8
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THEOREME 10

CP

C I D S,
Si dim X » 4 , la suite s (X) QX > X

est une suite exacte d'ensembles .

Démonstration :

. P
I1 est clair que ¥. & (éf(X)) est le point de base de QC

(X) . Inversement on
doit montrer que si une donnée de chirurgie » Z= (V , ¢ , @ , n) sur X est cobor-
dante a2 (X , Id , -)(X) , Id) parmi les données de chirurgie CP , alors Z est co-
bordante parmi les données « 3 une donnée = Z' = (V' , ¢' , a' , n') ol ¢' est une
équivalence d'homotopie . On peut supposer que Z et le cobordisme de Z a

X, Id , -)(X) , Id) sont réduits ; le cobordisme est alors une suite de chirurgies ,
que l'on peut lisser gradce au théoréme 4 ; Z' est le lissage de (X , Id , O(X) , Id)
ainsi obtenu .

Considérons maintenant un représentant H= (W, ¥ , B, ) d'un élément de
QCP(XXI , ® , et un représentant (V , ¢) d'un élément de s™(X) , on peut considérer
que H est un cobordisme CP de la donnée % associée 3 (V , ¢) & la donnée
cP (X, Id , D(X) » Id) ; en appliquant i ce cobordisme la méme méthode de lissage , on
obtient un représentant (V' ,¢') d'un nouvel &lément de s"(X) . Ceci définit une

opération du groupe QCP(XxI , ®) sur s*X) .
THEOREME 11 :

Si dim X » 4 deux éléments A et B de s™(X) ont méme image par £ si et seule-

ment si il existe un élément G de QCP(XxI , #) tel que B =G.A .

Supposons maintenant que gYX) soit non vide , et choisissons un point de base ;

pour simplifier on supposera que X est un objet de %« et que ce point de base est (X,Id).
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On a alors une application naturelle (oubli de la structure«x)
* CP
X : 8 (XXI ) ¢) > Q (XXI > ¢)

et on démontre le
THEOREME 12 :

§i dim X > 4 pour tout élément A de s*(X) le stabilisateur de A dans

o°F(XxI , #) est 1'image de x .
En continuant ces constructions , on obtient , pour tout &lément X sans bord
de % de dimension n > 4 , une suite exacte
e 1P, @) > P, B - P, ) - L
vee 0FGxT L, B > F@ @ -+ P

Cette suite étant une suite exacte de groupes sauf en QCP(XXI , ¢), s¥(X) et Q*(X) ol

1'exactitude est précisée par les théorémes 10 , 11 et 12 .

La suite exacte de Wall (cas relatif) :

On suppose encore que # = Diff ou PL . On suppose que dim X > 5 ou que dim X = 4

et Y=¢ . On a alors une suite exacte d'ensembles

S,y Saex,v ¥ FPx, v

On fait opérer QCP(XXI , YxI) sur s*(X, Y) , et les orbites de cette opération

sont les ensembles de la forme E_](D) (o D est un élément de 9*(X , ¥)) o Si X
est un objet de % , et Y un sous-objet de son bord , Jf?XxI , YxI) existe et s'envoie
naturellement dans ﬂCP(XxI , YXI) . L'image de cette application est le stabilisateur
de chacun des points de s™(X , Y) . Et la suite exacte se prolonge indéfiniment vers la

gauche , comme dans le cas sans bord .
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397-20

Remarque :
Il est clair que le probléme que 1l'on s'est posé est maintenant ramené 3 celui du

C _ .
calcul des Q P ; c'est ce que nous allons étudier au § 6 .

§ 5 PRELIMINAIRES AU CALCUL DES 2

Nombres d'intersection

Soient (Y , yo) une variété connexe de dimension 2n , w @ wl(Y . yo)-+ {;l}

la premiére classe de Stiefel , (Xi R xi) (1 =0, 1) deux variétés simplement connexes

de dimension n et fi : Xi,q Y deux immersions munies d'un chemin a; entre y et

fi(xi) (immersions dans le revétement universel de Y) . On veut définir un nombre

d'intersection I(fo ,a 3 £, a])G,ZZ(wl(Y)) ne dépendant que des classes d'homotopie

o 1

réguliére ; pour cela on suppose que f0 et f] sont en position générale . A tout

point d'intersection P , on associe deux chemins bi(P) entre Y, et P en compo-
sant a;, avec un chemin joignant fi(xi) a P dans fi(xi) (ces chemins sont définis
3 homotopie prés car vl(Xi) =0 ) . Soit Ep =%1 , obtenu en comparant 1'orientation
de Tp(Y) induite de l'orientation de Ty (Y) par le chemin bo(P) et celle de
o
. _ -1
TP(X0)$ Tp(xl) et soit gp = bo(P) . bl(E) € n](Y)

On pose I(fd > a, s f1 s al) = g epgp .

Il est clair que cela ne dépend que des classes d'homotopie réguliére ; de plus si

(f] . a]).g = (f1 , g ! a]) et pour une définition manifeste de la somme connexe

(£, , al) + (fi , ai) on a les formules :

1

I(f0 > 3y s (f] . a]).g) = I(fo > ag s f] , al).g

. \J 1 - . f? v
I, > a s (£, a])+(f] , a])) = I(fo,ao,f],al) + I(f ,a ;f],a).
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I(E, a5 £ ,a) = (DY L a s £ ,a)

La derniére relation montre qu'on ne pourra définir une classe d'autointersection

o(fo , ao) que dans le quotient de ZL(nl(Y)) par{a —(-l)n a} . On a les formules :
of(f, » a).8) = g.o(f , a).g
o((f ,a)) + (£,,a)) = o(f ,a ) + o(f ,a) + {I(fo,ao;fl,al)J
[T(£_,a 3£ ,a )] = o(f_,a) + (-1 o(f_,a )
o o (o] o o o o (o)

la derniére formule n'est vraie que si le fibré normal de fo est trivial . Pour n > 3,
fo est réguliérement homotope 3 un plongement si et seulement si o(fO , a) =0 (Whitney).
Les méthodes du § 2 permettent d'étendre ces définitions dans le cas ol Y est

un complexe de Poincaré et n > 3 .

Construction de Ln( T , W)

Soit A un anneau unitaire muni d'un anti-automorphisme involutif on appelle

k-forme quadratique non—dégénérée Q la donnée d'un A-module (& droite) M libre de

type fini , muni d'une classe d'équivalence de bases , d'une application A : MxM > A

N . . . - ke .
et d'une application u : M > Vk A/{a—(—l) 3} tels que

1) Pour tout x de M 1'application y = X (x , y) est une appli-

cation A-linéaire de M dans A .

D Ay, ® = EDE x, D

3) L'application M -+ HomA(M , A) déduite de A est un isomorphisme

simple .
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4) ux+y) = ux + uy) +[2x, ]

$) [ix , 0]= ux + -D* T

6) u(x . a)

a . u(x) . a

On a une notion de somme directe de deux formes quadratiques ; soit Qo(k) la
forme quadratique définie par M = A®A avec la base canonique {e , f} et
Me ,e) =A(E , £) =0, Ae, £) =1, ME,e) = (D" ue) = u(f) =0 .

On appelle Fk(A) le monoide de Grothendieck quotient du monoide des classes d'i-
somorphisme des k-formes quadratiques non-dégénérées par la relation :
Q]NQ2 s'il existe p et q et un isomorphisme de QIOPQO(k) sur QZQqQO(k) .

Si 7 est un groupe et w : T+ {* 1 }, on note LZn(w , w) le monoide

Fn(A) oi A =2z(n) et l'involution est construite a partir de w .

Soit A comme précédemment ; on considére les triples (Q , Mo , MI) o Q est

une k-forme quadratique non dégénérée sur le A-module M de dimension 2p , Mi (1=0,1)

des sous-modules libres de dimension p , tels qu'il existe un isomorphisme de (Q , Mi)

sur_la paire (on(k) , sous-module de base e seees ep)

On a une opération de somme directe qui fait de 1'ensemble des classes d'isomor-
phisme de tels triples un monolde abélien . On fait le quotient par le sous-monoide en-
gendré par (Qo(k) , Ae , Af) et encore par la relation d'équivalence engendrée par

' s .
«, Mo s M]),u(Q , Mo , MI) s'11 existe ap s ap , b dans M tels que

)(ai ,b) =68 . et {a, ,..., ap} est une base de Ho et (b, a

..., a_} est une
I,1 1 ’ ’ P

2

base de M' .
o
I1 est clair que cette relation est compatible avec la loi de monoide . Si A =2Z(v)
et si 1'involution est construite 3 partir de w , on note le quotient L2n+l(7 , W) .

Wall a donné une caractérisation de (m , w) comme quotient du groupe stable

L2n+1
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SU des automorphismes des formes quadratiques on(k).

Remarque

Ln(ﬂ , W) ne dépend de n que par son reste modulo 4 .

§ 6 CALCUL DE QCP(X)

LEMME 1
Soient Xo et X] deux complexes de Poincaré (3 bord) de dimension n . Si X

s'obtient en rajoutant a X] une anse de dimension » 3 , il existe une bijection de
CP CP

Q (Xl) sur Q (xo) .
Preuve :

Soit (Vl . ¢l > %) s n]) une donnée de chirurgie sur Xl , on en déduit une don-
née de chirurgie sur Xo en rajoutant a V1 la méme anse qu'a X, . On montre par les

méthodes du § 2 que cela donne une bijection sur les. QCP .

Corollaire
Si X est un complexe de Poincaré de dimension n et si n > 5 , il existe un

complexe de Poincaré X' de dimension n-1 et une bijection de QCP(X) sur QCP(X'XI).

Calcul de QCP(X) si dim X = 2k 2> 6

Soit (V, ¢ , o , n) une donnée de chirurgie réduite sur X . Tout élément x
~;
de nk(¢) = Hk(¢) détermine une classe d'immersions i fibré normal trivialisé de S
jod . . k . .
dans V ou encore une classe d'immersion fx de S dans V munie d'un chemin ax

ent¥e le point base de V et celui de fx(Sk) . En posant A(x , y) = I(fx,a 3 f )

x Ty ly
et u(x) = o(fx,ax) on obtient une k-forme quadratique , notée Q(¢) qui est non-
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dégénérée a cause de la dualité de Poincaré .

LEMME 2
Si (V' , ¢', a' , n') se déduitde (V, ¢ , o« , n) par une chirurgie de di-

mension k-1 , les formes quadratiques Q(¢') et Q(¢)eaQo(k) sont isomorphes .
Preuve :

Soient f : Sk-lka+l + Vet h: Dk -+ X prolongeant ¢o f‘Sk—] , qui définis-
sent une chirurgie de dimension k-1 sur V . Soit (W, ¥ , a , n) lé cobordisme
correspondant , on a Hi( g . $ ) =0 pour 1# k et Hj( ¥ . $') =0 pour j # ktl,

on a donc les suites exactes :

0> H ($) »H ) >A>0

O+A—)-H_k(’$')—>}{k(q)+0

Mais ces suites exactes ne sont pas scindées de fagon canonique . Comme wk_](¢) =0

on peut relever h en B $ Dk + V et méme supposer que h est un plongement mais h
n'est pas unique car ﬂk(¢) # 0 . Ce disque déterminé , on peut choisir pour représen-
tants de la base de Hk(z) , des immersions de Sk ne rencontrant pas E(Dk) donc
incluses dans V' ; ces choix faits , on a un isomorphisme de Q(¢)& Qo(k) sur Q(¢")
défini comme suit : 1l'application Q(¢) > Q(¢') est déterminée par le choix des repré-
sentants de la base de Hk(g) , 1'image de f€ Qo(k) est 1'ame Dk prolongée par
le plongement h de Dk , 1'image de e€'Q0(k) est la sphére transverse Sk .

I1 résulte du lemme que , si (V, ¢ , a , n) et (V' , ¢', a, n') sont des
données réduites équivalentes , les classes de Q(¢) et de Q(¢') dans L2k(ﬂ|(x),w)

- . P
sont égales , soit YX : QC x) » L2k( T, W) cette application .
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THEOREME 13

Si 2k > 6, Zk : QCP(X) -> sz(ﬂ , W) est une bijection , de plus si X est de

la forme X'xI c'est un isomorphisme de groupes

Preuve

D'aprés le lemme 1 il suffit d'étudier le cas X = X'x I . Il est alors clair que ¥

est un homomorphisme .

Si y(V, ¢ , o , n) est nul l'isomorphisme Q(¢)® on(k) > qQo(k) permet griace

au lemme 2 de construire un cobordisme réduit entre (V , ¢ , a , n ) et la donnée

triviale . Reste i montrer la surjectivité@ pour cela on va réaliser toute k-forme non-
dégénérée Q comme un Q(¢) . A chaque élément s d'une base de Q , on peut asso-
cier une immersion fi : (Dk , Sk-l) > (X'x I,X'x {1}) reliée par un chemin a;, au
point base de X' , telle que Sk“1 est plongée dans X'x{1} comme bord d'un disque Di
de sorte que les disques Di sont disjoints et que I(fi » ag s fj , a.) = A(ei yE.)
et o(fi . ai) = u(ei) . Les plongements de Sk_I dans X'x{1} peuvent servir i faire
des chirurgies sur la donnée triviale X'x{1} ; on obtient un cobordisme (V, ¢,a ,n )

entre X' et une donnée de chirurgie qui est aussi triviale car Q est non-dégénérée

(V, ¢,a ,n ) est la donnée réduite sur X'x I cherchée .

P

calcul de o° (X) pour dim X = 2k + 1 > 7

On suppose que X est de la forme X'x I ; soit (V , ¢ , a , n ) une donnée de

chirurgie réduite sur X avec dV = W6Jw] . On appelle partage de V un triple

(v0 s V. , W) ot V= VoVy v] , ol w2k définit une donnée (W , ¥ , o , n ) réduite

1
sur X' et Vi (i=0, 1) s'obtient 3 partir de WixI en ajoutant des anses d'in-

dice k . Une décomposition en anses de V montre qu'il existe des partages .
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A un partage de V on associe le triple (Q , Mo , Ml) oi Q est la forme qua-
dratique Q(¥) , Mo le sous-module engendré par les sphéres transverses des anses de

Vo et Ml par celles de V1 ;5 le lemme 2 assure que (Q , Mo , Ml) vérifie les pro-

priétés des triples ; de plus si on modifie les anses de Vi par opération de Smale ,

permutation ou action de n‘(X) s Mi est invariant .

Si a partir du partage (Vo s Vl , W) on construit un partage (Vé , V; , W') en

ajoutant 3 Vo une anse triviale et i Vl 1'anse duale , le nouveau triple est

«, Mo , Ml)d)(Qo(k) , Ae , Af) ; les classes dans des triples associés 3 deux

L2k+]
partages de la donnée (V, ¢ , o , n ) sont donc identiques .
Skka+l

Si on fait sur V wune chirurgie sur un plongement f : + V on considére

un pargage (V0 , Vl , W) ot f/Sk e‘wk(¢): Hk(V , Wo s A) est utilisée comme anse

de la décomposition de Vo . La donnée (V' , ¢' , 0 , n') aprés chirurgie admet comme

partage (V; , V] , W) avec V; = (Vo - Int f(Sk Dk+l))‘,Dk+] xSk , on voit donc ,

que les triples associées a (Vo R Vl , W) et (V; , V. , W) ont la méme image dans

1

L . Soit -{X' QCP(x'xI) - L2k+](w](x') , w) l'application ainsi déterminée ;

2k+1 xI °

si X est un complexe de Poincaré général , on peut construire une application Wk

compatible avec la définition précédente et la bijection du lemme 1 .
THEOREME 14

si k33, ¥ 2@l

1
est de la forme X'x I, XX'xI

2k+l("l(x) , W) est une bijection , de plus si X

est un homomorphisme de groupes .

Preuve
Il est facile de voir que ¥ est un homomorphisme si X = X'x I . Si ¥ (V,¢ ,a ,n )

est nul , on peut se ramener aprés chirurgie , d un triple isomorphe i
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(on(k) , ® Aei ,OAfi) et donc i une donnée de chirurgie triviale . Soit

x€L2k_H(1r, w) , on représente X par un triple (PQo(k) ,GAei , Ml) , on fait la chi-

rurgie sur p sphéres triviales de dimension k-1 de X' ; on obtient un cobordisme

Vo entre X' et une donnée (W, ¥, a , n) sur X' , la structure des anses de

Vo donne un isomorphisme bien déterminé entre on(k) et Q(Y¥) , on fait la chirurgie

sur les sphéres représentant la base de 1l'image de Ml par cet isomorphisme : on ob-

tient un cobordisme V., entre W et une donnée de chirurgie sur X'

1 qui est triviale;

VOUWV] est alors une donnée de chirurgie sur X'x I dont 1'image par ¥ est x .

Remarque
Si dim X = 5 on peut encore définir une application YX : QCP(X) > LS(TT, w) qui

est injective et qui est un homomorphisme si X est de la forme X'x I

Cas relatif

/
On peut définir également des groupes abéliens Ln(w -+ m, w) ne dépendant que du

reste de n modulo 4 et des bijections

¥ e &

X,Y , Y) > Ln(ﬂ](Y) > WI(X) , W)

pour n > 6 de sorte qu'on ait le diagramme commutatif :

CP

- QCP(YxI) > QCP(X) -> QCP(X,Y) > Q7 (Y)
3

¥ ¥ ¥

> Ln(ﬂ’ SW) > L (w,w)_,Ln(«'+1r,w)+ Ln_l(n' SW)

Produit par une variété

Soit (X , Y) wune paire de complexes de Poincaré . Soit P un objet de » . A

toute donné de chirurgie = ((V , W) , ¢ , a , n) sur (X, Y) on peut associer la
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donnée % ((VxP , WxP) , ¢xIdP) , a, n) sur (XxP , ¥YxP) . Ceci définit une application

xp Q%X , Y) » d(xxP , ¥xP)

On démontre le

THEOREME 15
CP CP,. .. .
x : (X, Y) 7 (XxP(2 ,C) , YXP(2 ,CY) est une bijection , et
P2 ,C)
= 7.
B/xxP(z ,T) , YxP(2 ,()'XP(Z sC) X, ¥

Remarque : On définit de la méme fagon une application

x s (X, YY) ~¥ExP , YxP)

et le diagramme

coa%PxI L YTAD s X, Yy MK, V) —— T, )
1»“9 \[XP lxp le
cer PP P , YPXD) ___y s*(XAP , xP) _y 9¥(XxP , WxP)__, o°F

(XxP , YxP)

est commutatif

§ 7 EXEMPLES

La suite exacte de Kervaire Milnor

Les méthodes de la chirurgie furent inventées par Kervaire et Milnor avant 1960 .
Leurs résultats concernent les boules et les sphéres . Ils ont montré que QCP(Dn , @)
est nul pour n impair , égal aZ pour n = 4k (k > 2) et i Z/2Z pour

_ . . #, N *,.0
n =4k + 2 (k >1) . Il est par ailleurs évident que 4 (D , @) = s*(S) , et ces en—

sembles sont munis de structures de groupe (abélien) par somme connexe . On obtient
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ainsi la suite exacte de groupes abé&liens dite de Kervaire Milnmor :

.

R G R A B - D T N ¢/ B e W Y (7.5

Yzpz o #6760 > er st o Mg (C/%) <.

e Z[225 $4(S7) > m Gl >0 > s*(sh) ™, ()

Si * = Diff , Kervaire et Milnor ont &tudié les homomorphismes u . Ils ont montré

leff(SS) - sD1ff 6 Slef

que (S°) =0, que

7 .
(8") = Z/28zZ , et ils ont calculé 1'ordre

Diff ,.n
s

de (S) pour 8 £ n £ 18

n=|89 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ordre de sPiff (s“)=‘2 8 6 992 1 3 2 16256 2 16 16

Si # =PL , é*(Sn) =0 pour mn »5 , on en déduit que pour

i>»5 , wi(G/PL) = Li(O) (=Z, 0ou Z/2zZ) .

Le calcul des groupes Li

Les groupes Li(n, w) sont presque tous inconnus . On vient de voir que Kervaire
et Milnor avaient calculé Li(O) . Par des calculs algébriques compliqués Wall les a

calculés dans un certain nombre de cas particuliers , ces résultats sont dans le tableau

suivant :

(T, w L, L, L, | L,

Z[2Z, w =0 0 ZNRZ | ZIRZ |Z® Z-

Z/27Z, w = id 0 Z2Z 0 Zl2Z
Z ,wto0 (o} ZI2ZZ | ZI2Z ZI2Z
Z v~ z zhz | Z2z z
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On peut calculer un certain nombre des groupes Li , en particulier les Li(zn,o),

grice au
THEOREME 16

Si Wh(m) = 0 , on a un isomorphisme naturel

Li(wxz, wx0) = Li(‘ﬂ, w) @Li_](‘", w)

Démonstration :

Soit V wune variété de dimension i-1 ( > 5) dont le groupe de Poincaré est m et
. P . . 1
dont 1'orientation est définie par w . On a deux applications (T = S)

xpi 000@, 0 > T, B

P P
et 8 : oFI, 8 > oFxT, 9
( B étant définie par recollement de Vx{0} avec Vx{1} ) qui définissent deux applica-

tions

u Li_](n, w),____> Li('rrxz, wx0)
et v Li(n, W) — Li(an, wx0)
On vérifie que u et Vv ne dépendent que de T et w (et pas de V) et que ce sont des

homomorphismes de graupes . On a donc une application

(u, v) : Li-l("’ w) @ Li(’lT, w) * Li(nxz, wx0)
Pour montrer que c'est un isomorphisme on montre que v est injectif et on construit

une rétraction

p I:i(WxZ, wx0) Li_l(ﬂ', w)
en construisant une application (si n > 7)

v S, o, 9
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telle que pv.xT = Id et que pv(x) = 0 soit équivalent 3 x = 8 (y) . Ces deux dé-

monstrations utilisent un théoréme de Farell (cf : [2]) et supposent que Wh(w) =0 .

Calcul de é*(Tnka , #) pour n+k 3 5

Soit V wune variété semi-linéaire de dimension n (on note m le groupe de Poincaré
de V et w sa classe d'orientation) . On a vu au § 6 (Th 15) que 1'application u

définie par le diagramme commutatif (ol P = P(2 ,C))

oL, 9 o, 9
l.k
VP

oS xe® | @)
lYVka
L (m, W) = > Loa (™ W)

ne dépend pas de k . Si n2» 5 , on adonc u = 7&. X o

LEMME 1 :

si v =p" , M est un homomorphisme de groupes injectif ; cet homomorphisme est
surjectif si n # 4 ; pour n = 4 son conoyau a deux éléments .

C'est une conséquence des calculs de Kervaire et Milnor . Pour n3> 5 cela résulte
de ce que 1'on a vu ci-dessus . Pour n = 1,2 ou 3 cela résulte de calculs directs et
du fait que ni(G/O) = ni(G/PL) pour i =1,2et 3. Pour n=24 , on définit une appli-
cation L4k(0) _-f1722,qui est un isomorphisme sur 8Z , et telle que

0 . M : WA(G/PL) = wé(G/O)._3921soit un isomorphisme sur 16Z , 3 cause du théoréme

de Rohlin ( ® est définie au moyen de 1'index) .

LEMME 2 :

Soit Mol QPL(Tn

k
Wk xD > ¢) > Ln+k(ln ’ O)



320
ayw , o =0
n,k

b) Pour k >1 , u k est un homomorphisme de groupes dont le conoyau
’
est isomorphe 2 l-ll'—k('rn yZI[2Z) .

Pour démontrer ce lemme , on construit des homomorphismes de groupes

u' s offw L )+ Pt , @)

¥

vt Pl , @) oL vxr |, @)

¥

PL PL
p' 1 Q (AT , @) T, 9
comme dans la démonstration du théoréme 16 , de telle fagon que

' =uu, w'=vu, u'=pu,pu=1Id et Imv' = Ker p .

On en déduit le lemme par récurrence sur n . S'il est vrai pour W 1.k (Vk) :

_ . ' - “ =
a) un,k(x) = 0 entraine p un,k(x) P (x) = 0 donc P(x) =0 ,

= un—],k
= v' = = =
donc x = v'(y) avec wv. un-l,k+l(y) un,k(x) 0, doncy=0

b) Si k >1 , W,y est un homomorphisme (pour le voir il suffit de
b
construire les deux lois de groupe par le méme argument géométrique) . On a alors le

diagramme commutatif

PL - - + ' 1
QFL (0 lka,¢) ® QPL(Tn lka 1 , u = v' QPL(Tnka )
n-1,k  Yn=1,k+1 YaLk
Loy (277150 n-1 u, v n
n + Ln+k( Z ,0) = > Ln+k( Z,0)
Donc Coker Mok T Coker Hoe K ® Coker M1 Jk+1

De ces deux lemmes on déduit le
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THHORENE 17 :

Pour n+k 3 5 , stTnXDk , §) est isomorphe a H3_k(Tn , Z/2Z) ; 1'isomorphisme

que 1'on construit est compatible avec les revétements d'ordre fini .

Ce résultat a été admis sous le nom de th&oréme 5 dans 1'exposé 362 .

§ 8 LE CAS TOPOLOGIQUE

Kirby et Siebenman ont montré (en utilisant le théoréme ci-dessus ; cf [4] ) que

pour toute variété topologique compacte V :

1) Il existe une variété semi-linéaire B(V) et une application

p: B(V) >V qui fait de V un fibré en boules fermées sur V

2) Si (B(V),p) et (B'(V),p') sont deux tels fibrés , 1'équivalence
d'"homotopie p_lp' : B' > B est simple .

I1 en résulte que toute variété topologique est munie de fagon naturelle d'une
structure de complexe de Poincaré , et que 1l'on peut définir sTop(X) et STOP(X , ).
On peut alors répéter sans aucun changement tout ce que l'on a dit aux § 3 et 4 , sauf
peut €tre le théoréme 7 qui nécessite des théorémes de transversalité , les théorémes de
transversalité topologiques n'étant démontrés que dans le cas ol la dimension de la va-
riété image inverse est au moins 6 , le théome 7 ne sera vrai que si dim X > 6 (resp :

dimY >6 , oudimX 26 et Y =0) .
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