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Séminaire BOURBAKI
23e année, 1970/71, n° 395 Juin 1971

LA THEORIE DES INVARIANTS AU XIX® SIECLE

par Jean DIEUDONNE

Introduction

Vers le milieu du XVIII® siécle, on savait que si, dans une forme quadra-
tique ax2 + bxy + cy2, on fait un changement de variables x = ox' + By' ,
y = yx' + 8y' avec a8 - By # O, on obtient une forme quadratique
a'x'2 + b'x'y' + c'y'2 et les discriminants des deux formes sont liés par la
formule v'2 - ha'te!' = (b2 - lac)(ad - By)2 ; Gauss connaissait la formule analogue
pour les formes quadratiques a trois variables, et un peu plus tard Gauchy démon-
tra la formule générale reliant les discriminants de deux formes quadratiques
quelconques déduites 1l'une de 1l'autre par changement de variables linéaires.
La proportionnalité des discriminants correspond d'ailleurs au fait que les

formes de discriminant nul sont exactement les formes dégénérées.

C'est en partant de ce cas particulier que Cayley, vers ‘1845, pose le pro-
bléme général de la recherche des "invariants relatifs" d'un polyndme homogéne

de degré r & n variables P(x) = > aaxx, ol les coefficients 8, sont
o

considérés comme des indéterminées ("forme n-aire de degré r", " n-ary
quantic" dans la terminologie de Cayley). Il s'agit de trouver les polyndmes
homogénes I((aa)) en les coefficients a, ayant la propriété suivante

pour toute transformation s &GL(n), soit P(s.x) =Za&x’< ; on doit alors
o
avoir I((a&)) = J((s)I((aa)) avec un facteur ne dépendant que de s . Il est

remarquable qQu'en une vingtaine d'années les efforts de Cayley lui-méme et Sylves-—

ter en Angleterre, de Hermite en France, de Clebsch, Gordan et Aronhold en Allemagne
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aient abouti & dommer une solution théoriquement compléte du probléme général
ainsi posé et méme de problémes beaucoup plus généraux, au moyende ce qu'on
appelait & 1'époque la "méthode symbolique". On va exposer les grandes lignes
de cette méthode, en suivant essentiellement les idées introduites vers la fin
du siécle par Frobenius, A. Young et I.Scrur, qui font apparaitre la "méthode
symbolique" comme un chapitre de la théorie des représentations linéaires des

groupes classiques.

§ 1. Généralités

Lorsqu'un groupe I opére sur un ensemble E , il opére de fagon éviden-
te sur lensemble de parties P(E) ; lorsque I opére sur une famille d'ensem-
bles (EA) , il opére de fagon évidente sur le produit de cette famille. De
ces deux observations,on déduit que si [ opére sur E et F , il opére
canoniquement sur l'ensemble %(E,F) des applications de E dans F, en
identifiant ces applicationsa leurs graphes (parties de E X F) ; pour toute
application u : E-F , et tout oel , O.u est l'application telle que

(0.0) (O = o.(uie™".x)) .

Un invariant pour l'action d'un groupe [ dans un ensemble E est un
é1ément x€E tel que o.x = x pour tout e€I" . Dans le cas vu plus haut de
1'opération de [ dans %(E,F) , les invariants dans ¥(E,F) prennent le nom
de concomitants: ce sont donc lesapplicationsde E dans F telles que
u(o.x) = o.u(x) pour x€E et oe[ . Lorsque E est un produit ﬁEk et

. k=1

que I agit sur chacun des E ., cette équation s'écrit

u(ox, ,...,o.xr) = c:r.u(x'1 yeee ,xr) ,
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et on dit parfois que u est un concomitant simultané de r variables X

On va ne considérer que le cas ou E (ou les Ek) sont des espaces vecto-
rielg sur un corps K , et ou [ opére linéairement dans E (ou les Ek) H
si By est l'application lindaire x i oc.x de E dans lui-méme, © buo est
donc une représentation lindaire de I' dans E (homomorphisme de [ dans

GL(E) )o Lorsque E =K , p_ est une homothétie de rapport X(o)eK*, et x

o
est un homomorphisme de [’ dans K¥, qu'on appelle encore caractére abélien
de ' & valeurs dans K . Un invariant relatif de x de I' , défini
dans E , est une application u : E > K telle que u(o.x) = x(o)u(x) pour
x€E et o€’ , autrement dit un concomitant dans c’J~'(E,K) pour l'action donnée

de ' sur E et l'actionde I sur K définie par le caractére x . Lors-

que x =1, on parle d'inveriant abgolu.

§ 2. la lindarisation classique

On se borne & partir de maintenant au cas ol K est de caractéristique O
(il n'y a pas de théorie en caractéristique p > 0) et les espaces vectoriels
sur K sont de dimension finie. En outre, on va seulement considérer des

concomitants rationnels, c'est-a—-dire des concomitants u : E - F tels que,

pour deux bases (ei) , (fj) de BE et F , onait

2 ) ; )
u( T g.e.) = Zu.(Eq9000s8 )E.
i=1 1 jor 91 mJ

ol les v sont des fonctions rationnelles des g - Cette définition est in-
dépendante des bases 3 une telle fonction u n'est pas partout définie, et la
relation u(o.x) = c.u(x) doit donc &tre entendue comme ayant lieu seulement

1la oh les deux membres sont définis. Mais en vertu du principe de prolongement
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des identités algébriques (le corps K étant infini), les relations algébriques
entre les §; Qque 1'on obtient ainsi sont encore valables lorsqu'on remplace

les g, par des indéterminées.

On dira qu'un concomitant rationmel u est polynomial si les u:j sont des

polynomes homogénes de degré m ; cela est encore indépendant des bases.

Cela étant, on a les réductions successives suivantes (a peu prés trivia-

les) :

A) Tout concomitant rationnel peut s'écrire u = (p/q)v , oo v:E-F

est un concomitant polynomial, et p,q des invariants relatifs polynomiaux.
B) Les parties homogines d'un concomitant polynomial sont des concomitants.
C) Pour toute application polynomiale homogine u : E > F de degré r ,

on peut écrire, pour }‘1""’}\1- dans K , Xy,ee.,x, dans E

B a
u(x1x1+...+hrxr) = ZI_ ca)\ ua(x‘l oo ,xr)
| =z

ol les ¢ sont des entiers 3 en particulier, si v =1u , v est
o (1515000,1)
une application multilinéaire de E° dans F , et ona
-1
u(x) = (1) v(X,X,000,%x)
("polarisation" de u ). Cela étant, si u est un concomitant, v est un

concomitant simultané de x1,...,x , multilinéaire,
r

D) si P ET —>E8r est 1l'application canonique, on peut écrire v =W o @

ou cette fois w : ﬂg - F est un concomitant linéaire.

E) Finalement, comme Hom(E~ ,F) s'identifie canoniquement a E¥*T g F,
on est ramené & trouver les invariants pour l'action (linéaire) de I dans cet

espace vectoriel déduite canoniquement des actions de I' dans E et dgns F .
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Ce probléme & son tour est résolu si, pour une action linéaire de [ sur
un espace vectoriel M , on connait les gous-espaces de dimension 1 de M

invariants par I’ . Autrement dit, on est ramené & 1'étude des représentations
lindaires du groupe I .

§ 3. Représentations lindalres rationnelles du groupe lindaire général

On ve maintenant supposer que K est en outre algébriquement clog, et que
T = GL(n,K) , Pour appliquer ce qui précéde, on va déterminer explicitement,
par la méthode de Frobenius-Young-I. Sclur, les représentations linéaires
rationnelles de GL(n,K) : on entend par la un homomorphisme X b F(X) de
GL(n,K) dans un GL(N,K) , ol les éléments de la matrice F(X) dtordre N
sont fonctions rationnelles des éléments de la matrice X d'ordre n (cela
semble encore goulever la méme difficulté que plus haut, la relation
F(XY) = FX)F(¥) n'ayant lieu que pour les matrices X,Y telles que F goit
définie pour X,Y et XY ;3 mais ici encore, cette relation équivaut & celle
qu'ton obtient en remplagant les éléments de X et de Y par des indétermindes).
On dira encore que F est polynomiale (resp. polynomiale homogéne) 8i les élé-
ments de F(X) sont des polyndmes (resp. des polyndmes homogénes de méme degré)
en les é1éments de X ). On a encore les réductions suivantes (un peu moins

triviales que ciedessus) :

A) Si X »F(X) est une représentation rationnelle de GL(n,K) , on peut
écrire F = (p/a)G , ou p et g sont des caractdres abéliens polynomiaux

et G une représentation polynomiale.

B) Toute représentation polynomiale F est semblable & une somme directe
de représentations polynomiales homogénes Ej (on utilise 1la forme de Jordan

d'une matrice).
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C) Supposons donc que F soit une représentation polynomiale homogine de
degré f de GL(n,K) dans 5. Soient %4 5 (1=i,jsn) n? indéterminées
sur K ; pour tout couple de multiindices o = (@qseces@p)y B = (ByseeesBy)s

posons X _ = ;3 on voit aisément que 1l'on a x si et

ceeX - x

aB " TaqBy " TagBy o Ta'B’
seulement s'il existe une permutation TS, telle que T.@x = a' et T.B = B!
( meo est le multiindice (« -1 goee s

(1) nH(g)

Fhk(L) (1 = h,k = N) les éléments de la matrice F(X) 5 par hypothése on

) ). Soit X = (Xij) et soient

peut écrire d'une seule manidre Fhk(ﬁ) = (YZB o g%y si 1'on impose la
b

vy " a’hkaB pour toute permutation TS, . Or, les % g
f

sont les éléments de la matrice X =~ .

condition 8y o
Yk 7

On est donc conduit & introduire, dans 1l'anneau End( (K'n)®f) , le sous-

anneau A, engendré par les matrices E®f, oi U parcourt End(K") = Mn(K)
(cu weulement GL(n,K) ) 3 on montre aisément que c'est l'annesu des matrices

=1 our TS, . Revenant & la représenta-
.O/,TT.E Q’B p Df P

tion F , on pose qu(—T-) = T a
: a,B
G(T) = (th(z)) est telle que Q(é®f) = F(X) , et on prouve aisément que G

T = (tq'B) telles que t_

hkaBtarB , de sorte que la matrice

est un homomorphisme de 1'algébre A, dans 1'algébre MN(K) .

D) On est maintenant en état de faire donner la grosse artillerie des

algebres semi-simples. Soit (ej) la base canonique de K" 5 la base

n\Qf
)

1=5jsn

canonigue de (K est formée des e =e De BD...0e , et le groupe
o a 0/2 Q/f

B¢ opére linéairement sur (Kn)®f par m.e =€ . j onen déduit une action

n)®f

de 1ltalgebre de groupe K[ef] sur (K . Cela étant, on voit aussitdt que

'algtbre A, est la commtante dans End((K™)®") de 1'image de K[5.] pour
cette action. Or, par le th. de Maschke, K[6f] est semi-gimple, donc aussi

tous ses quotients. En second lieu, par le th. de commutation de I. Schur,
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la commtante dans End((Kn)af) d'une sous-elgébre semi-simple contenant le

centre (i.e. les matrices scalaires) est une sous-algibre semi-simple. d'ou

tout dtabord le

THEOREME 1, Toute représentation linéaire rationnelle de GL(n,K) est compld-

tement réductible.

Mais en fait la méthode de démonstration donne beaucoup plus que ce théo-

réme qualitatif, comme on ve le voir.

§ 4. Les diagrammes d'Young

Le th, de commutation de Schur affirme, non seulement la semi-gimplicité
de la commutante B! d'une sous-algtbre semi-simple B de MP(K) contenant
le centre, mais encore décrit explicitement les B'-modules simples (ou, ce qui
revient au méme, les idéaux minimaux a4 gauche de B') & l'aide des idéaux &
gauche minimaux de B : on les obtient en prenant un générateur c d'un

idéal a gauche minimal de B , et on forme le B'-module c.KP.

Pour avoir les A f-modules simples, qui correspondent aux représentations
irréductibles de GL(n,K) , on doit donc commencer par déterminer les idéaux
minimaux de 1'algebre de groupe B = K[ef] . C'est ce qu'on peut faire

explicitement & 1'aide des diagrammes d'Young. On définit un tel diagramme a

1l'gide d'une suite décroissante o = (a1,...,ar) d'entiers tels que
¥z, ZeEa 21, et cr1+c12+...+ar=f;

un diggramme dt!Young Zar d'indice o est une suite double d'entiers (mi 3 )
9J
1

oh 1s=i=sr, 1= Jj 2oy 5 les m; étant deux & deux distincts et
23
i

prenant des valeurs entre 1 et f ; on représente Z'O[ comme un tableau rec-
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tangulaire ou les entiers entre 1 et f sont arrangés en r lignes de lon-

gueurs d1 ,ﬂz,.oo ,ar :

m11 m12 cesecenes m1a1

Mop Ty eeees m2a2

mssesccescse

M, eese I .
1
T,

Le groupe symétrique Gy eagit sur 1l'engsemble des diagrammes d'Young : Tr.ZO!

est le diagramme (m;;.j ) correspondant & la méme suite « , tel que
i
m.. = TT(m. N ) °

Un diagramme Za/ détermine deux sous~groupes de Sf 5 le premier, I.._(Za)
est formé des TT€6f qui laissent invariante chaque colonne. Il est clair que
L(Za) n Q_(Za) = {1} , et que pour toute permutation TeSe

-1 -1
. =m.L(Z ), . =, JJ .
L(mz ) = mL(E ) et C(m.z ) =mg(Z)

A l'aide de ces groupes, on forme dans l'algebre B

K[Gf] les éléments

suivants :

a = L p, b, = L e .q c =ab
¢ peL(z) aec(z ) ¢

et on démontre que cy £0 et que B.ca est un idéal & gauche minimal de B ;
en outre, tout idéal & gauche minimal de B est isomorphe & un des idéaux B.ca,

et les idZaux correspondant a Zar et Zé sont isomorphes si et seulement

On peut alors revenir au probléme considéré dans le § 3, la détermination

des Af-modules simples : ce sont les sous—Af—modules c .(Kn)gf qui ne sont
o
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pas réduits & O , correspondant sux diagrammes d'Young Eg . Deux tels sous-
espaces de (Kn)®f correspondant & deux diagrammes Za et 2; de méme indice
o sont des Af-modules simples isomorphes j les sous-espaces des (Kn)gf obte-
mus ainsi (pour toutes les valeurs de f) sont ce qu'on appelle les espaces de

feuseurs irréductibles sur .

Si on regarde les définitions de a et bcr , on voit que cela donne sur
o

(Kn) Ges opérations de gymétrisation et d'antisymétrisation partielles.

On voit alors aisément que :

1° pour que ccr.(Kn)Of = {0} , il faut et il suffit que la premidre colon-

ne du tableau ¢ ait une longueur > n j

2° pour que ccv.(}{m)g’f soit de dimension 1, il faut et il suffit que
toutes les colonnes du tableau ¢ aient pour longueur n ;3 cela entraine évi-

demment que £ = gn , et le caractére abélien de GL(n,K) qui lui correspond

est X b (det X)E.

§ 5. la_méthode symbolique pour les invariants de tenseurs contravariants

Ce dernier résultat fournit déja les invariants relatifs simultanés multi-

linéaires d'un certain nombre f de vecteurs de K" (pour le groupe GL(n,K) ).

THEOREME 2. (premier théordme fondamental de la théorie des invariants). Il

ntexiste d!invaeriants relatifs multilinéaires de f vecteurs xj (1=5s1¢1)

de o gue si f est un multiple gn de n . Ces invariants sont les combi-

naigsons linéaires des invariants de la forme

(1) [x, eeex, J[x, eoex, Jeou[x, eeeX, ]
19 T e ton 1 ne 1r

ou (i.,,...,if) est une permutation arbitraire de 9, et [z1z2...zn} est
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le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les vecteurs z; . Ces

invariants sont tous de poids g .

I1 n'y a donc pas d'invariant absolu multilinéaire ; mais on obtient aisé-
ment & partir de 14 des invariants absolus rationnels, par exemple pour n = 2
et f =4, le birapport [x1x2][x3x4]/[x1x5][x2x4] .

A partir de 1a, en reprenant le processus de linéarisation du §2, on

obtient la régle donnant tous les invariants relatifs polynomiaux homogénes

d'un certain nombre de tenseurs. Pour fixer les idées, supposons qu'on cherche
les invariants relatifs de trois tenseurs contravariants
n\3r
x€ (K% | x'e@®)® | x" (k)

dont on désignera les composantes par

k1K2...kp .k1k2...kq k1k2...kr

g , ¢ , ¢" (1=k sn).

On considére les invariants polynomiaux en x,x',x" qui sont homogénes de
dezré h par rapport aux composantes de x , de degré h' par rapport a cel-

les de x', de degré h" par rapport & celles de x" .

On commence par rechercher les invariants relatifs multilinéaires par

J n\8p J!
rapport & h tenseurs x (1 = 3j=h)de (K )* , h' tenseurs x'
an
(1=3'sn) dge &), ' tenseurs x" (1= j"=h') de &P 5

les composantes se noteront comme celles de x,x',x" en ingérant un indice

inférieur j,j*' ou j¥ sous ¢, ',("

Puis; par aéfinition du produit tensoriel, il revient au méme de cher-
cter les invariants relatifs multilinéaires de hp + h'q + h"r vecteurs de K

qu'on désigne par
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jl s ‘jlz' s j"Z"
X X' X"
avec 15 j=hL, 15L4=p, 1=j'=sh" , 1sg'sq , 1=j"=n",
1=:"=r 3 on pose
JZ n jtz! n . j"ﬂ" n "
X = % glk e, x! = ¥ g'f« k e M - T g,,l k e, -
k=1 k=1t k=1 3"

On peut alors appliquer le th. 2 ; il n'y a d'invariant relatif du type voulu
que si
(2) hp + h'q + h"r = gn

et les invariants relatifs des gn vecteurs précédents sont combinaisons li-
néaires de ceux du type (1). Il s'agit ensuite de revenir au problme posé :

dans l'expression de la fonction multilindaire obtenue, on remplace

1% 2k, ok Kk, .ok
1 _ 1
g § Teeeg P oper ¢ ?
j 3 3 3
'1k1 ox ak, Joqlpeeok
g€ gt ceo €1 Par ¢
i r e 2
1% 2k Tk K.k, ...k
g" 1 g" ?... g" mr Cll 1 2 r
j" j" J'" J'"

puis on supprime les indices inférieurs j, j', Jj", ce qui donne les invariants
polynomiaux cherchés.
Pour avoir un exemple simple, cherchons les invariants de degré 2 d'un

seul tenseur xs(Kp)SQ, avec n=23 onaalors p=2, h=2, et la re-

lation (2) est vérifide avec g = 2 . On doit donc introduire 4 vecteurs de K?,
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rs ’
x = §S1e1 + gszez . Partons par exemple de 1'invariant multilinéaire
T r
1122 12 21
11_22 12_21 2112 _22_11
(x x)x x)=(g g -5 % )g¢g"- )

-

[\SI7AT}

S
1 2 1 2 1 2

On en tire dtabord l'invariant multilinéaire

1M22 1212 2121 2211
T T

> b
1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 . . . 3 s <
de x et x , puis l'invariant homogéne de degré 2
11 22 12,2 21,2
20 ¢ - -7
11 12 21 22

de x. 5i on part de [x xJ[x x] , on obtient (g12- g21)2 et si on part de

121 1222 11,22 12 21
[x x][x x],on obtient 2(C '(°“={ ¢ ); tout invariant homogéne de degré 2

est donc combinaison linéaire de ces trois invariants qui ne sont pas linéairement "’
indépendants d'ailleurs.

% 6. Extension de la méthode aux tenseurs mixtes

En pratique, on n'a pas seulement & chercher les invariants simultanés de
tenseurs contravariants, mais aussi de tenseurs mixtes. Pour cela on est rame-
né par les procedés du § 2, & déterminer d'abord les invariants multilindaires
d'un certain nombre de vecteurs 1,...,% de k" et d'un certain nombre de vec-
teurs y',....y' du dual (X™)* . On utilise le fait que la représentation
linéairl naturglle de GL(n,K) dans (K*)" est équivalente & la puissance
extérieure (n-1)-tme de la représentation maturelle de GL(n,K) dans K" ’

a 1'aide de 1'isomorphisme (canonique & facteur scalaire prés) entre vecteurs
covariants et (n-1)-vecteurs contravariants. Des manipulations élémentaires

d'algibre multilinéaire conduigent alors au
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THEOREME 3 (premier théortme fondamental de la théorie des invariants, seconde

version). Les invariants multilinéaires des ¥ (1 = i S p) et des y'
J
(1 = jsq) sont des combinaigons linéaires de produits d'invariants simples

de trois types :
i1 i2 in
(i) crochets [x X ...xX] de poids 1 3

(ii) crochets [y' y' «..y'] de poids -1 3

33y,

(iii) produits scalaires < X,y'> de poids O .
J

Cela entraine que p-q doit étre multiple (positif ou négatif) de n .

A partir de ce résultat, on procéde comme dans le § 5 pour obtenir tous les
invariants polynomiaux homogénes simultanés d'un certain nombre de tenseurs
mixtes de types domnés. Au lieu de tenseurs quelconques d'un espace Tz(Kn),
on peut aussi considérer les tenseurs d'un des sous-espaces de tenseurs irré-
ductibles en lesquels se décompose cet espace : si T est le projecteur cano-
nique de Tz(K‘n) sur ce sous-espace, il suffit de remplacer dans l'invariant

obtemu, le tenseur xst(Kn) par m(x) .

Un cas particulier de ce procédé donne la solution générale du problime de
Cayley, les "formes n-aires de degré r " n'étant autres que les tenseurs
symétriques dans T;(Kn) = ((Kn)*)®r 5 ces derniers forment bien un espace de
tenseurs irréductibles, correspondant au tableau d'Young formé d'une seule ligne.
Ltagpplication du th. 3 & ce cas donne alors la "régle d'Aronhold" que nous énon-
cerong, pour simplifier, dahs un cas particulier. On cherche les invariants
polynomiaux homogenes simultanés de deux formes n-aires f,g de degrés res-
pectifs r,s , et d'un vecteur xeK" 5 s8i un tel invariant est de degré p

par rapport aux coefficients de f , de degré q par rapport aux coefficients
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de z, ef d cegr€ m par rapport aux coordovnrdes de x , ona

(3) m=-pr-gs =gn

ot g (entier positif ou négatif) est le poids de l'invariant. On considére

alors p+q vecteurs covariants y',z! (1sisp , 1=j= q) et on forme

i
un produit de crochets [w' w' ... w'] , ol chaque W' estun y' ou un z',
1 2 n k i J
et de produits scalaires < x,y*> ou < x,z' > , de sorte que y§ soit de de-
i J
gré r par rapport & chacun des y' , de degré s par rapport & chacun des
i

z', et de degré m par rapport & x . On obtient un invariant ¢ du type

J
voulu (qui peut éventuellement &tre identiquement nul !) en remplagant dans ]

ir i T
chaque mondme (1) 1...(nn) " de degré r = T, + 1, +...+ T en les coor-

données de y! par
i

role.er ! r

o si £(T) =% a T1...Tn ,

1
r! r1r2...rn T Tpeesl 1

1

pour 1=i=p,
et de méme pour les mondmes en les coordonnées des 2z' , en remplagant f
J
par g . On dit que § est l'expression symbolique de ¢ .

Exemples. 1) £(x) est un invariant (absolu) de f et de x , dont

1'expression symbolique est < x,y! >t
1

2) Le discriminant d'une forme n-aire quadratique a pour expression

symbolique n "[y! y' ... y']2 .
1 2 n

3) Prenons r=2, s=1, m=0 (invariants d'une forme quadratique
et d'une forme lindaire) 3 on satisfait a (3) en prenant p =n-1 , q =2

g = =2 5 on obtient ainsi un invariant dont 1'expression symbolique est
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(y* 7' ey 230y ¥* vee ¥' 2']
1 2 p1 17172 n-1 2

Lorsqu'on anmile cet invariant, on obtient la condition pour que dans Pn-1 (K)
1thyperplan défini par la forme linéaire soit tangent & la quadrique définie

par la forme quadratique.

4) Le hessien d'une forme n-aire de degré r a pour expression symbolique,

a4 un coefficient mmérique pres,

[3;' AR y']2 < X,y ST2 < X,y T2,

2 n 1 n

5) Supposons n = 2 et cherchons tous les invariants simultanés de deux

formes quadratiques

142 1.2 242 _15\2 1.2 252
f= 0/11(§ ) + 20'12% g€ + 0'22(!; ) ’ g = 511(S ) + 2512€ g + Bzz(g )
12y 2 , . a6
et d'un vecteur x = (g N3 )e ., la régle d'Aronhold prescrit de considérer

les produits dont les facteurs sont de 1l'une des formes

[IY' Y'] ’ [Z' Z'] ’ [3" z'] , < x,y' >, <x,2'>
i h J k i j i J

et qui sont de degré 2 par rapport & chacun des y.' et des z.' . Il est assez
facile d’examiner les divers cas possibles, et on ta,rrive a la Jconclusion suivan-
te : les invariants cherchés sont des polyndmes par rapport & 6 invariants
"fondamentaux’ :

f dtexpression symbolique < x,y:" >2 H

g i ] < X,Z' >2 H
1

142 1.2 ~242
Bo= (agqByg = @ypBy) (8D + (oqqBpp = agpByq)3 37 + (a1pBp = ppByp)(E7)

dtexpression symbolique [y! 2z'] < x,y' > < x,z2' >
1 1 1 1
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2 2
= @y4a,, - (2,,)° d'expression symbolique [y' ¥']” ;3
11722 12 1 2
2 2
= Byq4Po, = (By,) " " [z' 2']° 3
4y = B11P22 ~ (Py2 A

. . 2
dyp = ¥qqPpp *+ UpoByq = 20458y, d'expression symbolique [y1' z1'] .

§ 7. Invariants et géométrie projective

Si 1ton adopte la définition de Klein, la géométrie projective "élémen-
taire" est 1'étude des propriétés algébrigues d'objets liés & P, (XK) et
invariantes par le groupe projectif. Si on veut préciser cela, on doit appe-
ler “propriété algébrique" une propriété concernant un certain nombre de
tenseurs mixtes UqslUssess,,  SUT K" et qui s'exprime en anmmulant un cer-
tein nombre de polyndémes homogenes Ph(u1 seee ’U‘r) par rapport aux composantes
des uj 3 en outre, l'invariance par le groupe projectif signifie que pour
tout 0€¢GL(n,K) , le systime des relations Ph(LLI ,...,ur) =0 (1=hs=ss)

entraine Ph(c.u.1 ,...,o.ur) =0 (1=h=3g)3; ondit que ce systéme de rela-

\tions a une gignification invariante.

Cela étant, la détermination de tous ces systémes revient & celle des rela—

tions algébriques (ou "syzygies") entre invariants (rationnels) absolus de GL(n,K)

(théoréme de Gram). Pour le prouver, soit la base canonique de K, et

(e;)1<i2n

pour toute base y = (y1,...,yn) de , notons ‘y la bijection linéaire telle que

Oy(ei) =y; « Alors, pour ueTg(Kn) , le tenseur 0;1 .u a des composantes

sur la base canonique qui sont des invariants rationnels absolus de

Uyseees, 5 Yyseee,y, « En effet, pour 1€GL(n,K) , ona o© =10y

Ty
-1 =1 4 -1 -1
donc Sry =%y donc g-r.y'(T'u) =0 eu .



273

Cels étant, supposons que les relations P, (u, ,...,ur) =0 (1=ns=s)
entrainent, pour tout o<¢GL(n,K) , Ph(o.u.1 ,...,cr.ur) =0 (1 =hsg) 3 pour
toute base y = (Y-,,‘--,Yn) de K", 1les relations Ph(u.1,...,ur) =0 entrai-
nent donc Ph(°y°u‘1 ,...,oy.ur) =0 (1 =hsg), relations qui s'écrivent
Qh(IL, reeerl, 5 ¥y ,-u,yn) =0, ou les Qh sont des polyndmes par rapport a

des invariants absolus de Uyyeesyly, 5 ¥y reses¥y - Inversement, si ces relations

1A

ont lieu pour 1 h=s8, et pour tout choix de Yyseees¥y formant une base,

on peut y faire y; = e; pour 1=3j=n, et on retrouve Ph(u“l ,...,ur) = 0.



(1]

(2]
(3]
(4]

(5]

(é]
(71
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