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Séminaire BOURBAKI
23e année, 1970/71, n° 390 Février 1971

PROBLEMES D'EXISTENCE ET D'HOMOTOPIE DANS LES FEUILLETAGES

par Claude GODBILLON

1. Rappels sur les feuilletages ([5], [11]).

Soit Mt une variété différentiable (*) paracompacte sans bord de dimen-
sion m .

Un feuilletage ¥ de codimension q , 0 € g <m , (ou de dimension m- q)
de M est déterminé par un atlas différentiable (Ui' ¢i) de M ayant la
propriété suivante :

si on identifie R" au produit Rq X Rm—q les changements de cartes
P, ° ¢;1 : gpi(Ui n Uj) - cpj(Ui n Uj) sont de la forme
(x,y) +— (gji(X),hji(X.y)) .

Les applications ki =Py ° ¢i : Ui - Rq sont les applications distin-

guées de ¥ . Ce sont des submersions, et leur donnée (compte tenu des relations

kj = gji ° ki ) caractérise le feuilletage F .

La topologie des feuilles de ¥ est la topologie la moins fine sur M
rendant continues les applications distinguées ki lorsqu'on munit Rq de la
topologie discréte. Elle est localement connexe et plus fine que la topologie
initiale de M , Ses composantes connexes, qui sont des variétés paracompactes

de dimension m-q , sont les feuilles de ¥F .

On peut munir chaque feuille F de ¥ d'une structure différentiable

pour laquelle l'injection de F dans M est une immersion, et telle que les

(*) On dit ici différentiable pour indéfiniment différentiable.
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plans tangents aux feuilles définissent un champ différentiable de (m- q)-plans
sur M (ou de fagon équivalente un sous-fibré de dimension m-q du fibré tan-
gent & M), Ce champ est intégrable et admet pour variétés intégralec maximales

les feuilles de ¥ .

Inversement un champ différentiable ¢ de (m- q)-plans tangents & M
détermine s'il est intégrable un feuilletage de codimension q de M dont

les feuilles sont des variétés iatégrales de © (théoréme de Frobenius).

La donnée d'un feuilletage de dimension q de M est donc équivalente
3 celle d'un champ intégrable de g-plans tangents & M . Il est par suite na-

turel de poser le probléme suivant [11] :

Probléme 1,.,- L'existence d'un champ de g-plans tangents & M suffit-elle pour

assurer l'existence d'un feuilletage de dimension q de M ?

Ou plus précisément encore [5] :

Probléme 2,- Tout champ de q-plans tangents & M est-il homotope & un champ

intégrable ?

La réponse A ces deux questions est évidemment positive pour q =1 ; on

verra (§ 5, prop. 1) qu'elle peut 2tre négative pour q > 1 .

Remarque 1.- La donnée d'un feuilletage de codimension q de M est aussi
équivalente & celle d'un systéme de Pfaff de rang q intégrable sur M .,
En particulier une forme de Pfaff w sur M sans zéro et telle que

wA dw = O définit un feuilletage de codimension 1 de M .,

Remarque 2.- Dans le cas de la codimension 1 on étendra la notion de feuille-
tage aux variétés A bord de la fagon suivante :

soit h : dMx ]-1,0] = M un "voisinage collier" du bord de M (i.e.



169

un difféomorphisme h de M x ]-1, O] sur un voisinage ouvert de M tel
que h(x, 0) = x pour tout x € 3M ). Un champ différentiable de (m-1)-plans
tangents & M détermine un feuilletage de codimension 1 de M s'il se pro-
longe en un champ intégrable sur la variété (sans bord) N =M U, (3Mx 1-1, +1[)

admettant les sous-variétés M x {t} , t 2 O, pour variétés intégrales.

2. Quelques constructions classiques.

a) Image inverse d'un feuilletage.

Soit F un feuilletage de codimension q d'une variété différentiable
M défini par une famille d'applications distinguées k; : U, = RY . soit £
une application différentiable d'une variété V dans M transverse & F
(i.e. transverse a chaque feuille de ¥F ). Dans ces conditions les submersions
k; o £ f_1(Ui) - RY définissent un feuilletage £°F de codimension gq
de V .

On appliquera par exemple cette construction lorsque f est 1l'injection
d'un ouvert V de M dans M ; ou plus généralement lorsque f est une
submersion d'une variété V dans M .,

En particulier une submersion de V dans M (munie du feuilletage tri-

vial de dimension O) définit un feuilletage de codimension m de V .

b) Feuilletage transverse & une fibration ([3]).

Soient M et N deux variétés différentiables sans bord, et soit «
une représentation du groupe fondamental n1(M) dans le groupe des difféomor-
phismes de N . Le fibré m : E - M de fibre N associé par o au revéte-
ment universel ©p : M > M de M s'obtient en quotientant le produit MxN

par 1'action (x,y) v (cx,a(c)y) de “1(H) .
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Le feuilletage ?" de Mx N défini par la projection sur N est inva-
riant par cette action. Il induit donc un feuilletage ¥ de E dont chaque

feuille est transverse a chaque fibre ﬁ—1(x) , X EM,

c) Feuilletages de variétés produit.

PROPOSITION 1.- Soit M wune variété différentiable compacte & bord non vide,

Il existe un feuilletage de codimension 1 de la variété produit M x S1 .

Plus généralement d'ailleurs :

PROPOSITION 1'.- Soit M une variété différentiable compacte 3 bord non vide,

et soit N une variété différentiable compacte sans bord sur laquelle il existe

une forme de Pfaff fermée sans zéro. La variété produit M x N posséde un

feuilletage de codimension 1 .

Soient en effet « une forme de Pfaff fermée sans zéro sur N et f une
fonction différentiable sur M ayant les propriétés suivantes :
(i) 0 est une valeur réguliére de f ;
(i) £7'(0) = am .

La forme de Pfaff @ = df + (exp (;%))a est sans zéro sur Mx N et

vérifie wA dw=0.

Remarque 3.- En particulier si N est tibrée sur S1 il existe un feuille-
tage de codimension 1 de la variété produit Mx N .

En fait cette remarque n'est qu'une reformulation de la proposition 1'.
En effet, l'existence d'une forme de Pfaff fermée sans zéro sur N entraine

que N est fibrée sur s [13].
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d) Recollement de feuilletages.

Soient M et M' deux variétés différentiables & bord non vide de m&me
dimension, et soient h un difféomorphisme de 3 sur dM' et N 1la variété
obtenue par recollement de M et M' aumoyen de h . Si ¥ (resp. F' ) est
un feuilletage de codimension 1 de M (resp. M' ) il existe un feuilletage

de codimension 1 de N égala F sur M etd F' sur M' ,

e) Feuilletages des sphéres .

Il n'existe pas de feuilletage de codimension 1 des sphéres de dimen-
sions paires.
Par contre la proposition 1 permet de construire un feuilletage de codi-
mension 1 de la sphére S3 par décomposition de S3 en deux tores pleins
2 1 1

D™ x S et S x D2 (recollés sur leurs bords par échange des méridiens et

des paralléles) : c'est le feuilletage de Reeb de 83 [11].

2n+1

On pourrait 2tre tenté de feuilletéer de fagon analogue les sphéres S

2n+1

n 22, au moyen des décompositions § =pPx sty Sp_1 x Dq+1 y P+q=2n+1.

Ceci n'est pas possible pour q > 1 ; en effet il n'existe pas de feuilletage
de codimension 1 d'une variété différentiable compacte dont le bord est sim-

plement connexe (théoréme de stabilité globale [11]). Pour q =1 1la proposi-

tion 1 permet de feuilleter D2n X S‘l 5 mais pour n 2 2 on ne sait pas

construire directement de feuilletage de codimension 1 de SQn—\ X D2

Depuis 1l'exemple de Reeb, datant de 1944, les seuls exemples connus de
feuilletages de sphéres (distincts des fibrations classiques) étaient ceux de
53 obtenus aux moyens de variations diverses sur la construction de Reeb.

Récemment H., B. Lawson Jr. a obtenu par une méthode trés originale des feuille-

tages de codimension 1 des sphéres de dimension 2k +3,k=21, [6]; [12].
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£) Tourbillonnement en codimension 1 ([5]).

Soit F wun feuilletage de codimension 1 d'une variété différentiable W™
et soit c : S1 - M une transversale fermée de F (i.e. un plongement de S‘|
dans M transverse A chaque feuille de F ). Si le fibré normal & c est tri-
vial on peut trouver un voisinage ouvert U de c(S1) et un difféomorphisme
h de U sur S1 x d‘n—1 ayant les propriétés suivantes :

(i) n(c(z)) = z pour tout =z e s' ;

(ii) sur l'ouvert U, ¥ peut 2tre défini par la forme de Pfaff h"(de) .

Soit f wune fonction différentiable sur Rm_1 ayant les propriétés sui-
vantes :
(i) O est une valeur réguliére de f ;
(ii) f“'(o) -2,
(iii) £(x) =1 pour |x|| 22 .
La forme de Pfaff @ = df + ef(exp (;—12) )de sur s' x ' est sans zéro

intégrable et égale 3 d6 pour ||x|j22 .

On peut donc obtenir un nouveau feuilletage F' de codimension 1 de M
en remplagant sur U h*(de) par h*w . Ce nouveau feuilletage a la sous-

variété h_‘| (S1 X Sm-2) pour feuille compacte, et détermine un feuilletage de

la variété & bord M - h_1(S1 x Dm_1) : F' est le feuilletage obtenu par

tourbillonnement de F 1le long de c .

On peut faire une construction analogue dans le cas ou le fibré normal 2

Cc n'est pas trivial.
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3. Feuilletages des variétés ouvertes (A, Phillips [10]).

Soient V et N deux variétés différentiables, et soit ¥ un feuille-
tage de codimension q de N ., Si E est un sous-fibré de dimension q de
T(N) supplémentaire du sous-fibré E' correspondant & F , on désigne par

. TraniF(V , N) 1'ensemble des applications différentiables de V dans
N transverses 3 ¥ muni de la topologie C1 H

. Max(T(V), E) 1'ensemble des morphismes de rang maximum q de T(V)
dans E muni de la topologie c® H

. A 1l'application continue de TrangF(V s N) dans WMax(T(V) ,E) asso-

ciant & f : V » N 1le composé de . T(V) » T(N) avec la procjection de

T(N) sur E parallélement 3 E' .

Dans ces conditions Philipps [10] et Gromov [4] ont simultanément démontré

le résultat suivant :

THEOREME 1.- Si V est une variété ouverte (i.e. sans bord et sans composante

connexe compacte) l'application A : Tran%F(V y N) - Max(T(V),E) est une

équivalence d'homotopie faible.

On va en déduire :

THEOREME 2 [10].- Soit ¥ une variété différentiable ouverte et soit © un

champ de (m- q)-plans tangents & M . Si le fibré quotient E de T(M) par

le sous-fibré correspondant & ¢ est a groupe structural discret, ¢ est

homotope & un champ intégrable.

Démonstration. Puisque le fibré quotient p : E » M est a groupe struc-
tural discret, il existe un feuilletage F de codimension q de E transverse

a cette fibration (§ 2, b)), et admettant la section nulle, identifiée & M ,
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pour feuille, Le fibré p*E , considéré comme le sous-fibré de T(E) tangent
aux fibres de E , est de dimension q et supplémentaire du sous-fibré corres-
pondant & F . Sa restriction & M est isomorphe & E ; et par suite la pro-
jection de T(M) sur E détermine un élément h = de Max(T(M) , p*E) .

I1 existe donc une homotopie h  de h = dans Max(T(M) , p"E) et wn &1é-
ment £ de TranﬁF(H , E) tels que h = A(f) . Les noyaux o, de h  defi-

nissent alors une homotopie de ¢ au champ @, des (m- q)-plans tangents

aux feuilles du feuilletage £F . C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.~ Sur une variété ouverte de dimension m tout champ de (m-1)-

plans tangents est homotope & un champ intégrable.

COROLLAIRE 2.- Toute variété ouverte posséde un feuilletage de codimension 1 .

En effet sur une variété ouverte il existe un champ de vecteurs sans zéro.
Pour les variétés ouvertes et en codimension 1 les réponses aux problémes

1 et 2 sont donc positives.

4, Feuilletages des variétés fermées de dimension 3 .

THEOREME 3.- Toute variété fermée (i.e. compacte sans bord) de dimension 3

posséde un feuilletage de codimension 1 .,

Ce résultat est d0 indépendamment 3 Lickorish [9], et & Novikov et Zieschang
(non publié) dans le cas orientable, A& Wood [15] dans le cas non orientable.

Sa démonstration utilise le théoréme de structure suivant des variétés fer-

mées de dimension 3, dans lequel E désigne le produit S1 X 82 et E' le

fibré non trivial de fibre 82 sur S1 obtenu en identifiant les point (O, x)

et (1,-x) dans le produit I x s2 {71, 8], [14].
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THEOREME 4.- Soit M une variété fermée de dimension 3 orientable (resp. non

orientable). Il existe

. une famille (¢i)1$i.sn de plongements deux A deux disjoints du tore

plein S1 x D2 dans M ,

. une famille (*i)1 <isp 4e plongements deux 2 deux disjoints du tore

plein S x D° dans E (resp. E'),

telles que les sous-variétés 3 bords M —U(pi(S1 x D2) et E —U\ki(s1 x D2)

(resp. E' -U ﬁi(S1 x D2) ) soient difféomorphes.

On peut montrer de plus [15] :

Complément au théoréme 4.- Les plongements *i peuvent 2tre choisis de fagon

que leurs restrictions a S'| x {0} soient transverses au feuilletage de E

(resp. E') défini par la projection sur s .

Dans ces conditions le tourbillonnement de ce feuilletage le long de ces

transversales (§ 2, f)) détermine un feuilletage de la variété 3 bord

M -Ucpi(S1 x D2) ; et on peut prolonger ce feuilletage & M en le recollant
aux feuilletages des tores pleins cpi(S1 X D2) obtenus grace & la proposi-

tion 1.

Remarque 4.- Dans [15] Wood montre de plus que sur une variété fermée de dimen-
sion 3 tout champ de plans transversalement orientable (i.e. possédant un
champ de vecteurs supplémentaire ; ou encore, pouvant 2tre défini par une forme

de Pfaff sans zéro) est homotope & un champ intégrable (cf. probléme 2).
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5, L'obstruction & 1'intégrabilité de Bott ([1]).

Soit ¢ un champ de (m-q)-plans tangents 3 une variété différentiable
M , et soit E 1le fibré de dimension q sur M quotient de T(M) par le
sous-fibré correspondant 3 € .

On désigne par Pontk(E) la partie homogéne de degré k de la sous-
algébre de H¥(M, R) engendrée par les classes de Pontrjagin pi(E) ,
0<is( g] , de E . En particulier si q est pair le carré de la classe
d'Euler X(E) de E est dans Pontzq(E) .

Si © est le champ de plans défini par une submersion f de M sur une
variété différentiable N de dimension q , le fibré E est isomorphe au fi-
bré £*(T(N)) ; et on a évidemment Pontk(E) =0 pour k > q . Plus générale-
ment Bott a obtenu le résultat suivant, qui pour la premiére fois donne une

obstruction homologique & 1l'intégrabilité d'un champ de plans :

THEOREME 5.- 8i @ est un champ intégrable de (m- q)-plans on a Pontk(E)= 0

pour k > 2q

COROLLAIRE 3.- Si @ est homotope & un champ intégrable on a Pontk(E)= 0

pour k > 2q .

COROLLAIRE 4.- Si q est pair, et si ¢ est homotope & un champ intégrable,

on a x(E)4 =0.

La démonstration du théoréme 5, qui utilise la construction de Chern et

Weil des classes de Chern, fera l'objet des deux paragraphes suivants.

PROPOSITION 1.- Il existe sur l'espace projectif complexe PC2n+1

de 4n-plans tangents ; mais pour n > 2 aucun de ces champs n'est intégrable.

des champs




177

Démonstration. L'espace projectif complexe Pc2n+1
2

S sur l'espace projectif quaternionnien Piﬂ1° I1 existe donc sur Pczn 1

est fibré en sphéres

des champs de 4n-plans tangents.

Mais si E est un fibré quotient de dimension 2 de T(PCQn+1) la classe
d'Euler x(E) € H2(P02n+1 ,R) de E est non nulle (si E' est le noyau de
la projection de T(P62n+1) sur E ona X(E)X(E') = 2n+2) ; et par suite,
si n est au moins égal &4 3, x(E)4 est aussi non nulle. C.Q.F.D.
Remarque 5.~ On peut développer, a la fagon du paragraphe 1, une notion de
feuilletage holomorphe d'une variété analytique complexe Mm . Pour un champ
de plans holomorphe (de dimension complexe m-—q) 0 sur M 1le théoréme 5

devient alors :

N k
si © est intégrable on a Chernk(E) =0 pour k > 2q (ou Chern (E)

désigne la partie homogéne de degré k de la sous-algébre de H*(M , C) engen-
drée par les classes de Chern ci(E) ,0<is<q,de E).
En particulier si M posséde un champ de vecteurs holomorphe sans zéro

tous les nombres de Chern de M sont nuls [1].

6. Classes de Chern et connexions ([2]).

Soit E wun fibré vectoriel complexe de dimension q sur ¥ . Pour tout
ouvert U de M on désigne par AP(U,C) 1le module des formes différentiel-
les de degré p A valeurs complexes sur U , et par ['(U) 1le module des
sections de E au-dessus de U .

Une connexion sur E est déterminée par une application C-linéaire

D: I'(E) - A1(M , C) ® o T(E) telle que D(fs) = (df)s + £D(s) (on omet

A"(M, C)

ici de noter le signe ® ).
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Soit U (resp. V) un ouvert de ¥ sur lequel il existe des sections

s? reoey sg (resp. s‘{ yoosey SZ) de E définissant une trivialisation de
. U U U U 1
E|U (resp. Elv) . On peut écrire D(si) = §: eij S5 eij € A(u,C)
\'A \'"A v \'A 1
(resp. D(si) = § eij sJ. , eij e A (V,C) ).

Si UNV est non vide il existe une application différentiable

YVU = (y‘in;) de UNV dans Gé&(q, C) telle que s‘{ =z 'YVU sq . On en déduit

i jij J
vV VU vu U

E8i5 Yok = avyy EYi5 O
Soit Qlijj = delijj - E OLiIk A OEJ. (resp. Q‘i,j = de\i’j - ]Z(: e‘ilk A O]Zj ). Sur
UNV on a § Q‘i’j Ygg = § Y‘lnj ng . Ou encore en termes de matrices gqx q
sur 1'algébre commutative Z AQP(U nv,c, o vy o o= YVU Q’ ; et par
conséquent p20
det(1+§i;QU)= det(1+%_r~ﬂv) sur UNV.

Au moyen d'un atlas de E on peut donc construire une forme différen-

tielle c(E,D) e Z AQP(M , C) qui, avec les notations précédentes, est
p20
égale & det (1 + 21_11 QU) sur 1l'ouvert U , On a alors :

THEOREME 6.- La forme différentielle c(E,D) est fermée ; et sa classe de

1

cohomologie c(E) dans H*(M, C) est indépendante de la connexion D .

THEOREME 7.- La classe de cohomologie c(E) est la classe totale de Chern du

fibré E .
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7. Démonstration du théoréme 5.

Si le champ @ est intégrable le feuilletage F correspondant peut 2tre

défini par une famille d'applications distinguées kU : U » R! et de fonc-

tions de transition gvU : kU(U nNv) - kv(U N V) vérifiant kv = gVU o XU

§ 1.

Le fibré quotient E est alors caractérisé par le cocycle

'VVU X (gVU)TU . Par conséquent, pour tout ouvert W de M, 1'idéal
ko (x
A(W) de A(W,C) = Z AP(W, C) engendré par les formes de Pfaff qui
P 20

proviennent d'une section sur W du fibré dual E* de E posséde la pro-
priété suivante :
quelles que soient les q+1 formes O reeey cvq+1 dans A(‘d) , On a

¥ Aeeen = 0 (pour un ouvert distingué U 1'idéal A(U) est engendré

q+1
par les formes de Pfaff (kU)*(dxi) yi=1,00e,9).
Soit ()\U) une partition de 1l'unité subordonnée au recouvrement de M
par les ouverts distingués de ¥ . Si EC est le fibré complexifié de E ,
. . U
on désigne par DU la connexion sur EC|U , image inverse par k de la con-
. cos q . U U c
nexion triviale sur R® , et par D 1la connexion E A D sur E .
Si on désigne par S:J pesey sU les sections de E° au-dessus de 1'ouvert
q

distingué U associées (par kY) 3 la trivialisation canonique de T(R? )

on a:
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]

D(sg)

v .V, U \ v .V, uv Vv
5)\ D (si) = Z X D (Yij sj)
v,J

v, . UV, V
2 A (dyij) S5

vV,
\' uv\. Vu U
= z A (inj)ij S
v, jk

U \ v,. Uvy VU
i £férenti o= ) Y vy
Les formes différentielles 91J A (dylk) Yy et
V,k

A g . sont donc dans A(U) . On en déduit

Pontk(E) = Chernk(Ec) =0 pour k > 2q .
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