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Séminaire BOURBAKI

20e année, 1967/68, n° 342 Février 1968

EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

(d'aprés Samuel BLANK)

par Valentin POENARU

1. Position du probléme,

On va considérer des variétés différentiables et des applications différen-
tiables £ : M= N . La source M sera toujours compacte (é bord non nécessaire-
ment vide) et le but N sans bord. On va désigner par T(M) 1'espace tangent de

M et par T(H)x sa fibre au point x € M . Je rappelle que f est une IMMERSION
si 1'application tangente df : T(M) -~ T(N)f(x) est toujours injective.

On considére maintenant une sous-variété de M , désignée par P ; l'inclu-
sion canonique sera désignée par i : P-» M ; p, m, n seront les dimensions
de P, M, N, respectivement. On suppose que m < n ,

Le probléme de 1l'extension des immersions est le suivant : une immersion

f : P> N étant donnée quand peut-on la prolonger en une immersion F : M-> N ?

On veut donc trouver une immersion F : M—> N qui rende le diagramme suivant

commutatif :

P
0 /N
> N

F

M

Le probléme se présente sous deux formes complétement différentes, suivant

que m<n ou m=n . La situation vraiment intéressante, comme on va le voir
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V. POENARU

dans ce qui suit, est le PROBLEME Ad'EXTENSION EN CODIMENSION 1 , ol m=n f
p:m—1-
Je vais dire d'abord quelques mots sur le cas m< n . De la théorie de

smale-Hirsch [7], (3], [9], [4], [5], [10], on peut extraire le théoréme suivant :

THEOREME 1 (théoréme d'extension).- Soient M , P , N, i , £ comme avant, et

supposons que m < n ., Alors, une immersion F : M= N telle que (1) soit commu-

tatif, existe si et seulement si il existe une application d'espaces fibrés vec-

toriels & : T(M) ~ T(N) , monomorphisme sur chaque fibre tel que le diagramme

suivant :
T(P)

@ s/ N\

T(M) __°_> T(N)

soit commutatif, 3 une homotopie (fibrée) prés.

Le probléme d'extension des immersions, pour m< n , se trouve ainsi complé-
tement résolu, en principe tout au moins, puisqu'il se réduit & une question d'homo-

topie, donc, de notre point de vue & un "probléme qu'on sait toujours résoudre".

Le théoréme 1 est une conséquence de deux autres théorémes, dus essentiellement

A Smale et Hirsch, et qu'on va rappeler :

THéORﬁME 2 (théoréme de relévement des homotopies).— Soient, comme avant, P , M ,

N trois variétés différentiables, P étant sous-variété de M , telles que

dimM =m<n = dim N . On considére les espaces Imm(P,N) , Imm(M,N) d'immersions

de P dans N et de M dans N , munis de la topologie c’ , r>2 . Soit
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

m : Imm(M,N) - Imm(P,N)

la projection canonique, obtenue par restriction des immersions de M & P .

Dans ces conditions,

m : Imm(M,N) - Image m

est un fibré de Serre.

Remarque.- Le théoréme 2 reste vrai si la condition m< n est remplacée par :
dimP = dim M = m<n = dim N

mais M est obtenue A partir de P en ajoutant des anses d'indices inférieurs

a n.

Le théoreme 2 implique facilement le suivant :

THEOREME 3 (théoréme d'équivalence d'homotopie faible).- Soient M y N deux

variétés différentiables avec dimM =m<n =dim N . On désigne par R(TM,TN)

l'espace des applications d'espaces fibrés vectoriels TM - TN y qui sont des

monomorphismes, sur chaque fibre. On donne A cet eéspace sa topologie naturelle

ce qui fait de l'application tangente un morphisme continu ;

d : Imm(M,N) - R(TM,TN) ;

d est une équivalence d'homotopie faible.

(Je rappelle la "bonne définition" des équivalences d'homotopies faibles : si

K , X sont deux espaces topologiques, [K,X] désigne 1l'ensemble des classes

d'homotopie d'applications continues K- X . Tout ¢ : X - T , application conti-
nue, induit, d'une maniére naturelle, une application

9 : [KX] - [xY] ;

g est, par définition, une équivalence d'homotopie faible si, pour tout K ,

complexe simplicial fini, g, est une bijection.)
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V. POENARU

Deux immersions fo , f1 € Imm(M,N) sont dites réguliérement homotopes si

l'une des deux conditions suivantes, équivalentes, est satisfaite ;

(1) £, et £, sont dans la méme composante connexes par arcs, de Imm(M,N) .

(ii) Il existe
Fe Im(Mx I,NxTI)
compatible avec les projections MxI - I et NxI - I telle que

FIMx1=f1 et F|Mx0=1f .

Le théoréme 3 implique que fo et f1 sont réguliérement homotopes si et
seulement si les applications tangentes
df , df, : TM - TN
o 1
sont homotopes (par une homotopie fibrée).
(Evidemment pour tout m S n 1'homotopie réguliére implique 1'homotopie (fibrée)
des applications tangentes, mais le fait non trivial est que pour m< n la réci-

proque est vraie aussi.)

Les théorémes 1, 2 et 3 sont en général faux si m =n . La figure 1 repré-
sente une immersion f de S1 dans R2 qui est réguliérement homotope a un
plongement (donc & une immersion qui peut s'étendre 3 D2 ), telle que f elle-

méme ne puisse pas s'étendre 2a D2 . Ceci contredit les théorémes 1 et 2.

Figure 1
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

Ceci nous montre tout de suite que le probléme "en codimension 1 " est beaucoup
plus compliqué. Il est aussi trés important puisque, par exemple, la conjecture

suivante est équivalente & la conjecture de Poincaré, en dimension 3 :

Conjecture.- Soit M3 une variété différentiable de dimension 3 sans bord, et soit

g: S, M, un plongement différentiable qui est réguliérement homotope 3 une im-

2 3
mersion f : 82 - M3 qui peut s'étendre a D3 . Alors g peut s'étendre 3 une
immersion D3 - M3 .

(La conjecture analogue, en dimensions n > 3 , implique la conjecture de Poincaré

en dimension n .)

Le cas le plus simple de probléme d'extension en codimension 1 est celui ol

P=58 , M=D , N =R

(et 1i: S1-» D. est l'inclusion canonique S1 ) D2 cD).

2

* 2
Ce probléme avait déjd été soulevé par H. Hopf et R. Thom, [8], il y a longtemps,

et il vient d'étre comp%étement résolu par S. Blank [1]. C'est ce résultat qui fera

l'objet de notre exposé.

2. L'énoncé du théoréme de Blank.

On part donc d'une immersion

£ :+ S, - R, .

1 2
A f on attache une application continue f' : S1 - S1 définie par
(grad £)
f"(x) = X
| (graa £)_||

Notre S1 initial de méme que R2 seront donnés avec des orientations, fixées

une fois pour toutes. Le S1 y but de f' , est le cercle unité de R2 y lui-m@me
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V. POENARU

orienté d'une maniére conforme avec celle du disque unité. On peut donc parler du
deg~é de £' , qu'on va désigner par R(f) € 2 . R(f) ne dépend que de la classe
‘d'homotopie réguliére de f et la détermine méme complétement. En fait, R(£)
établit une correspondance biunivoque entre les classes d'homotopie réguliére de
S1 dans R2 et Z . Ceci est trés élémentaire.
On va considérer seulement des immersions
f:S1—>R2

qui sont génériques, c'est-a-dire telles que £ admette des points doubles, au

plus, avecintersection transversale. On considére 1'ouvert R2 - f(S1) C:R2 et

ses composantes connexes bornées : P1 , P2 gesay Pn . Dans chaque Pi on choisit

n
un point Py € Pi . L'ouvert A =R, ~ ig1 p. admet comme groupe fondamental le

2 i
groupe libre avec n générateurs. On va choisir une base de n1(A) de la maniére
suivante :

On commence par prendre un point de base * € A (qui sera supposé "trés loin"
de f(S1) , dans la suite). De plus pour chaque p; on prend une courbe simple
fermée, orientée, de A , passant par * , contenant exactement P, dans son inté-
rieur (et pas les autres P j A1) et dont 1l'orientation soit compatible avec

celle de son intérieur, orienté comme R, . Cette courbe simple, orientée, sera

2
désignée par o, . On va prendre les o, sans autre point commun (deux 3 deux) que

* ¢ A . Les classes d'homotopie des @, que 1'on va désigner par a, € n1(A)

forment une base de n1(A) . Dorénavant n1(A) sera muni de cette base.

Sur S1 on choisit aussi un point de base. Puisque S1 est orienté, on a un

isomorphisme bien déterminé n1(S1) =7Z . 80it ue n1(81) 1'élément qui corres~

pond & 1 € Z . L'application £ : S, - A ne respecte pas les points de base

1
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

donc 1'homomorphisme

£, n1(S1) - n1(A)
n'est pas univoquement déterminé. Il est tout de méme déterminé 3 un automorphisme
intérieur de n1(A) , prés. On va désigner par m(£) e n1(A) 1'image f£,(u) .
("Le mot de n1(A) est déterminé par la courbe f(S1) elle-méme".) D'aprés ce que
l'on vient de dire m(f) est déterminé seulement 3 une conjugaison prés. (Il peut
étre remplacé par am(f‘)a_1 avec a e n1(A) , arbitraire.) La condition nécessaire
et suffisante pour que f puisse s'étendre A& une immersion D2 - R2 s'exprime
en termes de m(f) € n1(A) . Pour pouvoir l'exprimer, on a besoin d'une définition.

Soit n1(A) groupe libre engendré par -les "lettres" a,ye009@, , Comme

auparavant. Soit

i, i, i
x = a; a; eee @y
1 2 k
avec 1 si.<n, €, = £+ 1 un "mot" écrit avec les lettres
J
-1 -1 .
ay geeedyan geee (x € n1(A)) .8 1<¢<sms<k, ondit que
ei ei
y = a ¢ a m
i, in

est un "sous-mot" de X . Supposons que X contienne un "sous-mot" de la forme

-1 -1 N ;o
aipai (ou ai pai ) ou p est écrit seulement avec des lettres positives (sans

employer a;1 Yooy a;1 ). Donc :

- -1 -1
x = xa;pa; x, (ou x = X,a; pa;X, )
L'opération d'effacer aipa;1 (ou ai-1pai ), donc de remplacer x par
x' = x1x2 s'appelle un groupement (du sous-mot respectif de x ).
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V. POENARU

-1

-1
Les lettres a, et a; (ou a;

et a; ) sont couplées par le groupement.
Elles forment un couple attaché au groupement. Deux groupements sont différents,

par définition, si leurs couples sont différents.

Enfin, le mot x est dit réduit si les deux conditions suivantes sont satis—

faites :

(i) x ne contient pas de sous-mot de la forme aia;1 ou a;1ai .

(ii) x n'est pas de la forme zyz_1 .

On va voir que sans perdre la généralité, on peut toujours supposer m(f)

réduit. Maintenant, on peut énoncer le théoréme principal de Blank.

Je rappelle qu'on veut caractériser les immersions f : S1 - R2 qui

s'étendent & des immersions F : D2 - R2 . S1 f se prolonged F, f est

réguliérement homotope a un plongement S1 - R2 donc, puisque R(f) est inva-

riant de 1l'homotopie réguliére R(f) = * 1 . En choisissant convenablement les

orientations, on peut prendre R(f) =+ 1, ce que 1'on va faire dorénavant,

THEOREME 4 (théoréme d'extension).- Soit £ : S1 - R2 une immersion générique,

avec R(f) = + 1 . Comme avant on définit

A=R2—Upi

2

ol p, € Pi et Pi est une composante connexe bornée de R, - f(S1) . Pour

n1(A) on prend comme générateurs les a; décrits plus haut. Soit

. €,
e11 i
m(£) =a, ' ...a; (1= ijsn, e =% 1) un "mot" représentant la classe

1 X j

d'homotopie de £ dans le groupe libre n1(A) .

£ peut s'étendre & une immersion F : D2 - R2 si et seulement si, la con-
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

dition suivante est satisfaite :

(c) Par un nombre fini de groupements, m(f) peut se réduire & un mot formé seu—

lement de lettres positives (qui peut @tre vide).

Remarque : m(f) n'est déterminé que modulo 1'application (en nombre fini) d'opé-

rations "élémentaires'" du type suivant :

(i) conjugaison par a, (ou a;1 )

(ii) effacement de sous-mots du type aia;1 (ou a;1ai ) s
(iii) 1'inverse de l'opération (ii) ; mais la condition (C) est clairement inva-
riante par rapport a ces opérations élémentaires.

Supposons maintenant que f : S1 - R2 puisse s'étendre & une immersion
F : D2 - R2 . Deux extensions F , F' : D2 - R2 seront considérées comme
équivalentes si elles différent seulement par un difféomorphisme de D2 . On

pourrait croire alors que si F existe il est unique, A une équivalence prés.

Ceci est faux, comme le montre 1'exemple suivant, d@ & Milnor :

On considére 1'immersion générique f : S1 - R2 dont l'image est donnée

par la figure 2.

Figure 2 :
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V. POENARU

I1 y a deux maniéres différentes de "remplir" f(s1) avec un F(D2) , "étalé"
sur R2 . Sur la figure 2 on a commencé les deux maniéres différentes de "remplir".
(Par rotation on augmente la dimension de 1'exemple.)

En regardant de prés la démonstration du théoréme 4, Blank a pu déterminer

explicitement le nombre d'extensions possibles (i une équivalence prés).

THéORﬁME 5 (théoréme de non—unicité).— Soit f : S1 - R2 une immersion générique

avec R(£) = + 1 . Soit m(f) un mot REDUIT représentant la classe d'homotopie de

£ dans n1(A) .

Les deux nombres suivants sont égaux :

(i) Le nombre des classes d'équivalence d'extensions de f A des immersions

F:D2-+R2.

(ii)  Le nombre de réductions différentes de m(f) & un mot positif par des

groupements successifs ; on regarde comme étant les mémes, deux réductions telles

que les deux ensembles de paires () (a,a-1) (ou (a—1,a) ) correspondant aux

groupements respectifs soient égaux (constitués par les mémes éléments).

Ce théoreme implique, entre autre, que pour l'exemple de Milnor, il y a

exactement deux extensions possibles. En général, on a :

’ \
THEOREME 6.- Pour tout n = 1 , il existe une immersion fn : S1 - R2 qui peut

s'étendre exactement de n fagons 3 une immersion D2 - R2 .

I1 suffit de regarder les exemples de la figure 3 et de leur appliquer le

théoréme 5.

(*) considérées comme paires de lettres du mot m(f) .
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

Figure 3 :

f1(S1)

f2(S1) = exemple de Milnor

B

f3(S1)

v

M A R R R R T T ee

£.(s.) "‘ - O N
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V. POENARU

On va donner maintenant la démonstration du théoréme 4., Pour ne pas trop

allonger 1l'exposé, un certain nombre de points ont été laissés au lecteur.

3. Préliminaires pour la démonstration du théoréme 4.

On va commencer par donner un procédé pour le "calcul" de m(f) . Tout
d'abord les générateurs a € n1(A) seront représentés par des courbes S1-a A
plus explicitement définies.

Figure 4 :

N

oy o~

1 7/ 7 _ =1
g _ m(f) = a, aa,

On commence par choisir, autour de chaque Py 1 dans Pi , un petit cercle
Y, o orienté dans le sens direct (figure 4). Pour chaque Y; onm considére un
rayon ai , & l'extérieur de Yi , allant vers 1'infini. On suppose les Si

paralléles, et puis, trés loin, prés de « , on les courbe un peu, pour rejoindre
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

le point base * € A . On suppose que les 3i coupent f(S1) transversalement.
Les courbes o, ¢ S1 - A , dont les classes d'homotopie sont nos générateurs

a, € n1(A) seront décrites de la maniére suivante :

A . s
on part de * sur a, vers p, , puis on tourne (dans le sens direct) autour

. * A
de P; sur Yi , puis on retourne 2a sur ai .

A . . . . .
D'autre part, sur chaque a;, on choisit une orientation, une fois pour toutes,

allant de Y; vers * .

On rappelle que S, (donc f(S1) ) est orienté (et de telle maniére que
R(£) = + 1 ). Chaque point d'intersection de Si avec f(S1) est baptisé a,
ou a71 suivant que l'orientation de R2 , autour du point d‘'intersection, donnée
par gi (orienté comme plus haut) et f(S1) (avec son orientation) est la bonne
ou la mauvaise orientation de R2 (voir figure 4). Sur S1 on considére les ima-

. . “
ges inverses des intersections de f(S1) avec les a; , avec leurs noms donnés

comme avant. Ceux qui ont des noms positifs seront appelés "intersections posi-

tives", ceux qui ont des noms négatifs, "intersections négatives" ; (quelquefois :
points positifs ou points négatifs). A partir d'un point quelconque de S1 (1e
point de base par exemple) on écrit ces noms, de gauche a droite, dans l'ordre avec

lequel les points respectifs apparaissent sur S, . Le mot qu'on obtient de cette

1
sorte sera désigné par m(f) et c'est facile & voir qu'il représente, effective-
ment, dans n1(A) la classe d'homotopie de f . Pour le reste de la démonstration,

d'ailleurs, toute considération de groupes fondamentaux est inutile et on raisonne

tout simplement sur le m(f) qu'on vient de définir.

En changeant, au besoin, les ai et le point de base sur S1 (1e point qui
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V. POENARU

nous sert de repére pour écrire les images inverses des intersections ver)y m(£)

devient réduit. Démontrons-le :

Tout d'abord par changement du point de base (de S‘l ) le remplacement de

m(f) = af1za;1 pour z se réduit au remplacement de m(f) = x, £,

a. a, x
i 7172

par X X, .

Figure 5 :

nouveau ai

(R
2o}

Cette derniére opération peut toujours se réaliser par un changement convenable

“
des a. .
i

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agit du cas m(f) = x1a;1aix2
(1'autre cas se traite de la méme fagon). Sur 5
1

(a;1,ai) ©s, , d'extrémités a; et a, , déterminé univoquement par la condi-

il y a un arc

tion suivante :
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

Le sens de parcours de (a;1ai) en allant de a;1 vers a, , est le bon

sens sur S, ; fl(a;1ai) est clairement un plongement, car autrement f((a;1ai))

donnerait naissance a des PSs , donc a des aés qui devraient le couper. Il y
aurait donc des lettres dans m(f) , entre a;1 et a; , ce qui n'est pas le cas.
De méme Si ne coupe pas f((a;1ai)) (pour la méme raison). Donc ai et

f((a;1ai)) déterminent un disque R de R, (figure 5). si

RN f(S1) = f((a;1ai)) , on change §i comme la figure 5 1'indique, et a'i'1ai

disparaft. Si
-1
x = RNES,) - £((a]a;)) # O

sa fermeture se décompose en "branches", images d'arcs contenus dans S1 , qui

sont de trois sortes :
(i) branches A points multiples ou branches simples qui :

(ii) ne coupent que f((a;1ai))

(iii) coupent f((a;1ai)) et Si

(iv) ne coupent que Qi (voir figure 6).

Figure 6 :
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V. POENARU

Les cas (i), (ii) ne peuvent pas se produire, parce que, comme tout 2

. A -1
1'heure, on aurait des a, coupant f‘((a:.L ,ai)) .

Dans le cas (iii), il n'y a aucune différence en ce qui concerne le chan-
gement de m(f) , par rapport & la figure 5. Dans le cas (iv) une autre paire

a#1af1 est tuée en méme temps, en supplément gratuit.

Dorénavant, on suppose que m(f) est réduit. (Ce qui sera utile pour

démontrer la proposition B, du paragraphe 7.)

4. La nécessité de la condition (C).

Supposons que f : S1 - R2 admette une extension F : D2 - R2 qui
est une immersion. On va obtenir une réduction de m(f) 2 un mot positif, par

groupements successifs, en regardant les images inverses F_1(3j) o

Chaque composante connexe de F-1(U 33) est un intervalle fermé. Il y a
exactement deux types de composantes connexes possibles :
(i) des intervalles avec les deux extrémités sur S, (et 1'intérieur dans D, ) ;

(i1) des intervalles avec une extrémité sur S, et le reste 3 l'intérieur de D, .

Les $i sont orientés donc par transport de structure, les composantes
comnexes de F ' (U Qi) . Donc 4 chaque intersection d'un intervalle (de F ' (U ai) )
correspond, sur cet intervalle, un sens qui "entre", ou qui "sort" de D2 .
S1 étant orienté, induit une orientation de D

implique que l'immersion F : D2 - R2 conserve les orientations. On voit alors,

, et le fait que R(£) = + 1

facilement, que les points d'entrée correspondent aux intersections négatives, et

les points de sortie aux intersections positives. Un F_1(3i) qui entre dans D,
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EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

doit bien sortir, puisque son sens de parcours va trés loin, vers 1l'infini. Donc
les intervalles du type (ii) sortent au point ou ils rencontrent S1 donc leur

unique extrémité sur S, est positive. Les intervalles du type (ii) entrent par

1
un bout et sortent par l'autre. Si l'intervalle est contenu dans F_1($i) les
deux extrémités sont baptisées respectivement ai et a;1 . La situation se

présente donc comme sur la figure 7.

Figure 7 :

Les intervalles (i) vont déterminer les groupements respectifs qui réduisent

m(f) 3 un mot positif. On laisse au lecteur le soin de s'en convaincre.

5. La condition (C) est suffisante,

Ceci est la partie difficile de la démonstration.

Traitons d'abord le cas trivial, ol il n'y a pas de lettres négatives du tout.
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LEMME 1.- Soit f : S1 - R2 une immersion générique telle que :

(1) R(£) =+ 1

(ii) m(£) est un mot constitué seulement par des lettres positives.

Alors f est un plongement ; en particulier il s'étend & une immersion

(méme & un plongement) D, - R, .

Démonstration. On va commencer en donnant une construction qui sera trés

utile. Chaque immersion générique £ : S1 - R2 peut 2tre décomposée en plon-

gements, de la maniére suivante : pour chaque point d'auto-intersection de £ ,
par une petite homotopie réguliére, on fait les deux arcs qui traversent ce point,
tangents. En changeant la paramétrisation on obtient deux immersions "ayant la
méme image que f " (figure 8). On remarque que cette construction dépend de
l'orientation de la source.

Figure 8 :

=

En répétant le méme procédé pour chaque point d'auto-intersection, on remplace

f£f: 8 - R

1 o 1 pour un nombre fini de plongements (disjoints) fi : S, - R

1 2

(i =1 4,404y &) . Les sources S1 des fi sont canoniquement orientées par la

source de £ et on voit trés facilement que :

e
R(£) = i§1 R(£;) -
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Chaque R(fi) est £ 1 , suivant que fi(S1) va dans le sens direct ou pas.

Appliquons cette construction a 1'immersion £ de notre énoncé (lemme 1). Je
dis qu'on ne trouvera pas de f, avec R(fi) = -1 . Ceci est clair, car les £,
sont en correspondance biunivoque canonique avec une partie de nos régions Pi ’

et si R(£, ) = -1, vue que P; € intérieur fi v oay devrait traverser
i
o o

£, (31) . Ceci donnerait une intersection négative donc a;1 devrait apparaitre
1
o
dans m(f) , ce qui contredirait nos hypothéses (voir figure 9). Donc :
7
1 = R(£) = i R(fi) = ¢.

Donc ¢ =1, donc il n'y a pas d'auto-intersections du tout. c.q.f. 3 d.

Figure 9 :

Supposons maintenant que m(f) , aprés un nombre fini de groupements correspon-

dant aux couples (a. ,a71) , (a. ,af1) yeooy (a. ,a71) y se réduit A un
J J J J J J
1 1 2 2 N
mot positif. (Donc a31 , a31 yeous a7! sont toutes les lettres négatives de
1 2 N
m(£) .) Chaque couple a. , a51 correspond 3 une paire de points de S, , qu'on

Jy 1 1
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désigne, par abus de langage, par les mémes lettres a. , af1 « On remarque que,

I 1
sur S, , un couple (aj ,a31) ne sépare jamais les points d'un autre. Donc, si
i i
S1 est considéré comme bord de D2 (1€ D2 sur lequel on veut étendre £ ),

chaque paire de points aj , a31 peut 2tre reliée par un segment, qu'on va dési-

i i
gner par [a31,aj ] de telle maniére que ces segments soient deux 3 deux disjoints
i vYi

(figure 10).

Nos a. , af1 correspondent aussi & des points sur a, que l'on va, par
i Ji
un autre abus de langage, désigner aussi aj ’ a31 . Dorénavant, par un abus de
i i
langage supplémentaire, ji va devenir i , donc a?1 va devenir a, et a
i i

. “
va devenir ai .

Figure 10 : b

Y

o

-1
a

On rappelle que, sur 3i , on a un ordre choisi (allant vers o ) que l'on

désigne par < .

DEFINITION.- si a; > a;1 (sur éi ) le couple (ai , a;1) est dit positif ; (de

méme le segment respectif).
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(sur Ei ) le couple (ai , a;1) est dit négatif (de méme le

. -1
. < a.
Si a1 i

segment respectif).

ES * -
Soit maintenant ai1 , az1 l'ordre dans lequel les lettres a; ai1 appa-

raissent dans S, . Au paragraphe 3, on a défini sur §, » un arc (a;1,ai) qui

est déterminé par les deux conditions suivantes :

(i) Ila a; et a;1 comme extrémités.

+
(ii) En le parcourant dans le bon sens, on va de ai1 vers a;1 .

Soit Bi €D, le disque de bord (a;1,ai) + [a;1,ai] . L'autre disque sera
désigné par Bi .

L'ensemble des [a;1,ai] décompose D, en une série de disques. Celui de
ces disques qui a [a;1,ai] sur son bord, et est contenu dans Bi sera désigné
par D, (voir figure 11).

. *1
Figure 11 : ai

(Donc 1les D, dépendent du choix du point base de S, .)

On définit

£ : (s, U [a;‘,ai])) > R,
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de la maniére suivante :
(i) f*[s1 = £ ;
(ii) f|[a;1,ai] est un difféomorphisme de [a;1,ai] avec le segment de Si

- . ES
d'extrémités ai1 et a; (donc f£* applique le ai1

A
a; ).

de S sur le af1

1 de

On va considérer maintenant les f£*|3d Di y qu'on rend différentiables par un
simple arrondissement d'angles. Ce sont alors des immersions, pas nécessairement

génériques (voir figure 12).

Figure 12 :

R

On va rendre les f*la Dj génériques, par un procédé canonique, et les

résultats seront désignés par Ej : S1 - R2 .

On remarque que £*(3 Di) se compose d'arcs provenant de f(S{) et d'inter-

valles (segments) contenus dans les Si . Les intervalles sont les images des

[a31,aj] et correspondent donc a des couples positifs ou négatifs. Le procédé
canonique consiste a retirer les intervalles des Qi , sans introduire des nou-
velles intersections. On retire les intervalles positifs d'abord, de telle fagon,

qu'd la fin un voisinage tubulaire des a contient tous les intervalles négatifs,
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et seulement les intervalles négatifs (figure 13).

>

Figure 13 :

! 1
! 1
! I
L 1
| 1
! |
! |
! ]
I 1
1

| |
' !

On remarque que l'image de fi est constituée par des arcs provenant de

f(S1) et des intervalles (segments) provenant des [a;1,ai] c Si .

LEMME 2.~ Pour chaque Dj , fj est un plongement.

Ce lemme constitue la partie la plus importante de la démonstration, que
1'on va reléguer au paragraphe suivant.

Montrons seulement, pour le moment, comment le lemme 2 nous permet de finir
la démonstration.

Tout d'abord, vu que le rfle des Bj et Ej peut &tre interchangé, par un
changement du point de base, le lemme 2 implique que f* , restreint & chacun des
bords des disques, deux A deux disjoints, dans lesquels U [a;1,ai] décompose D, ,
est un plongement. En fait, vue notre hypothése (C) il y a exactement N + { tels
disques, nos D, (j=1,..., N) , et en plus, un dernier disque, correspondant
3 ce qui reste de m(f) A la fin de la réduction. On va le désigner par DN+1 .

(Je rappelle que N est le nombre des groupements et des couples.) On peut prolon-
ger f* & F:D, - R, en demandant que F(Di) soit 1l'intérieur de £*(3 Di) .

2 2
Je dis qu'on obtient de cette maniére une immersion (le probléme se pose, évidemment
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au voisinage de U [a;1,ai] , seulement).

Le fait que F est une immersion, résulte facilement du lemme suivant :

. -1 . -
LEMME 3.~ Soient [ai ,ai} <9 Dj 1 J =1 00, Nk 1, et bi1 , bi deux petits

segments sur S, , ayant une extrémité dans a71 et a; respectivement, pas

1 i =

contenus dans 9 Dj - Alors, dans R, , f(b;1) et f(bi) ne sont pas a 1'inté-

rieur de £*(3 Dj) .

Démonstration. Si 1l'un des segments était & l'intérieur et l'autre 3 1'exté-

rieur on contredirait le fait que chaque f*la Dk est un plongement. Si les deux

étaient & 1l'intérieur, on aurait sur 9 Dj - U [a;1,ai] des points négatifs

(figure 14).

Figure 14 :

Reste donc & prouver le lemme 2.

6. La démonstration du lemme 2.

On a défini au paragraphe précédent les couples positifs et négatifs. Cette

définition va jouer maintenant un rdle fondamental.
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Esquisse de la démonstration.

1ére étape :

Par un dévissage facile on prouve les formules suivantes :

1. si (a;1,ai) est positif :

R(£) = R(£) + R(§) - 1,
donc R(Ei) + R(Ei) = 2
ou £, = £%3 Bi et f. = £7*3 D, .

i i i

De méme, si (a;1,ai) est négatif, R(f) = R(Ei) + R(Ei) + 1, donc
R(fi) + R(fi) = 0.
2. R(}i) = R(§;) + E[R(Fj) -1] + z[R(Ej)HJ
® ©)
ot I est la somme de tous les intervalles [a51,aj] correspondant aux couples
positifs dans 9 Di , et X est la somme de tous les intervalles correspondant
aux couples négatifs de 3 D; A l'exception de (a;1,ai) (si c'est le cas). On

désigne le nombre de ces intervalles (négatifs, sans (a;1,ai) ) par L, et le

nombre de tous les intervalles négatifs, par Q .
Donc, si (a;1,ai) est positif Q=1L , sinon Q -1 =1 .

2e étape :
On démontre la proposition suivante :
PROPOSITION A.- Si 1'on applique 2 fi : Di - R2 le procédé de décomposition

en plongements (lemme 1, paragraphe 5), on trouve P ceércles Cj avec

R(Cj) =+1 et N cercles Cj avec R(Cj) = -1 :
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o
—
n
~
1l

z R(Cj) + I R(CS) = P-N.

3e étape :
On démontre la proposition suivante :
PROPOSITION B.- P+ (Q-N)>0 (donc : il est impossible que P = 0

et Q = N en méme temps).

4e étape :

On démontre la proposition suivante :
PROPOSITION C.- Si (a;1,ai) est positif

R(Tvi) = 1.

si (a7’

i ,ai) est négatif

R(E) = 0.

Démonstration. I1 suffit de prouver

R(?i) z 1 (dans 1le cas positif)

et R(Ei) z 0 (dans le cas négatif)..

En effet, par changement de point de base la mé&me chose sera vraie pour Ei et

alors les formules 1 de l'étape 1, impliquent la proposition C.

On remarque que, dans la formule 2 : j < i . Supposons, par induction, nos
inégalités valables pour j<1i .
Les formules 2 donnent ;
R(?i) 2 P - N + L .

Ceci et la proposition B impliquent la proposition C.
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La formule 2 donne alors :
R(fi) = 1 - Q.

5e étape : (surprise !)

On démontre le fait suivant :

LEMME 4.- 5i m(f) peut &tre réduit 3 un mot positif par une série de groupe-

ments, tous les couples du groupement sont positifs. (C'est-a-dire 1a situation

de la figure 15 n'arrive jamais.)

Figure 15 :

)

a. a.
1 1

Ce lemme admis, ona Q = 0 , donc R(fi) =P =1, donc en décomposant £ 4 on
trouve un seul plongement, donc fi est un plongement,
Ceci finit 1l'esquisse de la démonstration. On va prouver maintenant les pro-

positions A et B, et le lemme 4.

7. Fin de la démonstration.

Démonstration de la proposition A. On applique 2a fi le procédé de décompo-

sition en plongements (du lemme 1). On doit montrer qu'on a au plus un cercle
négatif (avec R=-1 ), pour chaque couple négatif. On peut énoncer le lemme
suivant, qui se démontre de la méme maniére que le lemme 1 (vu que, d'aprés nos

hypothéses, tous les points négatifs sont couplés) :
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LEMME 5.- S5i 1l'on applique le procédé de décomposition en plongements & f£, ,
i

il n'y aura aucun point P, € Pi contenu & l'intérieur d'un cercle négatif. En

particulier, il n'y aura pas de cercle négatif formé avec des arcs de

(3 Di) n 51 seulement (les cercles négatifs qui apparaissent vont utiliser les

-1
[ai ’ai] ) .
Donc tout cercle négatif va contenir des sous-segments de [a;1,ai] . Suppo-
sons qu'un cercle négatif contienne une intersection positive. Alors, il doit

contenir une intersection négative aussi (figure 16).

Figure 16 :

a
* £(s,)
1
extérieur du y intérieur du
cercle négatif cercle négatif

(car on voit facilement que les 3i y au point d'intersection positive, pénétrent
3 l'intérieur du cercle négatif. Au point de sortie, il y aura une intersection

négative).

Donc chaque cercle négatif contient au moins une intersection négative.

Nous allons montrer qu'ad chaque intersection négative (ou plutdt a chaque

intervalle négatif) il correspond un cercle négatif au plus. Ceci se démontre en
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faisant appel au procédé ‘“"canonique" qui nous a permis de définir fi . On rappelle

qu'il y a un voisinage tubulaire T des 3i qui contient, exactement, tous les
intervalles négatifs.

Pour chaque intervalle négatif, il y a deux petits arcs de f1(S1) qui
entrent et sortent de T en parcourant l'intervalle respectif. Si ces arcs ne
traversent pas a , ils ne contiennent pas d'autre intervalle négatif, donc ils
ne peuvent engendrer plus de cercles que d'intervalles négatifs, 5'ils traversent

a (auquel cas ils pourront contenir encore un intervalle négatif, de 1l'autre
coté de a ), ils ne peuvent pas provenir d'un cercle négatif (autrement a entre-

rait & 1l'intérieur du cercle négatif, donc a la sortie, donnerait un point négatif ;

mais tout point d'intersection de fi avec a est positif). La proposition A est

démontrée,

Démonstration de la proposition B. On va prouver une assertion plus forte :

Soit a"1 un point négatif de 9 Di , appartenant a un couple négatif,., Soit

C 1le cercle de la décomposition de fi qui le contient et soit a 1le premier

point positif de 4 sur C , aprés a~! (en supposant qu'un tel point existe).

1

Soit ¢ l'arc sur 9 Di , allant de a 5 a . Supposons que l'on applique & ¢

le procéssus de décomposition en plongements. Il est impossible que la situation

suivante arrive : il n'y a pas de cercle positif, et chaque cercle négatif con-~

tient exactement un segment négatif.

Démonstration. ¢ n'est pas un plongement car autrement le cercle négatif
C=2¢4+[a,a!] serait fi(S1) . Alors m(f) ne serait pas réduit (si d'autres

rayons coupaient C , on aurait sfirement des points négatifs ...).

501



V. POENARU

Soit C' =C l a_1a . Puisque ¢ n'est pas un plongement, il y a un autre
cercle de la décomposition de 3 D, C* , tangent & C' . Puisque R(C*) = -1 ,

les intérieurs de C et C*¥ ont des points communs dans le voisinage de leur
g

point de tangence (figure 17).

Figure 17 :
Cl
C*

Si C* ne coupait pas a y On trouverait un cercle négatif formé par des
arcs de f(S1) y Ce qui est impossible d'aprés le lemme 5. Donc C* touche a ,

on peut répéter notre raisonnement avec un C' plus court, e.a.d.s.

Démonstration du lemme 5. En utilisant les techniques développées dans les

étapes précédentes (de la démonstration du lemme 2), on peut montrer que :

Un cercle négatif obtenu dans la décomposition de Di ne contient aucun

segment positif et, réciproquement, un cercle positif obtenu dans la décomposi-

tion de 9 Di ne contient aucun segment négatif.

On laisse au lecteur le soin de faire cette démonstration.

En utilisant ce fait, on peut voir la chose suivante : soient [a_1,a] un
segment négatif et Di , Dj les deux disques de la décomposition de D2 (par 1les

[a;1,ai] ) qui le contiennent, sur leur bord.
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£. en cercles. Parce que les cercles qui touchent

On décompose fi et

la réunion de leurs intérieurs va recouvrir un petit

[a_1,a] sont tous négatifs,

voisinage tubulaire de [a—1,a] . (Voir figure 18, qui montre le genre de situa-

tions qui peuvent arriver. En la regardant de prés, le lecteur pourra donner, sans

beaucoup de difficulté, une démonstration générale.)

Figure 18 :
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Je dis que [a'1,a] C 4 ne touche pas 3 la composante infinie de R, - f(S1) .
En effet, un voisinage de [a_1,a] est, comme on vient de le voir contenu dans une
réunion d'intérieurs de cercles négatifs. Partout ou les bords de ces cercles sont

constitués par des segments, les segments sont négatifs aussi, donc leurs voisina-

ges sont recouverts aussi par nos cercles négatifs, et d'autres encore, e.a.d.s.

Soit donc Pj la composante bornée de R, - f(S1) , contenant a~! sur son

bord. Elle contient aussi un morceau de [a_1,a] .

Par le meéme raisonnement que tout a 1l'heure, Pj est recouverte par des inté-
rieurs de cercles négatifs, donc pj € Pj se trouve a l'intérieur d'un cercle

négatif, ce qui contredit le lemme 5.

8. Quelques résultats apparentés.

En codimension O , les singularités les plus simples qui puissent intervenir

sont celles du type :
2 .
X,o= xp 0 X o= (i=2,400yn) .

Si £f: M - Nn est une application différentiable ayant seulement des
singularités du type décrit et si les composantes connexes de l'ensemble singulier
zcC Mn sont des sous-variétés paralléles & 3 Mh (supposé connexe et non vide),

on dit que f est une pseudo-immersion. Si 1l'espace des pseudo-immersions

Mn - Nn est muni d'une topologie convenable, sa projection naturelle sur

Imm(d Mo Nn) est une fibration de Serre [6].

On en déduit [6] 1'existence d'une pseudo-immersion 53 - R3 , dont 1'ensem-

504



EXTENSION DES IMMERSIONS EN CODIMENSION 1

ble singulier est constitué par un nombre pair, 2k , de sphéres de dimension 2,
paralléles les unes aux autres.

Par d'autres techniques, on prouve, pour tout disque d'homotopie M, , 1l'exis-

tence d'une immersion F : M3 - R3 , telle que F ] o] M3 puisse s'étendre 2 une

immersion C : D3 - R3 , [2].
Enfin, en revenant au théoréme 4, on peut se demander ce qui se passe si

R2 est remplacé par une variété de dimension 2, M2 » fermée. Vu que le probléme
peut toujours s'attaquer par les revetements universels, les seuls cas qui restent

4 étudier sont M, =S5, et M, = P2(R) .
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