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Séminaire BOURBAKI
20e année, 1967/68, n° 341 Février 1968

PROBLEMES DE L'UNICITE, DE LA SYNTHESE
ET DES ISOMORPHISMES EN ANALYSE HARMONIQUE

par Yves MEYER

Résumé. De nouvelles conditions suffisantes sont données sur des ensembles symé-
triques entrainant qu'ils soient d'unicité ou de synthése ou que les algébres de

restrictions & ces ensembles des fonctions de la classe A soient isomorphes.

1. Unicité. Soit E un compact de R et S une distribution (a valeurs
complexes) dont le support est contenu dans E . Ia transformée de Fourier § de
)

S est une fonction continue sur R et définie par S$(u) = S(e™*™). on dit que S

est une pseudomesure si §(u) est une fonction bornée. On pose alors
i8]l oy = sUD ,§(u)|
PM ueR

et 1'on vérifie aussitdt que ltespace vectoriel de toutes les pseudomesures de support
contenu dans E est un espace de Banach pour la norme ”S”PM . Cet espace sera noté
PM(E).

On dit que S est une pseudofonction si 1lim §(u) = 0. Toute pseudofonction
est une pseudomesure, toute mesure est une pseugl;;;:re et tout élément f de
L1(dx) est une pseudofonction.

Le compact E de R est appelé un ensemble de multiplicité s'il existe une

pseudofonction, non nulle, de support contenu dans E . Si E n'est pas de multipli-

cité, on dit qu'il est d'unicité. Un ensemble compact et dénombrable est un ensemble
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d'unicité (plus précisément : les pseudomesures portées par E ont des transformées
de Fourier presque périodiques au sens de Bohr). Un ensemble de mesure de Lebesgue
positive est un ensemble de multiplicité.

I1 reste donc & examiner les ensembles parfaits de mesure nulle. Nous allons
nous restreindre aux "ensembles symétrigues" définis & partir d'un intervalle
(a , b] et d'une suite €, €5, «+¢ § ;s de nombres réels tels que 0 < & <%
de la fagon suivante : E, cst la réunion des deux intervalles [a , a+(b—a)§1]
et [b - (b—a)g1 , b] ; pour construire E, on opére comme pour construire E,
sur chacun des deux intervalles composant E1 mais 51 est remplacé par gz et
ainsi de suite. Le fermé E est l'intersection des En (nz 1) etsi

lim (2n§1,...,gn) =0, E est de mesure de Lebesgue nulle.

n-+e

Les premiers et plus importants résultats sont dus & Salem : si E, =8 etsi g
n'est pas un nombre de Pisot, E est un ensemble de multiplicité (Salem 1943) ; si,
au contraire, € est un nombre de Pisot, E est un ensemble d'unicité (Salem 1955).
Si la suite des gk , k2 1, est une suite de nombres réels choisis "au hasard" et
de fagon indépendante dans [kw%+2e, k-%+26+(k!)'e], (e > 0), 1l'ensemble E est
presque slrement un ensemble de multiplicité (Salem 1942) mais si g = o(1/k)
E est un ensemble d'unicité (Salem 1944).

On savait donc, pour tout « dans [O s %I, construire des ensembles de multi-
plicité tels que § = O(K'd) ; on savait que pour tout o dams J1 ,+e[, si
gk = O(kra), E est d'unicité mais on ne savait pas ce qui se passe pour les «
de 1'intervalle (3 , 1].

Les résultats présentés ci-dessous sont dus & McGehee, Y, Meyer et R. Schneider
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THEOREME 1. Si T §12( <+®, E est un ensemble d'unicité.
1
On ne sait pas ce qui se passe si @ = % : existe-t-il un ensemble E de mul~

tiplicité tel que § = O(k-%) ?

2. Isomorphismes entre algebres A(E).

On peut, par transport de structure, définir 1l'algébre de Banach A(R) de toutes
les transformées de Fourier f des éléments de 1! ®) ( 1! (R) est une algdbre de
Banach quand le produit est le produit de convolution). Si E est un fermé de R,
soit I(E) 1'idéal fermé de A(R) composé de tous les éléments de A(R) nuls
sur E. On appelle A(E) 1'algtbre quotient A(R)/I(E). L'algibre A(E) est semi-
simple, son spectre est E et les éléments de A(E) peuvent &tre considérés, de
fagon canonique, comme des fonctions continues sur E .

Un isomorphisme H entre A(E) et A(F) peut donc toujours &tre défini par
un homéomorphisme H de F sur E et par
(1) H(f) =f o H (f e A(B)) .

Mais tous les homéomorphismes H de F sur E ne conduisent pas, en général, & des
isomorphismes H . Plus précisément, Beurling et Helson ont montré (1953) que si
E=F=R, si H est un isomorphisme, alors H(x) =ax + b et Katznelson et De
Leeuw ont prouvé (1964) que si la norme de H est 1, H préserve les relations
arithmétiques vsa.tisfaites par les éléments de F : toute relation 2-lindaire véri-~
fiée par les éléments de F

Z m, =0 et Z mx.=0, m.e€2, x. € P
1<jsn I 1=j=n

entraine la relation correspondante entre les éléments de E

L m, Hx.)=0.
1sjsn 4 Y
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Dans le théoréme 2, H ne préserve pas les relations arithmétiques. ILes notations

du théortme 2 sont les suivantes : E et F sont deux ensembles symétriques dé-

finis comme les ensembles de toutes les sommes g djsj , dj € {0,1} , et %" djtj ,
1 1

d’j € {0,1} ou sj =€q - 'S-j..1(1'.§j) et tj =84 en §j_1(1-§j). L'application

"canonique" H de F sur E est alors donnée par

{+0]
H d.t.) =
(g JJ)

- M8

d.s. e 0,17 .
#5045 lon]

"THEOREME 2. Si OED §k2 < +® (condition de minceur portant sur F) pour tout f
1
dans A(E), f , H appartient & A(F). En particulier si » glz{ <+o, A(E) et
1

A(F) sont isomorphes.

La condition E 512( < +® est la meilleure possible car on a
1

® ~I ®©
PROPOSITION 1, Si 2g§<+m tandis que t_=3 ° et T 7 =+ (n, € W),
1 1K

l'application canonique H de F sur E ne définit pas un isomorphisme entre A(E)

et A(F).

@
PROPOSITION 2. Si I '§12( <+« tandis que les 51; sont choisis "au hasard" et de
1
facon indépendante dans les intervalles [k-é"'ze, hree + (k!1)7%], les algtbres

A(E) et A(F) ne sont pas isomorphes.

3. Synthése harmonique,

Les éléments S de PM(E) définissent des formes linéaires continues sur A(R)
ar

<s,t>=<8,t>=] §ex)ax (fe1'®) , 5 e I"®)) .
R

On 4it que E est un ensemble de synthése harmonique si, pour tous les S de PM(E)
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et les f de A(R) ona

E‘IE=O=<S,%>=O.

On a alors, pour les ensembles symétriques

THEOREME 3. Si 5 gi < +®, E est un ensemble de synthdse.
1

Mais ici on ne sait pas si cette condition est la meilleure possible car on ne

connait pas d'exemple d'ensembies symétriques qui ne soient pas de synthése.

4. Démonstration des théorémes 1, 2 et 3.

Une méthode générale permet d'obtenir & la fois les trois résultatfls ; elle re~

pose sur une notion qui intervient dans 1l'étude des fonctions presque périodiques.

DEFINITION. Soit A une partie de R, K un compact de R et ¢ wun nombre réel
strictement positif. Le couple (K , e) est dit adapté & A si pour toute suite
de nombres complexes (a)\ )MA dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini,

on a

sup | T a}\ei}‘x[ Zesup | T aheﬂxl
x€K  AeA x€R  AeA
Soit T wun nombre réel strictement positif., On dira que le couple (T , e) est
adapté & A pour exprimer que si K = [~T , T], 1le couple (K, &) est adapté
a A .
On dira enfin que A posséde un compact associé s'il existe vn K et un ¢

tels que le couple (K , ¢) soit adapté & A .
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DEFINITION. On dit qu'une partie A de R possdde la propriété d'élargissement
8'il existe un nombre T strictement positif tel que
inf{[AT-A] 5 her , A'er'} > 2y
et si 1l'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous est réalisée
- toute fonction f, & valeurs complexes, définie sur A + [-1] , 1]] , constan-
te sur chaque intervalle [A-1 , A+n], AeA, appartient & A(A + (-n.m]) d&s que
sa restriction & A appartient & A(A);

- il existe une constante C telle que pour toutes les f ci-dessus on ait

On a alors

PROPOSITION 3. Pour un ensemble A de nombres réels les propriétés suivantes sont
équivalentes

A posséde un compact associé

A posséde la propriété d'élargissement.

Venons en maintenant aux théortmes qui contiennent les théorémes 1, 2 et 3,

THEOREME 4. Soit E un compact de R, (A )z, une suite de parties finies de R ,

(l,n) 2| une suite de nombres strictement positifs, (T, , en) un_couple adapté &

A, - On suppose que
n

(a) ApcEch, + |:'-’e’n+1 ! !’n+1]
(b) Cara (An);;n+1 -0 (no+=)

(e) Ti-ﬁen=e>0

(@) Tim T 4

nfny1 <€ ¢
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Alors E est un ensemble de synthése. Si, en outre

2
= &
() UnTt <7

alors E est un ensemble dlunicité.

THEOREME 5. Soient E, Ays Lys Ty €, (zesp. EY, Aps 225 TP, €') comme ci-dessus
vérifiant (a), (b), (¢) et (d) et H un homéomorphisme de E sur E' tel gue
H(A’n) = Ar'1 et_tel que, pour deux constantes 01 et 02 s Dpour toute suite com-

plexe (a.h )MAn et tout n

Ci = a exp(irx)|l ) =] = ay exp(iHE(A)x)||, £
A€EA A

n €Ay

C, | £ ay exp(iAx]||_ -
)\Ef\n

L'application H définit alors un isomorphisme H entre A(E) et A(E').

Les conditions suffisantes données par le théordme 4 pour la synthise et 1'uni-
cité sont les généralisations des célébres conditions de C. Herz et de Rachjman

(cas ol An est contenu dans un sous-groupe de pas P, on peut alors prendre

Tn=rrpn et sn=0).

Comment applique-t-on les théorémes 4 et 5 pour obtenir les théoremes 1, 2 et 3 ?

n

On appelle Ay l'ensemble de toutes les sommes 2 djsj , dj € {0,1}. On a alors
1

-1 . . .

Loyt = §n+1(1-§n+1) s, et puisque § -0 (n>+®), il suffira, pour prouver

(d) et (e), de montrer que T, = O(s:) (n>+=) ce qui est une conséquence de la
condition Z gi <+« ., Quant au théoréme 5, on montre que, pour une constante C3 ’
n
ona (si A= £ ds.)
o 99

sup | © a,exp(i & d.x.)
(x1,...,xn)€lﬁn AeAn A g JJ I

WA

a, exp(ix ‘B d.s,
”)f/\n A p( (0 3 ;j))”“’

[

n
Cs ”)\EA a)\exp(lx( %‘ djsj))”af
n
ce qui entraine (2).
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5. Algdbres non isomorphes.

Nous allons présenter une méthode permettant de montrer que deux algdbres de
restrictions ne sont pas isomorphes. On ignore encore si la connaissance de 1l'al=-
gébre A(E) permet de décider si E est d'unicité ou de multiplicité., Si c'était
le cas, les algtbres de restrictions A(E) et A(F) ne seraient jamais isomorphes
quand E est d'unicité et F de multiplicité. Ia méthode que nous emploierons
est la suivante : soit R wune algébre de Banach commutative, régulidre et semi-
simple que l'on identifiera & une algébre de fonctions continues sur le spectre K
de R ; on appellera "pseudomesures" les éléments du dual R* de R . On peut
parler du support d'une telle pseudomesure. L'algebre R est du type I si toute
pseudomesure S de R* est limite dans la topologie o(R*,R) dfune suite
(Sn)rE1 de pseudomesures & support fini. Une telle propriété est invariante par
isomorphisme, Or on peut facilement dontrer que si of 512{ <+, s8i E est cons-
truit & l'aide des gk , A(E) est du type I. Au clntraire si les 51'{ sont
choisis, au hasard, de fagon indépendante dans [k_%"'zg, k'"Jé+28 + (k1)) et si EY
est construit & ltaide des 51:: , A(E') est, presque sfirement, du type II ; on
en déduit la proposition 2,

Soit Eg 1l'ensemble symétrique & rapport de dissection constant € . Si €

est transcendant, A(Eg) est du type II et au contraire, si 5'1 est entier,

A(Eg) est du type I. En dehors de ces deux cas on ne sait presque rien.

6. Autres résultats.

Soit A wun ensemble de nombres réels ; savoir & quelle condition A posséde
un compact associé est un probleme difficile. Quelques exemples : si A est indé-

pendant (sur Q), A possdde un compact associé si et seulement si A est un en-
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semble de Sidon c'est-d-dire si toute fonction bornée sur A est la restriction
& A de la transformée de Fourier d'une mesure bornée sur R .

Soit x wun nombre réel, x> 2 et soit A 1'ensemble de toutes les sommes
finies E dnxn o 4 € {0,1}. Alors A possdde un compact associé si et seu—
lement szﬂx est un nombre de Pisot ; ce dernier résultat permet de montrer que,

pour tout nombre de Pisot x , il existe un entier p tel que l'ensemble & rap-

port de dissection constant € = x ¥ soit un ensemble de synthése.
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