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Séminaire BOURBAKI
20e Année, 1967/68, n° 340 Février 1968

THEOREMES SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DU TYPE
"EDGE OF THE WEDGE THEOREM"

par André MARTINEAU

Les problémes dont je vals parler ont &té soulevés et d'ailleurs résolus dans
dans un certain nombre de cas particuliers par les physiciens aux prises avec les
difficultés de la théorie quantique des champs & la Wightman., La forme qui est
donnée ici aux théorémes de prolongement analytique doit beaucoup aux discussions
que j'ai pu avoir, grice aux réunions strasbourgeoises de la R.C.P, 25, avec MM, Bros,

Epstein, Glaser, Stora.

Présentation du "Edge of the Wedge".

L'espace CN est identifié & & x iRN sy et z € c sera noté x + iy . Un
tube est un ensemble de la forme RN x iB s et B s'appelle la base du tube., On
désigne par J' 1'espace des distributions de Schwartz, par ' 1'espace des dis-

tributions tempérées.

Soit T un tube ouvert connexe. On sait que toute fonction holomorphe dans T
se prolonge & l'enveloppe convexe de T , Pour cette raison, les tubes dans la suite

seront toujours supposés convexes.

Supposons que 0 € 3 B et considérons une fonction f holomorphe dans T . On
dira que f admet une valeur au bord dans &' (resp., dans A' ) notée af , 8i
lim f(x + iy) existe dans 9' (resp. dans f').
yeB
y—0
Voici 1'énoncé qui porte le nom de "Edge of the wedge theorem”., On considdre
deux tubes ouverts T, et T, dont les bases B, et B, Bsont des cOnes épointés

1 2 1 2

de sommet 1l'origine, B, =~ B; . Alors si fl et f, sont deux fonctions holomore-

445



A. MARTINEAU

phes définies dans '1‘l et dans T2 telles que of, = af2 » 11 existe f entidre,

de restriction £, a Ti(i=l,2).

Si fl et f, sont tempérées (c.é.dt restrictions aux tubes de distributions
tempérées), alors f est un polyndme. Le second énoncé est le plus ancien, et dfi

& N, Bogolioubov [2], L'énoncé plus général est dfl & H. Bremermann = R, Oehme et
J.G.Taylor (1), Le premier énoncé général, sans supposer les tubes opposés, et dans

sa forme locale, est dfi & H. Epstein [4].

Nous allons prouver dans la suite, en particulier, le théordme : Soient

Tj’ J=1,2,0eey k , des tubes ouverts de base Bj , les Bj étant des cdnes

épointés de RN » On se donne dans chaque 'I‘j une fonction holomorphe fj telle

que 3f; existe dans &' . Alors si Ti 3 désigne l'enveloppe convexe de Ti\)Tj ,
. I n . ’ ~ '\'. ~
et si T = T. . , chaque fonction fi se prolonge & ¥i en fi deés que Xafj =0

J#L 15d

(On peut aussi montrer qu'il existe des 8 ; holomorphes dans les T,
’ »

J

~ ~ )
telles que fi = jZi gi,j dans Ti .

Nous montrerons divers résultats apparentés & celui-13, dont le correspondant
local et les théorémes des "tubes aplatis",

§ 1 . Ingrédients,

a) Distributions prolongeables,
Soit ® un ouvert de B® , On dit qu'une distribution T € 9'(R) est prolon-

~

geable si elle appartient 3 la restriction de 2'(RP) & R . Une distribu-
tion dans 9 est tempérée si elle est la restriction d'une distribution tem-
pérée de [

Un point d'un espace produit c® x R? x ¢® sera noté (zy uy, ) o Un ensem-
ble ® d'un tel espace sera dit un z - tube si (z, u, &) € @ é&quivaut

i (Imz,u, )e<q,

La base de ce tube soit B sera l'ensemble des (x, u, ¢) e RP x R%x ¢®
tels que (ix, u, ) € Q@ . Supposons § ouvert et soit T une distribution

dans Q , Si elle satisfait au systéme d'équations
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE

- - . 9 T . 3T
3 T=0 3 T=0,s0lt —==0 J=1,2,00e,P===—=0 Kk=1,006e,5,
z c 7. T

3zj k

nous dirons qu'elle est holomorphe en 2z dépendant de paramétres de fa=-

gon distribution en u , holomorphe en L ,

Dans ce cas, on peut définir pour tout y € B 1la distribution Ty(x, u,%)
obtenue en fixant y ; c'est une distribution définie dans 1'ouvert ﬂy

de RP x RY x ¢® &gala {(x,u,2) |(x+iy,u,z) €0} .

Supposons que Qy contient un ouvert fixe si y + 0 , voisinage d'un

point x U sE Cet ouvert contient un ouvert de la forme w X & o} w
est un voisinage de xg dans ®P , @ un voisinage,de (uo,Co) dans

®R? x ¢° . On peut définir la valeur au bord de Ty » limite au sens distri-
bution dans D'(w x @) de Ty lorsque y = O . On obtient ainsi une dis-
tribution 3T , distribution en x dépendant au voisinage de (uo,Co) de

fagon distribution en u , et holomorphe en § .
Proposition 1 : Dans Jes hypothéscs cl-dessus.décrites. I admst upe valsur
au bord si_et seulement si elle est upe distribution nrolongeable au yoigi-
nage du poipt ((x°+1.o), uo,l;o) .

Dans la suite, nous allons en conséquence remplacer systématiquement 1'hypo-

thése de 1'existence de la valeur au bord par celle de la prolongeabilité,

3-cohomologie & coefficients prolongeables, & coefficients c” ala frontiére,

Nous considérons un convexe 2 c€f x RY x ¢® ot 1'opérateur
P
727 24 i
j=1 3z,
J j
Nous considérons les formes & coefficients distributions prolongeables (tem~

pérées) dans 0 , de degré p en dzJ. q en dz, . On a le

k
. P - Pya~1
Théoréme 1 : Si w st 3-fermée , q > 1 , il existe @  telle que

- Dya=1 Dp,aq P,q~1 .
F) & = w o, & étant & coefficients prolongeables (tempérés) [6]

page 303 .
Si X est un sous-ensemble de €Y y on désigne par §(X) 1le quotient de
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N . . .. . .
£(c¢") 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables et & décroissance
rapide, par son sous-espace formé des fonctions qui s'annulent ainsi que
toutes leurs dérivées sur X .

Soit T un ouvert convexe d'une sous-variété linéaire réelle de CN .

Imposons & I la condition supplémentaire qu'il existe zl""’lN

N formes linéaires complexes indépendantes telles que
I < {z|Re ll(z) < OyeesayRe ZN(z) < 0}

Nous considérons les formes & coefficients dans /X(F) .
Nous définissons l'opérateur 3 par son action dans T ,

. bsa - Poa-1
Si w est J3-fermée, q > 1, il existe ®  telle que
’ P,Q-l
= » , © &tant & coefficients dans §(T) .

(Ceci n'est pas démontré dans [6] mais la méthode indiquée pour la dé=

monstration du théordme 1 dans le cas tempéré s'applique immédiatement).

Un théoréme de dualité.

le théordme précédent nous sera utile sous une forme duale que je vais décri-
Tre.
Soit T un convexe fermé de ¢ . Un élément de 4(r) sera dit fonc=

tion holomorphe si sa restriction & 1l'intérieur au sens convexe de T est

holomorphe des variables complexes de cet intérieur (ou, ce qui revient au
méme, des variables complexes de la plus petite variété affine réelle con=-
tenant I ). L'ensemble de ces éléments sera noté 3g(r). Nous supposons
comme précédemment que I est inclus dans une intersection de N-demi
espaces réels en position générale. Notons E ? le groupe différentiel
gradué des formes en dz,dz , de degré fixe p en dz , & coefficients

distributions tempérées & support dans I , muni de 1'opérateur 3.

qQ
T

associé et, plus fréquemment, par H% U
9

Nous désignerons par H x,(GN; aP) , le q-i2me groupe de cohomologie
k]

On a alors les propriétés suivantes :
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE

gors . ' r r
Théoréme 3 : a) si I,>T, Hy ( 2) est dense dans Hy( 1)
N

. N a L
b) le dual de ﬁ&(F) est isomorphe 3 HF,&' et ona HF,{' 0

N

pour q # N . (L'isomorphisme est obtenu & partir de la forme bi-
linéaire de dualité de définition entre £ et $'.)
On comparera 1'énoncé du théoréme 3 a celui relatif & la vraie cohomologie donné en
(5] .

§ 2 = Le théoréme des tubes aplatis.

a) Cohomologie de la différence de deux convexes.

Soient A et B deux fermés satisfaisant aux hypothéses précédentes,

On va calculer la cohomologie prolongeable (resp. tempérée) de A-B .

On suppose B c A et on considére les complexes suivants :

K, est le complexe des formes différentielles de type O,q & coefficients

A
tempérés dans A , K5 celui des formes analogues, mais & coefficients
dans B , KA—B est le complexe des formes distributions tempérées et a

support dans A-~B .,

On a donc la suite exacte :

0~ Kﬁ -+ Kﬁ -+ Kﬁ-B + 0 -
Donc, il vient la suite exacte de "cohomologie'
qQ q q 3 . q+l
> B gt Hy g0 g g0 > By 3o
I1 vient donc HK;B 3" =0 si g> N ousi q< Nl , puis le bout
’

de suite exacte :

N=1 N N
0 -+ HAPB,&' > HB,s' (3) HA,S' E

Or, par la propriété a) du théoréme 3, l'application de HS(A) dans
Hg(B) est d'image dense, donc sa transposée qui est 1'application (j)

N N - . . N-1 .
de HB,&' dans HA,S' est injective, ce qui prouve que HA—B,&' = 0 soit :
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A. MARTINEAU

Proposition 2 . Si A et B sont deux convexes satisfaisant aux condi=
. PR q _ . .

tions du théoreéme 2 , HA-B,S' =0 pour gq # N . On peut introduire des

paramétres dans cet €noncé , On doit noter que HN n'admet pas de

A-B,f!'
topologie localement convexe séparée raisonnable en général,

b) Cohomologie d'un produit de demi-espaces.

23 + " sas
Nous désignerons par R 1l'ensemble des nombres réels positifs et par

R~ 1'ensemble des nombres réels négatifs.

S8i Z €€ -R”, nous notons par ¢~ v/ 1la fonction holomorphe qui
. + . . P .
coincide pour § € R avec la racine carrée arithmétique. Soit T 1le

convexe y, > 1, s Yy >1 . La transformation
(ul,...,uN) +> ((/\Tl,coy, /‘IN) = (zl,-ou,zn))

définie si uJ. ¢ R- pour tout j , transforme un voisinage de I dans
le demi-espace X > Oyeney Xy > 0, et I' devient le convexe
Us= Ul X ses X UN ol Uj est le convexe de C défini par x? - y?

(zj’xj'.'iyj ’ j=l,ucv,N) .

> 1

N
Nous coupons U par 1'hyperplan réel P d'équation Y x, =10,
=1 Y
N
qui définit le demi-espace D, = { 2 Xj <n }. Nous considérons la suite
J=1
des convexes suivants @

n N W o= f
wn =(Un Dn) tnn-l ’ Fn 2UNE Vn =" Fn

Nous avons fait en sorte que Un et Fn soient compacts. Si ; est une
forme de degré q en dz et o=-fermée O < q < N , sa restriction & V2

admet une primitive prolongeable = 5 * Je désigne par '#2 un prolonge=-

ment de 1r2 & support dans W2 « Alors Wy 3y - _3'1\(2 est py=fermée et

& support dans ([Da) NU 5 w, restreinte & V3 a une primitive pro-
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE

longeable 15 en ¥3 i support dans W3 s et w- 5(}2 + #3) a son

support dans (CD3) NU, etcess

La série Z 7. converge dans & , étant localement finie, et donne la
i>2
la primitive cherchée, D'autre part, pour q = O , il est évident par rai-
son de support que HS = 0 . Aprés changement de notation, nous énoncerons

le

Théoréme 4 : Soit T 1le convexe Y, _2_0,...,y1\I >0 dans CN . On a

q =
HF’“?}, O pour q# N .
D'une fagon plus générale, si B et C sont deux convexes de CN qui
satisfont aux conditions du théoréme 3 , on a H% c.g' = O pour g# N .
=Ly
Le théoréme 4 (ou plutdt sa généralisation !) sera appliqué plus loin
dans le cas oi I est un tube fermé & base polyédrale pour simplifier des
récurrénces.
Bien entendu, on a désigné par H; grle quotient de l'espace des for-
- ?

mes distributions de degré q en dz et & support dans I , par le sous=

~

espace de celles qui ont une primitive & coefficients distributions & sup-
port dans T ,

On remarquera aussi que le théoréme b reste vrai avec la véritable co=
homologie : on emploie la méme démonstration en remplagant le théoréme 3
par les résultats de [5] page 214 - 11

En nous arrétant au terme U2 , nous avons aussi prouvé le fait sui-
vant,

Théoréme 4' : Soit 0 un voisinage de O dans GN o Il existe un voisi~

nage (' de O ne dependant que de Q tel gue pour toute forme u de

degré q ol 0 <q <N 3J-fermée, & coefficients distributions définies

dans Q et & support dans Q@ N T , il existe une primitive dans @' ,

4 coefficients distributions définies dans @ , et & support dans Q'nrTr .

c¢) Interprétations.

Pour la simplicité des notations, je traite seulement le cas d'un produit
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A. MARTINEAU

de demi-espaces., Soit J un sous-ensemble de [1,...,N] 3 le cardinal

de J seranoté |J| ou h . Nous notons par V; 1la sous-variété réelle

de CN définie par yj = 0 pour tout j e J , et nous posons

= g Pd [} P . - >
FJ VJ N T, Dans FJ nous considérons l'ouvert QJ défini par Yy o,

ke CJ et nous nous donnons une distribution T. dans cet ouvert, holo=

J

morphe des variables z_ et prolongeable & tout V

k J

Si & ¢ J , T; a une valeur au bord dans QJU{IL} » distribution défi-

nie dans QJU{!L} et prolongeable & VJUUL} , Soit :

lim T(..., x, + 1y2,...) = 3£TJ
¥ 0

4"

Nous noterons par TJ un prolongement de TJ 7

L'ensemble J &tant ordonné par 1'ordre naturel J = (jl,...,jh} , nous

& support dans F

notons par a2’ 1a forme d'z"j 1’\...1\(15j . Nous notons G(yJ) la distri-

1 h
bution &(y. ) @¥y. ) ®...®s(y. ) .
N i, 3y

Nous considérons la forme :

~ -J
(1) T= ) T ®8(y.).az
S d J
| 3] =n
Cette forme est & support dans I et de degré h en dz . Il vient le
N
Lemme 1 : On peut choisir les '1‘J en sorte que T soit J-fermée si et

seulement si les conditions suivantes sont remplies :

b 3
(2) I (~1)" a3, (T

.o . ) =0
=0 Jl Joot-Jzucth

pour tout sous-ensemble H = {jo,...,jh} de [1,...,NJ .

On s'appuie pour la démonstration sur le lemme 2 qui va suivre et sur les

raisonnements de la fin de la démonstration du théoréme S .,

Pour appliquer le thé&oréme 3 , on peut supposer que les TJ sont tem-

pérées, pour appliquer le théoréme 4' , on supposera les 'I’J définies seu=
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lement dans QN VJ .
Dans chacun des cas, il existe une primitive de méme nature (dans un
ouvert convexe Q' qui ne dépend que de I pour le dernier cas). lon-

trons que la primitive peut &tre choisie du type (1) avec |J| = h-1 ,

soit
6 = ] 8 ®ély.) a7’
|7]=h-1 7 J
et que alors on & :
2 hil my
3) T L LT, nE
( 1 JO .Jn-l n=0 Jm ‘]o”'jm'"‘]h-l

En effet, soit U une primitive, Sa restriction & 1'intérieur de T
(resp de TN ) est OJ-fermée, Pour h = 1 , c'est une fonction holomor~
phe. Supposons h > 1 , D'aprés le théoréme 1 , il existe une primitive

V de cette restriction, prolongeable (resp tempérée ; primitive dans Q' ),

"
Si V est un prolongement de V & support dans T (resp 3 support

dans N d') , U+ 3 ¥ est une primitive U, de ® concentrée dans la
réunion des faces (réunion de l'intersection des faces avec 0'), On a

alors besoin du lemme suivant , [6]

lemme 2 : Soit 0 un ouvert de vy J C:[l,2,...,ﬁ].

q 4l
0 H = 0 pour J (1 = 0),
e Mg ") R <|H|‘l | 5 50
Le groupe HAJ;b' (HnJ 3,) est isomorphe & 1'ensemble des distributions
& _groupe R , naem =anriouvions

T définies dans 2 , holomorphes des variables z,, k ¢ J , prolongea~
bles & V, (tempérées) par 1'isomorphisme T = (classe de T® G(yJ)dEJ),

Donc 8i |J| > 2 1a restriction de U, & l'intérieur de chaque F{j)

est congrue 8 O , ce qui permet de modifier U1 en U2 concentrée sur

les F{i i etc... et nous conduit bien d une forme © , Reste & voir
1]

le fait que © cst primitive de T entratne la condition (3).

I1 suffit de vérifier cela au voisinage de tout point de ﬂJ ’ |J| =h,
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Alors dans un voisinage de ce point, H < J &tant fixé |Hl = h-l ,

8 H est de la forme DCH , D é&tant une dérivation multiple des z.

JEH et CH holomorphe de ces 25 et continuement dérivable, jusqu'au

?
bord V; , de la variable z. ol Hl){jo) =J . On considére le pro~

o
longement EJ de CJ par continuité jusqu'au bord, puis O ailleurs.,

a a

On remplace l'opérateur D = 2 par D_= 2 .
a X a
9z x

Alors, on a :

n

- ~H _a -H
3(D 8H) Adz =D (3C)) A dz

N
La distribution Dx CH est égale 4 © g & voisinage du point considé-
ré dans QH , donc réalise un prolongement de 6 o D'aprés 1'expression

de droite, on voit que E(Dx CH) est égal d

H

ol

3, (e .).8(y. ) dz. A az
Jo H Jo Yo

Donc, par le lemme 2, T = ¢ 9 implique 1'égalité (3) . c.q.f.d.

D'ou le
Théoréme 5 : Soient TJ

des distributions des (xk,zj) k¢J,jed ,
‘JI =p , 3 support dans ' N QJ et prolongeables, Une condition nécessai-

re et suffisante pour qu'il existe des © . l Hl = p-1 , distributions des

(xl . zm) 2 ¢H , meH holomorphes des Z. s 4 _support dans QunT

et prolongeables, telles que :

T m )
T. . = -1)" 3. 0 . - .
Jo-ouJ 1 Z. J ( Jd. seed e0e] 1
p- m=0 m o m p=

est que :

P

) (-1 2, (T A )=0

h=o Jh oo'aJhou-J
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variante .§' : Si les T. sont tempérées, les ©_ peuvent &tre choisies

tempérées .

Variante locale : Les T, €tant définies dans T'N QJ.f\ 2, les Oy exis-

tent dans ' N QH N Q' et sont prolongeables. Le théordme pour 7] = N-1

a été démontré pour la premidre fois par Malgrange (non publié) et a &té

redémontré par Zerner [8] .

La méme démonstration appliquée & un tube fermé dont la base est un cdne
strictement convexe polyédral donne les résultats suivants . Désignons par

Xh 1l'ensemble des faces orientées de dimension h de la base, Si F & Xh .
son bord est une somme de faces de Xop 3F =) G(F) G(F) e X1 -
o)

On se donne des distributions T_ définies dans BN x i F prolongeables

F
o
¥ i F ) et holomorphes des variables de

la face. On convient que T g = =T . On peut définir si G € 3F BG Tp

(tempérées) (définies dans 0 N R

la valeur au bord de 'I‘F sur G . Alors, si

(1) ] 3 Tp=o
GegF

< . . . . . . PP
pour tout G Xh-l o11 existe des distributions OH y He Xh+l s définies

dans chaque RN xif » holomorphes des variables de la face H , prolongea=

[
bles (tempérées) (définies dans Q' N RN x i H et prolongeables) et telles

que ¢
& =
(5) I %=1
FeoH
(on remarquera que si F&€ 3H , F ¢ 3(-H)) .

Appliquons ce résultat au cas général suivant :
on se donne des points Xl,...,Xp dans B - {0} et sur [1,...,p] on se
donne une structure de complexe abstrait. Mais on suppose qu'il est possible
de réaliser cette structure de la fagon suivante : il existe un polyddre
compact convexe P & p sommets (yl,...,y ) dans un espace BM s Poly=-

édre ne contenant pas l'origine, tel que, si on considdre le cBne de base

455



A. MARTINEAU

1 . . ! . -
P dans RN x R4 , la projection de P sur mn projette chaque arete

(o yj) sur la demi-droite (O Xj) , cette correspondance établissant un
isomorphisme entre la structure simpliciale de P et celle que nous nous

sommes donnée sur [1,...,p] .

Nous disons que la situation est non dégénérée jusqu'd la dimension gq
si, étant donné une face de dimension inférieure ou égale & q de P,
et J le sous-ensemble correspondant, l'enveloppe convexe des Xs et de
0, jed est de dimension q . Il revient au méme de dire que la projec-
tion est biunivoque entre la pyramide engendrée par la face de P et son

image dans mN .

Si J est une face, on désigne par [XJ] la variété réelle engendrée
par lRN et les 1 X, jed l Jl < N et orientée par l'orientation natu-
relle de RN et le ghoix de 1'ordre croissant sur les indices des Xj .

On posera [Xo] = RN ; on note [XJ]+ le tube qui a pour base 1l'enveloppe
convexe de O et des X, . On se donne dans 1'intérieur de [XJJ+ une
distribution TJ prolongeable (tempérée) holomorphe des variables complexes
de la face, Si la face J est non dégénérée et si K € 3J , on peut dé-

finir la valeur au bord 8K T. . Sipour tout J tel que |J|=h on

J
s'est donné des TJ en sorte qu'on ait pour tout G , |G| = hel

] ., T =0
7 G
GeaJ
et 8i la situation est non dégénérée pour la valeur h < N-1 , alors il

existe des eH telles que

(}XI a, 6,) =T
J € 94

£S
Pour cela, on remonte les données de GN dans CN M sur les faces du

cOne de base P ., On applique le théoréme 5 et on projette le résultat

dans GN .

Notons que 8i tous les systcémes de k=-vecteurs Xj sont linéairement
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indépendants, la situation est non dégénérée jusqu'a la dimension k : i1l

suffit de prendre le simplexe abstrait [l,...,p] et de le réaliser,

Les théorémes de prolongement analytique,

N .
llous nous donnons dans l'espace R une suite de cBnes convexes fermés
I‘j » J = 1,2,44.,p de sommet 1l'origine. Nous les considérons en situa~

tion non dégénérée si pour tout couple d'indices (i,j) 1'enveloppe con-
vexe de Fi v Fj n'est pas incluse dans une droite. Nous notons Vj la
variété réelle engendrée par RN x i Pj = Tj et nous nous donnons dans

1'intérieur %j de Tj dans Vj une distribution holomorphe des variables

complexes du tube, fj » et prolongeable (tempérée), ou encore, dans la

situation locale, les fj sont donnés dans 9 N %j .
Nous supposons que
Z lim (fj(x+iyj))=0.
J }’j"o
Ve T

Désignant par vy(X) 1l'enveloppe convexe d'un ensemble X , nous définissons

¥ = n y(TijTh) . Alors nous allons montrer que fj est la restriction

h#j
a4 1'intérieur de Tj (&ventuellement la valeur au bord) d'une distribution

2 ’\' N Pd rd rd i L3
%j définie dens l'intérieur de T, , prolongesble, (tempérée), (définie dans
N
un an Tj et prolongeable), holomorphe des variables complexes du tube

n, . . . . . . .
T. . Le cas des tubes ouverts indiqué dans 1'introduction n'est Jamals
dégénéré.,

Soit X, un point de &Y appartenant &

N y(r,UT,) et différent de 1'origine.
g b

Alors il existe des points X € T1 » Yy © Tk y k=2 ,.00,p tels que x

soit point de chacun des segments (xk yk) pour tout k > 2 , Soit P 1le

polyédre convexe fermé engendré par les X e
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Nous désignons par X, 1l'ensemble des faces de dimension h orientées.

Si xe Xo nous considérons la situation suivante

[x]+ . [y2]+ seves [yp]+ y T, f2,...,fp les fj étant la restriction

de la fonction fj sur l'intérieur de [yj]+ ou de [x]+ » ou éventuel-

+
lement leur valeur au bord sur Ex] , Ou [&3]+ + Puisque la somme des
valeurs au bord sur R est nulle, il existe des £*. . définies dans les

e s + + ’ .
intérieurs des [x, yj] . [yj, yk] de valeur au bord les fj + Soit

y € X° en sorte que (x, y) € X. . Nous pouvons recommencer et déterminer

1
des fyi i Nous considérons alors la situation suivante,
’
+ + + + . +
[v]" [x] [yz] ,...,[yé] et la donnée de fxi,j - fyi,j sur [yi,yj] ,
+
de fxx,i sur [x,yiJ , de fyy’j sur EY,yj]+ et de la restriction ou

+
valeur au bord de -fl sur [x,y] . Alors ce systéme de fonctions satisfait

aux conditions de raccord, donc il existe des fgxsyl telles que les données
Uy

. . X <
précédentes soient leurs valeurs au bord., Nous associons ces fg kyl 4 la
Jy
face orientée (x,y) € X. . A la face (y,x) est associée la donnée opposée.

1
Nous notons par |0| la dimension d'une face ¢ de P , Nous introdui-
sons aussi le poly&dre Q(¢) dont une face de dimension k est 1l'enveloppe
convexe d'une face de dimension & <k de ¢ et des points

yjl’.”’y‘jk— 1< jl S Dyeeeyl < jk—l'l"l ir -

£+1
Cette face est orientée par la donnée de la face orientée de ¢ et des

yjn avec Jl < ese < Jk-l"'l .

Supposons l'hypothése de récurrence suivante satisfaite. Pour tout
¢ GXz_l
[¢]+1 de Q(e) , des
du tube dont la base est le cOne engendré par ¥(¢) , holomorphes des va=-

ol 2 <h , ona associé aux faces orientées ¥(®) de dimension

fv(¢) , distributions définies sur 1l'intérieur

riables du tube, prolongesbles, qui satisfont & 1l'hypothése de recollement :

f‘l’(d?) - . f,—‘l’(@)
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pour tout ¢ € Q(2) |o| = |g|

I oa FH(e) _ ) 0(0)

v(e) ° 6 €3
gevy(9)

et si o=49¢ , 2 a¢ fH(°) =+ fl ou sa valeur au bord sur ¢ .
oaH

Soit F e Xh . 51 ¥ € Q(F) nous lui mettons la valeur :

gW(F) = 7 fW(o) si la sommation comprend au moins un
$€oF
ternme.

Si ¥ =F , nous posons gF =3z fl ou sa valeur au bord sur F ,

Alors je dis que la condition de recollement est satisfaite pour les g .

Si A € Q(F) A ¢ (3F U= 3F)

S = z 3A-8H(F)= z aA( z fH(O))

s alag  %€%F
s= 1 ([ ooy (1 (] 26
B eeF JLy  eeF  ede
S= ] 0=0
i

car, pourvu que la sommation soit non vide, chaque terme apparalt deux fois mais

avec les signes opposés,

Si A € 3F , que nous notons alors 00

H(¢ )
I s, 2. g 3, £ ° zf =0.
H o HCQ(%) o
¢ e3H ¢ €3
o (o]

En conséquence, par la fin du § 2, nous savons qu'il existe sur 1'intérieur
des tubes dont la base est engendrée par les faces Y de dimension q + 1

de Q(F) , des distributions fY(F) , f'Y(F) = -fY(F) , holomorphes de variables
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du tube, prolongeables, qui satisfont a la condition que pour tout

o,|o|=|F|,c¢F

HGF) | ¥(F) : ) 2 LH(F) _ ) 4o(e) ,
¥ : 0€3F
geay

et si oa=TF
z BF fw(F) = £ f
Y
Feay

1.

Donc 1l'hypothése de récurrence passe de h & h+ 1 .

En fin de compte, il existe des fl,i lci <P , distributions définies
dans l'intérieur du tube dont la base est engendrée par P et Y oo holo-
morphes des variables du tube, prolongeebles, dont la somme des valeurs au
bord sur P est fl « En conséquence la somme des fl,i réalise le prolon=
gement analytique de f. (ou de sa valeur au bord) dans 1'intérieur du con-

1
vexe engendré par P et X, o

Le théoréme de prolongement analytique annoncé dans 1l'introduction est
donc démontré, Mais, de plus, une inspection évidente de chaque terme de la
construction montre qu'on peut choisir les prolongements distribution de
£, & chaque tube de base y(P Uxo), provenant d'une partie bornée de 9! ,
ce qui montre que ?1 définie dans 1l'intérieur de Ql est prolongeable en

tant que distribution.

Enfin il est clair que ce résultat est vrai aussi dans le cas tempéré,
"N
les fj étant tempérés.
Il est vrai aussi dans le cas local : si 0 est un ouvert de départ dans la
plus petite variété affine contenant la réunion des Fj , réunion des enveloppes

éonvexes cerclées des suites de vecteurs unitaires (x1,...,xp) o1 xj (et Fj y
Jj=1,++.,P , nOUs notons QP 1le rétrécissement associé qui est un homothétique
de Q , le rapport d'homothétie ne dépendant pas des positions relatives des Fj .

La construction comprend N termes, donc la construction aboutit dans o .

C'est-a~dire que si les f. sont données dans les Tj naQ, les ?3 sont données
N
dans les T, 0 o .
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Signalons, liés aux résultats du théoréme 5, l'existence d'autres théo=-

rémes de prolongement analytique,

Enfin, cette théorie garde son sens en hyperfonctions. Ceci sera dé-

veloppé ailleurs,

Pour 1'apparition et l'utilisation de ces théorémes en théorie quan=

tique des champs je renvois aux exposés de Bros [ 3] et Stora [7] et & leur

bibliographie,
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