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Séminaire BOURBAKI
20e année, 1967-68, n° 339 Pévrier 1968

TRAVAUX DE NOVIKOV SUR LES FEUILLETAGES

par André BAEFLIGER

Dans [1], Novikov démontre entre autres choses le théoréme suivant dont nous

esquisserons la démonstration et qui confirme une conjecture 4'Ehresmann,

THEOREME. Soit M une variété différentiable compacte de dimension 3 dont le

groupe fondamental est fini. Alors pour tout feuilletage de M par des surfaces,

il existe une feuille compacte.

1. RAPPEL DE DEFINITIONS FONDAMENTALES.

Un feuilletage F de codimension q sur une variété différentiable M est

donné par une famille de projections locales fi : Ui - R% , ou les Ui sont les

ouverts d'un recouvrement de M, ou les fi sont différentiables de rang q et
sont compatibles dans le sens suivant : pour tout eri n Uj , 1l existe un difféo-
morphisme g1 dfun voisinage de fi(x) sur un voisinage de fj(x) tel que

J
le feuilletage est orienté.

f. = gjifi au voisinage de x . Si tous les gij sont de degré 1, on dira que

Les intersections des ouverts de M avec les sous-ensembles de la forme
f;1(z), zeRY, forment la base d'une topologie sur M appelée topologie des feuil-
les. TUne feuille de F est une composante connexe de M relativement & cette
topologie. D'aprées le théoréme des fonctions implicites, les feuilles sont des

sous-variétés de codimension q (en général non localement fermées) de M.
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A. HAEFLIGER

Par exemple sur M, une forme différentielle w partout non nulle de degré
un et complétement intégrable (i.e. w A dw = 0) définit un feuilletage de codimen-
sion 1 dont les feuilles sont les variétés intégrales complites et dont les pro-
jections locales sont les intégrales premiéres de w .

Les courbes intégrales d'un champ de vecteurs partout différent de zéro sur
M sont les feuilles d'un feuilletage.

Le feuilletage de Reeb (cf. [2]). Dans le cylindre D° xR produit du disque

wnité D° de R® par la droite R, on considire le feuilletage de codimension

un dont une des feuilles est le bord S1 X R ; les autres feuilles sont les surfa-

ces formées des points (x,a(ixiz) +t), ol x varie dans l'intérieur de D2, t

est un paramétre réel et & une fonction différentiable symétrique définie sur

J-1,+1[ et tendant vers -« lorsque son argument tend vers 1.

Le tore plein T = D2 X S1 est le quotient de D2 x B par la relation

d'équivalence qui identifie (x,t) & (x,t+n), ou n est un entier quelconque.

Le feuilletage précédent étant invariant par ces translations, il définit par pas-

sage au quotient un feuilletage de T dont le bord S‘l X S1 est une feuille, les

autres feuilles étant toutes homéomorphes au plan le. Tout feuilletage homéomor-

phe & ce feuilletage de D2 X S1 sera appelé une composante de Reeb.

En prenant deux telles composantes et en les recollant le long de leur bord
par un homéomorphisme qui applique les méridiens de 1'un sur les paralléles de
1l'autre, Reeb obtenait un feuilletage de S3 de codimension 1 qui est diffé-

rentiable si « est choisi convenablement.,
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TRAVAUX DE NOVIKOV SUR LES FEUILLETAGES

Cet exemple classique est & la base de toutes les méditations sur les feuille-
tages. Il peut &étre varié a 1'infini. Mais dans tous ces exemples, on constate
l'existence d'une feuille compacte (il peut en exister une infinité). Comme 1'avait
fait remarquer Ehresmann, toute feuille compacte dans S5 est forcément un tore,
car sa caractéristique d'Euler doit é&tre nulle.

Nous utiliserons le lemme suivant qui exprime dans un cas trés particulier
une propriété d'holonomie. Sa démonstration est élémentaire (cf. [2] ou [4]).

Nous supposons M munie d'une métrigue riemannienne.

LEMME DYHOLONOMIE. Soit A une feuille d'un feuilletage de codimension un sur

M. Soit fo une application continue d‘un compact K dans A, homotope & une

application constante. I existe alors une famille continue d'applications

ft : K>M telle que
1) ft(K) soit contenu dans une feuille A,

2) pour tout xeK fixe, la courbe ft(x) est différentiable et normale

aux feuilles.

2. ENONCE DES RESULTATS.

Soit M une variété munie d'un feuilletage de codimension 1. Un cycle
évanouissant sur une feuille A C M est une courbe fo : S1 - A contenue dans
une famille continue de courbes f’c , te[0,1], vérifiant les 3 propriétés :

t ’

2) pour x fixé, f 1;(x) est une courbe différentiable normale aux

1) ft(S1) est contenu dans une feuille A

feuilles ,

3) f, n'est pas homotope & zéro dans A = A, , mis f, est homotope

a zéro dans At pour tout t > 0.
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Par exemple dans le feuilletage de Reeb, un méridien du tore est un cycle évanouis-
sant.
I1 est clair que le théordme énoncé au début sera une conséquence des deux

théorémes suivants.,

THEOREME 1. Si le groupe fondamental m (M) est fini et si M est compacte

(sans bord), il existe toujours un cycle évanouissant.

THEORMME 2. Si M est compacte et de dimension 3, alors toute feuille contenant

un cycle évanouissant est compacte.

BEn fait, Novikov démontre plus précisément que cette feuille borde une compo-
sante de Reeb, si le feuilletage est orienté.

Signalons d'autres résultats obtenus par Novikov avec des méthodes semblables.

THEOREME 1'. Soit M une variété munie d'un fewilletage de codimension 1. Si

m,(M) £ 0 et si my(A) = O pour toute feuille A de M, il existe alors un

cycle évanouissant.

Ia démonstration est tout & fait analogue & celle du théordme 1 (voir para-
graphe suivant), l'application ¢ du disque D2 dans M étant remplacée par
une application de 82 dans M non homotope & zéro.

Si M est de dimension 3 et s'il existe une feuille A telle que
nz(A) #£0, alors A est forcément une sphire s ouun plan projectif P .
Or Reeb a démontré que dans ce cas et si M est compacte, toutes les feuilles
sont compactes et que si le feuilletage est transversalement orientable, c'est

méme une fibration sur s' avec fibre S° ou P° (ef. [2]).
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En combinant ces trois théorémes, on obtient entre autres les corollaires

suivants.

COROLIAIRE. Soit M3 une variété compacte de dimension 3 munie dlun feuilletage

codimension 1 orienté. Si aucune feuille n'est compacte, alors le rev@tement universel

g de M5 est contractible. Si P7I5 n'est pas contractible, aloxs M3 contient

une composante de Reeb, & moins que ﬁ3 = 82 x R et que le feuilletage induit sur

74 ait pour feuilles les sphéres 52 Xt .

Novikov analyse également comment sont situées les composantes de Reeb dtun
feuilletage de Ss. Il démontre qu'en faisant correspondre & chaque composante de
Reeb = D2 X S1 c S3 la courbe O x S1, on obtient un ensemble de courbes nouées
ou enlacées (i.e. ne bordant pas des disques disjoints). Par exemple dans 1’exem-
ple classique de Reeb, on obtient deux courbes enlacées.

I1 remarque aussi que tout champ de vecteurs, transversal aux feuilles d'une
composante de Reeb, possdde une trajectoire fermée. Cela résulte du fait que tou-
te application de D2 dans D2 a un point fixe. Donc pour tout champ de vecteurs
transversal & un feuilletage de S, il existe toujours un systéme de trajectoires
fermées qui est noué.

Enfin, il montre que s'il existe sur la variété compacte M5 un feuilletage
analytique, alors son revétement universel ﬁ3 est contractible ou bien isomorphe
a s xR.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Elle est basée sur la méthode utilisée dans [3] (voir aussi [4]) et que nous

rappelons bridvement.
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On peut toujours supposer le feuilletage transversalement orientable (i.e. il
existe un champ de vecteurs unités sur M normaux aux feuilles) ; si ce n'est pas
le cas, il suffit de passer & un rev8tement & deux feuillets de M. Comme M est
compacte, il existe une courbe différentiable transverse aux feuilles (i.e. son
vecteur vitesse n'est jamais tangent aux feuilles). On peut l'obtenir en medifiant
légeérement une courbe intégrale du champ des vecteurs unités normaux aux feuilles.
Comme cette courbe transversale représente un élément dlordre fini p de 'ﬂ1(M),
en la parcourant p fois, on obtient une courbe transversale fermée homotope &
une application censtante. Il existe donc une application ¢ du disque D2 dans
M dont la restriction au bord 81 est transverse aux feuilles.

On peut supposer ¢ en position générale par rapport aux feuilles : les
fonctions locales sur D2 obteres en composant ¢ avec les projections locales
du feuilletage ont des points critiques non dégénérés et les images par ¢ de
deux points critiques distincts ne sont pas sur la méme feuille (cf. [3] p. 316~
321 et [4])). Les images inverses par ¢ des feuilles peuvent &tre interprétées
comme des réunions de trajectoires d'un champ de vecteurs sur D2, les peints
singuliers étant du type "centre" ou "col" ; de plus il n'y a pas de trajecteire
partant d'un col et aboutissant & un col différent. Enfin sur le bord de D2, le
champ de vecteurs est dirigé vers 1l'intérieur. Appelons cycle ou cycle avec un
coin une trajectoire fermée de ce champ, ou 1'union d'un col et d'une tra jectoire
partant de ce col et y revenant, Ainsi les cycles sont des courbes fermées simples.

On peut alors appliquer le théoréme classique de Poincaré-Bendixon et montrer

1'existence d'un cycle limite minimal (pour plus de détails, cf. [4]). Plus pré-
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cisément, on montre qu'il existe un cycle C dans D2 tel que :p(C) soit une
courbe non homotope & zéro sur la feuille qui le contient, et que dans la région
Q de D2 bordée par C, toutes les trajectoires sont fermées ou partent d'un
col et y retournent (cf. propos. 4.2 de [4]).

Novikov fait un pas de plus ; il montre qu'il existe dans Q un cycle Co
tel que &p(Co) ne soit pas homotope & zéro sur sa feuille, alors que les images
par ¢ de tous les cycles situés dans la région limitée par C, sont homotopes a
zéro dans leur feuille. Il est alors clair que cp‘.(Co') est un cycle évanouissant.

Pour montrer 1l'existence de Co y introduisons dans l'ensemble des cycles
de {1 1l'ordre partiel défini par inclusion. Le sous-ensemble des cycles dont les
images par ¢ ne sont pas homotopes & zéro dans leur feuille est inductif, en
vertu du lemme d’holonomie et de la remarque que les cycles voisins d'un centre
sont homotopes & zéro sur leur feuille. On pourra donc choisir pour Co un élément

minimal de cet ensemble.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Elle nécessitera 5 lemmes.

IEMME 1., Soit M une variété munie d'un feuilletage de codimension 1. Toute

feuille non fermée (par exemple non comgctez est cou;ge’e par une courbe transver-

sale fermée.

Démonstration.(cf. [3] p. 322, dernier paragraphe). On peut supposer le feuille-
tage transversalement orientable, en remplagant M par un revétement & deux

feuillets convenable.
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I1 existe un segment de courbe g : [0,1] »M orthogonal aux feuilles et joi-
gnant deux points distincts X, et Xy de la feuille non fermée A, En effet,
tout segment orthogonal aux feuilles et passant par un point de & - A coupe A
suivant une infinité de points.

Soit £ : (0,1] » A une courbe telle que fo(O) =x, et fo(1) =x_. D’aprés
le lemme d'holonomie, il existe une famille continue de courbes f : [0,1] » M,
t€[0,e] , chacune étant contenue dans une feuille, les segments ft(y), y fixe,
étant orthogonaux aux feuilles. De plus, on suppose ft(o) = g(1-%).

Alors la courbe obtenue en parcourant d'abord le segment g de 0 & 1-g,
puis la courbe f (1~ t)(t) et en arrondissant les angles, est transverse aux
feuilles (car le feuilletage est transversalement orientable). Elle coupe A

en X .
(0]

IEMME 2. Soit A une feuille contenant un cycle évanouissant, M étant de dimen-

sion 3. Aussi prés qu‘on veut de A, il existe une feuille Ao et une famille

différentiable de courbes f, : s om (0=t=1) zelles que

1) ft(S1) est contenu dans une feuille A

t ?

2) pour xS fixe, la courbe ft(x) est normale aux feuilles ; de plus si

fo(x) # fo(y), les deux courbes ft(x) et ft(y) ne se coupent pas,

3) f, est un cycle évanouissant (fo~0 dans A, mais ftql—O dans A

%
pour t > 0),

~

dans le revétement universel A, de A, est

4) le reldvement f, de f 4 4

t = T4
une COURBE FERMEE SIMPLE pour +t > O.
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Démonstration., Par la définition d'un cycle évanouissant, il existe une famille de
courbes f, vérifiant 1), 2), et 3) avec A  =A. Nous pouvons supposer que £,
est une immersion en position générale dans Ao (points doubles isolés & tangen-
tes distinctes). Pour obtenir la condition 3) renforcée, il suffit de restrein-
dre t & un intervalle plus petit.

Pour t > 0, le revétement universel £ y de A £ et le reldvement £ y Se-
ront déterminés par le point base ft(xo), ol X, est un point base dans S1.

Soit r le nombre des couples (x,y) de points distincts de st tels que
f‘t(x) = f‘t(y) pour un certain t > 0. Soit (x,y) un tel point double. Soit U
1l'ensemble des t pour lesquels f‘t(x) = f‘t(y), et K l'ensemble des t pour
lesquels ft(x) = ft(Y)' On a éviderment U £ @ et UCK, De plus U est un
ouvert de [0,1] en vertu du lemme d'holonomie, et K est un fermé par conti-
nuité,

Soient t' et t" tels que Jt',t"]JcU et t'4U ; comme K est fermd,
t'€kK, Ia restriction de Tie a 1'un des deux arcs de s déterminés par x et
Yy est une courbe fermée non homotope & zéro dans At’ . En effet si t'> 0,
cela résulte du fait que cette courbe se reléve dans A £ suivant une courbe non
fermée ; si t' =0, comme fo est non homotope & zéro dans Ao ,» les restric-
tions de fo a @ et y?c ne peuvent étre toutes deux homotopes & zéro.

Remplagons alors la famille f, par une nouvelle famille de courbes obtenues

t
en restreignant ft a4 1'un des deux arcs ;3) ou y/';c et le paramétre & l'inter-
valle [t',t"], et en arrondissant 1'angle en ft,(x).

Cette nouvelle famille, reparamétrisée convenablement, vérifie les mémes

conditions que ft , mais le nombre de ses points doubles définis plus haut est

inférieur & r. Il suffit donc de répéter cet argument un nombre fini de fois.
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IEMME 3. Soit £, une famille de courbes vérifiant les conditions du lemme 2. 11

t
existe une immersion F : J0,1] x D2-+ M telle que :

1) F(t,x) = ft(x) pour xes1,
2) F(tx °) cA, ,

3) pour xeD2 fixé, la courbe ft(x) est normale aux feuilles,

4) ltensemble U des points x€D° pour lesquels F(t,x) tend vers une limi-

te pour t tendant vers zéro, est un ouvert contenant S1 et dont le complémentai-

re est non vide.

Démonstration. Construisons d'abord F sur 1 x D2 en appliquant le théoreme de
Jordan & f1 . En vertu du lemme d‘'holonomie, F peut &tre défini de manieére
unique sur ]t°,1] x D% en vérifiant 1)-3), ou t, est un certain nombre infé-
rieur & 1. Si to.£ 0, en utilisant & nouveau le théoréme de Jordan (*) et le lemme
d'holonomie, on voit que F peut aussi &tre défini pour to . On peut donc cons-

2 yérifiant 1)-3).

truire F sur J0,1] x D
Par continuité, il est clair que U est ouvert. Il contient S1 car

lim F(t,x) = fo(x) pour t -0 et xeS'. Si U était égrl & D2, alors

F(O,Dz) = lim F(t,Dz) pour t -0, serait un disque appliqué dans A = et bordé

par fo(S1), ce qui contredit 1l'hypothése que fo n'est pas homotope & zéro

dans A .
o

IEMME 4. Btant donné o > O, on peut trouver des nombres t' gt +t" 1tels que

O<t'<t"<aw, A, =A et un plongement h de 7 dans 1'intérieur de

.tl tll I

D2, conservant ltorientation et tel gue

P(t",x) = F(t',hx).

(*) en tenant compte du théoréme de Reeb cité au bas de la page 4, on peut supposer
que le revetement universel de toute feuille est un plan.
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Démonstration Soit x un point de D2 n’appartenant pas & U. Alors F(t,x)
est une courbe normale de longueur infinie. Soit 2z wun point limite de cette
courbe et A(z) la feuille contenant z. Il existe une suite de nombres ti
tendant vers O telle que les points F(ti,x) appartiennent & A(z) et tendent

vers z. Ona donc A, = A(z).
i

Notons que dans A(z), les courbes fti(S1) sont éloignées les unes des
autres relativement & la métrique riemannienne induite sur A(z) par celle de M.

Soit (£(z),2) 1le revétement universel pointé de A(z) muni du point base z.
Pour ti assez petit, =z appartient a F(ti X DZ). Soit Di le relévement de
F('(:i X D2) dans A(z) contenant . Etant donné un tel disque Di, il ne peut
contenir qu'un nombre fini de D'j s Puisque leurs frontiéres sont loin les unes des
autres. Il existe donc tJ. < ti tel que Dj D Di » On peut alors définir h par
1'équation

R(t3,y) = F(t,,hy)

ou f‘(ti,y) est le relévement de F(ti,y) dans £(z) appliquant F(ti X D2)
sur Di

LEMME 5. I1 n'existe pas de transversale fermée coupant Ao.

Démonstration. Soit T : S‘l - M une courbe transversale fermée coupant A0 - Nous
bouvons supposer le feuilletage transversalement orienté de sorte que les courbes
T et ft soient orientées positivement. Nous pouvons aussi modifier T de sor-
te que T ne coupe fo(S1) qu'au seul point fo(xo) =7(1), et que prés de ce

point, T soit une courbe orthogonale aux feuilles. Nous pouvons donc trouver un
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nombre o > O assez petit pour que T ne rencontre F([0,a] x S1) que le long
du segment F([0,0] x xo) .

Choisissons t' et t" comme dans le lemme 4. Soit N 1le quotient de
[t',8"] x 7 par la relation d'équivalence identifiant (t",x) a (%',hx). On
a une projection p de N dans M définie par p(t,x) = F(t,x) et qui est une
immersion. L'espace N est une variété dont le bord est la réunion de
C=[t*,t"] x s et C' =t x (D2 - h(Dz)) ; C et C' se coupent le long
d'une aréte.

Essayons de relever T dans N. Nous pouvons trouver un arc maximal
Q = {eie,c =9 = c*'} dans st te1 qu'il existe une application continue
T:Q->N vérifiant pr =71 et 7(c) = (t',xo). Comme Q est maximal, 7(c*)
doit appartenir & la frontidre de N. Mais c’est impossible, car T coupe C
seulement le long de l'arc [t',t"] x x, et aux points de C*', la direction posi-

tive est dirigée vers 1l'intérieur de N. Il y a donc une contradiction.

Démonstration du théoréme. D'aprés le lemme 1, il suffit de montrer que A nfest
pas coupée par uﬁe transversale fermée. Si c'était le cas, cette transversale
couperait aussi une feuille Ao vérifiant les conditions du lemme 2, car Ao
peut &tre choisie aussi prés qu'on veut de A. Mais c'est impossible d‘'aprés le
lemme 5.
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