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Séminaire BOURBAKI

20e année, 1967/68, n° 338 Février 1968

THÉORIE DES GROUPES, FONCTIONS THÉTA

ET MODULES DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES

par Pierre CARTIER

Dans la première partie, nous montrerons comment l’on peut faire dépendre la
théorie des fonctions théta de l’étude des représentations d’un certain groupe de

Lie réel nilpotent. Nous montrerons ensuite comment MUMFORD a étendu la définition

des fonctions théta au cas t-adique et nous indiquerons sommairement comment il
en déduit une construction algébrique des variétés de modules pour les variétés

abéliennes polarisées.

§ 1. Fonctions thêta complexes.

1. Un certain groupe nilpotent.

On note V un espace vectoriel réel de dimension finie 2g et B une forme

bilinéaire alternée non dégénérée sur V x V . Le groupe G(V) a pour éléments

les paires (t,v) où t est un nombre complexe de module 1 , et v un élément

de V ; la multiplication est la suivante

(1~ (t,v)(t’,v’) = (tt’e(t B(v,v’)),v + v’)

où l’on pose e(x) = e2nix pour tout nombre complexe x . On identifie t et

(t,0~ , et le tore T est alors le centre de G(V) ; on pose n(t,v) = v et

a(v) = (1,v) , d’où la relation de commutation

(2) 1 
= e~(B(v,v’)) ,

par suite, T est le groupe des commutateurs de G(V) et l’on a la suite exacte
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Définissons certains sous-groupes de G(V) :

a) Soit W un sous-espace isotrope de V (i.e. on a B(w,w’) = 0 pour w ,

w’ dans W ). Alors et T.a(W) sont des sous-groupes commutatifs de

G(V) . En particulier, prenons pour W un sous-espace isotrope de dimension g ;

il existe un sous-espace isotrope W’ tel que V = W OW et l’on met w et w’

en dualité par (w,w’) = B(w,w’) . L’application cp de T x W x W’ dans G(V)

définie par = ta(w)a(w’) est bijective ; la multiplication s’exprime

par la formule

(3) = + w1,w’ + 

b) Soit L un réseau dans V . Pour qu’il existe un relèvement de L dans

G(V) , c’est-à-dire un sous-groupe r tel que r n T = (1) et n(r) = L , il

faut et il suffit que B soit entière sur L x L ; dans ce cas, les relève-

ments de L sont les groupes Y u (L) où 03C8u est un homomorphisme de L

dans G(V) de la forme Y 
u 
(À) = u(~~ 1.Q(~~ , la fonction u : L -~ T satisfai-

sant à

(4) u(À + + ï~’ = u(X)u(B’)(-l)~~~ . .
Lorsque B prend des valeurs paires sur L x L , la formule (4) signifie que u est

un homomorphisme de L dans ? , et en particulier a(L) est un relèvement de L .

On dit que le réseau L est principal lorsque L est égal à l’ensemble des

v E V tels que B(À,v) soit entier pour tout À EL. On fait cette hypothèse

pour la fin du numéro. On dit que le relèvement r = de L est symétrique

si l’on a u(1~~ - % 1 pour tout À e L ; ceci équivaut à la formule

g-l~yu(~,~ - ~yu( (-X~ . , où de manière générale, bn est l’endomorphisme



( t,v ) H (t~ nv ) de G(v) . Soit L l’espace vectoriel L/2L sur le corps ~’
à deux éléments et soit À la classe de À E L modulo 2L ; la forme B induit

par passage au quotient une forme bilinéaire alternée B (donc symétrique) sur L

et les relèvements symétriques 03C8u(L) de L correspondent bijectivement aux formes

quadratiques q sur L associées à la forme bilinéaire symétrique B : il suffit

de poser u(x) = (-1)q(03BB) . On dit que le relèvement symétrique 03C8u (L) est de pre-

mière ou de seconde espèce selon que l’invariant d’Arf de la forme quadratique q

est égal à 0 ou 1 .

Les relèvements symétriques de première espèce r de L peuvent aussi se décrire

ainsi : on choisit une décomposition V = W ® W’ avec W et W’ isotropes de

dimension g telle que L = P ® P’ avec P = L (1 W et P’ = L (1 W’ , et l’on

pose r = Q(P)Q(P’) ; on a alors

(5) u(p + p’) = (_1)~P~P~~ pour p E P et p’ E P’ .

2. Représentations unitaires de G(V) .

On a tout d’abord le théorème de von Neumann et Stone :

il existe, à une équivalence près, une représentation unitaire irréductible

et une seule de G(V) telle que Ut = t.I pour tel. Mais tout

l’intérêt du jeu provient de ce qu’on peut donner au moins trois constructions

différentes d’une telle représentation.

a) Représentation de Schrôdinger :

Soit V = une décomposition en sous-espaces isotropes de dimension g .

On fait opérer le groupe G(V) sur l’espace de Hilbert L2(W) des fonctions de

carré intégrable sur W par
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b) Représentation latticielle :

Choisissons un réseau principal L dans V et un relèvement r = ’Yu(L) de

L dans G(V) . On considère la représentation de G(V) induite par le caractère

unitaire t.y ..... t de T.r ; la correspondance f ~ ~ exprimée par la formule

£(t.a(v)) = tt(v) permet de considérer que la représentation latticielle a lieu

dans l’espace de Hilbert des f onctions $ sur V de carré intégrable modulo L telles

que 
’

(7) ~ (x + À) = B(x,B))$(x) (x EV, À E L) .

Le groupe G(V) agit par

(8) = + x)

pour g = t.a(v) .

On peut aussi considérer les distributions sur V solutions de l’équation

fonctionnelle (7) et étendre la définition de Tg à ces distributions. On .peut

montrer qu’il existe, à un scalaire près, une seule distribution fl u satisfaisant

à (7) et telle que T II - 03A0u pour tout Y E r . On a IIu(x) - 03A3 03BB~L u(03BB).03B4(x - À)

avec la notation à de Dirac. Utilisant l’unicité des représentations unitaires

irréductibles de G(V) , on en déduit que pour une telle représentation (Ug,~)
il existe un "vecteur-distribution" II et un seul tel que U03B3.03A0 = II pour tout

y e r . En particulier, supposons que r = a(P)a(P’) soit un relèvement symétri-

que de première espèce de L , avec P C W , P’ c W’ et que

la représentation soit la représentation de Schrôdinger. Alors II est la distri-

bution de Poisson sur W , i.e. II(w) = ~EP ô(w - À) .
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c~ Représentation de Fock :

Soit J un automorphisme de V tel que J2 - -I ; on suppose de plus que

l’on a

On note VJ l’espace vectoriel complexe ayant V pour espace réel sous-jacent et

J pour opérateur de multiplication par i . On définit sur VJ une forme hermi-

tienne définie positive par

(11) H(v,v’) = B(v,Jv’) + iB(v,v’) .

Soient Vc l’espace vectoriel complexifié de V et Bc l’extension de B à

V c ; le groupe G c (V) est défini comme G(V) , mais les éléments en sont les

paires (t,v) avec t /~ 0 complexe et v dans V ; on plonge le groupe de

Lie réel G(V) dans le groupe de Lie complexe G (V) . Les éléments de la forme
(avec v E V) 

~

(1,v + iJv) constituent un sous-groupe de Lie complexe H de Gc(V) et l’on

définit un caractère complexe x de ?.H par x(t,v + iJv) = t . La représenta-

tion holomorphe de G c (V) induite par le caractère x de H a une restriction

unitaire à G(V) ; c’est la représentation de Fock de G(V) . Utilisant la cor-

03C0 2 H(v,v)
respondance f ~ ~ définie par $(v) = e f(a(v)) , , on identifie l’espace

de la représentation de Fock à celui des fonctions holomorphes t sur VJ telles

que

et le groupe G(V) agit par

pour g = t.a(v) .



3. Fonctions thêta et variétés abéliennes.

On suppose maintenant donnés :

- l’espace vectoriel réel V et la forme bilinéaire alternée B ;

- un réseau principal L de V ;

- un opérateur J dans V satisfaisant aux relations (9) et(l0).
Le quotient AL = est une variété abélienne et la forme B est une forme

de Riemann, définissant une polarisation de la classe principale sur A

Si u est une application de L dans ? satisfaisant à

(4) u(~ + ~’) - u(~).u(~’)(-1)B(~’~’)
on lui fait correspondre comme suit un fibre vectoriel Du sur A : tout

d’abord on fait agir le groupe G(V) sur la variété complexe VJ x ~ par

(14) g.(x,z) = 

pour g = t.a(v) . On pose alors Du = (VJ x ~)~’Yu(L) avec la projection évidente

sur A - De plus, la fonction h(x,z) = est une métrique

hermitienne sur le fibre trivial VJ x G de base VJ , invariante par G(V) , et

elle définit par passage au quotient une métrique hermitienne ~u sur D . La

forme de courbure de ~ 
u 

est la forme différentielle n de degré 2 invariante

par translations sur AL qui correspond à B . On obtient ainsi une fois et une seule

tous les fibres vectoriels de rang 1 sur AL , dont la classe de Chern est égale à Q .

Si l’on utilise l’unicité d’un vecteur-distribution invariant 

dans la représentation de Fock, on aboutit à l’existence et l’unicité, à un sca-

laire près d’une fonction holomorphe 0 sur ~VJ satisfaisant aux relations :

a) La fonction x ,-, est à croissance polynomiale sur V ;
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b) On a l’équation fonctionnelle

Il n’est d’ailleurs pas difficile de montrer que (15) entraîne que la fonction

continue est invariante par L, donc bornée sur V ,

ce qui dispense de postuler a). On peut voir par ailleurs que les solutions holo-
morphes de l’équation (15) correspondent aux sections holomorphes du fibre D .u

On obtient facilement un développement en série de 0 dans le cas où

et u(p~p.)=(-i)P~P~ sont comme à la fin du n.1.

Soient W~ le complexifié de W et (p la bijection de W~ sur V définie par
+ iw1) = w + Jw1 . On note T : W -. Wc la restriction de 03C6-1 à W ;

on pose ensuite 03C4(w’) = 03C41(w’) + i03C42(w’) où 03C41 et 03C42 sont des applications liné-

aires réelles de W dans W, et p : : V -, W est l’inverse de T~ ; ; l’accouple-
ment de W et W défini par w,w’)=B(w,w’) est étendu par linéarité en une

forme bilinéaire complexe sur V x W~ . Avec ces notations on a

Enfin, on a la relation quartique de Riemann qui jouera un rôle important dans la
suite

avec y = - + x2 + x3 + x4) . Cette formule s’obtient en démontrant que le
second membre est une fonction théta sur V J x V J x V J x V J par

rapport au réseau L x L x L x L et en utilisant l’unicité des fonctions théta.
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§ 2. Fonctions thêta 2-adiques.

On note e un nombre premier, 0 ~ le corps des nombres e-adiques et Ze
l’anneau des entiers l-adiques. Par ailleurs, k est un corps algébriquement

clos de caractéristique il existe une fonction ee sur C à valeurs

dans k , telle que e~(a + b) = et = 1 ~ a E Z .

4. Définition des fonctions théta.

On considère un espace vectoriel V~ = V de dimension finie 2g sur O. ,
et une forme bilinéaire alternée B~ = B sur V~ . On peut reprendre les cons-

tructions du n° 1 dans le cas l-adique ; notons seulement que G (v) se compose

des paires (t,v) avec t /~ 0 dans k et v E V et que la multiplication est

donnée par

On définit de manière évidente un réseau Le = L dans V , un relèvement, etc...

Soit L un réseau principal dans V et soit u une application de L

dans (1,-1) telle que

définissant un relèvement r = ’Yu(L~ de première espèce de L .

DÉFINITION 1.- On appelle fonction thêta sur V (par rapport à B et L ) une

application 8 : V -~ k satisfaisant aux relations :



Remarques.- 1) Lorsque e 1 2 , on a nécessairement u = 1 et-la formule (20) se

4 4

simplifie en .n ©(xi) - i=~ 0(x. + y) En fait, les fonctions thêta sont sur-

tout intéressantes dans le cas 2-adique, ou alors il conviendrait de les définir

dans le cas adélique.

2) Reprenons les notations du n° 3 et désignons par T le sous-espace rationnel

de V engendré par L ; on pose Ve = T ~ Q et l’on note Le l’adhérence de

L dans V ; enfin on pose A = 8 1 L . On considérera A comme plongé à

la fois dans V et dans V . La relation e 
- ~ 2 

~ (~ - 0 (~ pour tout

S E A établit une bijection de l’ensemble des fonctions théta holomorphes Q
sur VJ sur celui des fonctions théta t-adiques 0 sur Cette correspon-

dance est encore plus simple à décrire dans le cadre adélique.

3) Supposons t = 2 . Soit 0 une fonction théta et soit E l’ensemble des

points où ne s’annule pas 0 . Il existe un sous-espace vectoriel V’ de V tel

que E + ~ L = V’ + ~- L (assez difficile). On dit que 0 est non dégénérée si

V’=V,i.e. V = E + ~- L . Comme deux sous-groupes de torsion divisibles de même

socle fini sont égaux, 0 est non dégénérée si et seulement si pour tout x dans

L , il existe ~ E L avec 0(~ 4 + f~ ~ 2 0 .

5. Mesures gaussiennes.

DÉFINITION 2.- Soit G un groupe topologique commutatif. On dit qu’une mesure u,

sur G est gaussienne si elle est non nulle, invariante par la symétrie -x

et s’il existe une mesure v sur G telle que l’application

~ : t (x + y,x - y) transforme ~, ® ~, 
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Lorsque G = R , un théorème classique du calcul des probabilités (cf. Feller,

t. II, p. 77) assure qu’une mesure gaussienne est, soit ponctuelle, soit définie

par une densité e . Dans le cas qui nous occupe, il faut définir une mesure

sur V à coefficients dans k : c’est une forme linéaire sur l’espace vectoriel

des fonctions localement constantes à support compact f : V -~ k .

Nous considérons le cas des mesures gaussiennes sur un espace vectoriel W

de dimension finie g sur le corps 2-adique. Choisissons un réseau P dans W .

La donnée d’une mesure p sur W équivaut à celle des éléments x = ~,(2 nOt~
de k pour n ~ 0 et a dans P~2~P , assujettis aux relations de compatibilité

Soient a et 03B2 dans P/22nP ; on note a et 03B2 les images canoniques de a

et P dans P/2 ~" P ; alors la mesure ~, ® ~, associe à l’ensemble ~ ~(a x P)
la masse

Pour qu’il existe une mesure v sur W telle que §(p. ® p) = v ® v , , il faut et

il suffit qu’il existe des éléments de k tels que = 
’

ce qui équivaut aux relations quadratiques

(23~n = 

Enfin ~ est symétrique si et seulement si l’on a

(24~n 
Faisons W = et P = ~g 2 .Dans l’espace projectif de dimension 22ng - 1 , les

équations homogènes (23~n et (24~n définissent un schéma fermé c~n et les rela-

tions (21) définissent des morphismes finis ‘~n+1 ~ ‘~n . On a donc un
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système projectif de schémas

dont la limite projective sera notée . Les points rationnels de ~ sur un

corps k sont les mesures gaussiennes sur ~2 , à multiplication près par un sca-

laire.

Exemple : W = ~2 , , n = 1 , le corps k est de caractéristique / 2 ; avec

x = x 1,2 et z = x1~1 - x1,-1 , le schéma ° est défini dans le

plan projectif par l’équation 2z4 = xy(x2 + y2) . Si l’on introduit les nouvelles
coordonnées 800 = x + y, 801 = 2z , 810 = x - y , l’équation prend la forme de

Jacobi 84 - 84 + 94 . °

6. Représentations de G~(V~ .
Soit D l’espace des fonctions localement constantes sur V (les valeurs sont

dans k ). Pour v E V et f E o~ , on pose

f~v~(x~ _ + v~ .

On définit une représentation de Ge(V) dans % par t.f.- - . Les nota-
tions étant celles du n° 4, l’équation (18) s’écrit T03B30398 = a pour tout y e r ’

condition que nous postulons désormais. On peut alors montrer que le sous-espace

vectoriel D0398 de D engendré par les fonctions 0398[v] est le siège d’une repré-
sentation irréductible de 

Par ailleurs, on peut définir la représentation de Schrödinger (Ug, !(W))
pour toute décomposition V = W CW avec W et W’ isotropes ; elle opère dans

l’espace des fonctions localement constantes à support compact dans W par la for-

mule (6) où l’on remplace e par e~ . Elle est aussi irréductible.
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Les deux représentations (algébriquement) irréductibles (T y8~ et (U , ~(w))
ont en commun les propriétés :

a) Pour tout tek non nul, (t,0) agit par l’homothétie de rapport t .

b) Le stabilisateur de tout vecteur de l’espace de la représentation est un

sous-groupe ouvert de Ge(V) . *

D’après une variante du théorème de Stone-von Neumann, il existe alors un

isomorphisme h : ~’ (W~ -~ tel que Tg o h = h o Ug pour tout g E 

Choisissons W et W’ de sorte que l’on ait L = P 0 P’ avec P CV , P’ c W’

et que u soit égale à 1 sur P et P’ . La fonction caractéristique c~P
de P est à un scalaire près l’unique élément de ~f(W) invariant par U 

Y 
pour

y e r et l’on peut normaliser h par h((p ) = 0 . Si  est la mesure sur W

définie par ~,(f~ - h(f~ (0~ , on a h(f)(x) = ~,(UQ(x) (f~~ , soit

explicitement

Ceci étant, on peut montrer que la formule (26) définit une bijection de

l’ensemble des fonctions thêta sur V (par rapport à B et L ) sur L’ensemble

des mesures gaussiennes sur W .

Remarque.- 4) Avec les notations de la fin du n° 3 et de la remarque 2) du n° 4,

la mesure gaussienne associée à la fonction thêta 2-adique 0 est la mesure

discrète attribuant la masse e(1 2 (Tn,n») à tout point n de 2 1L .

Les valeurs de 0 aux points du réseau 4 1 L sont des combinaisons linéaires

des mesures w(~ 4 a~ avec a E P/16P . Compte tenu de la remarque 3) du n° 4, on
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peut définir explicitement un ouvert de Zariski 2 du schéma 2, 1’’image ré-

ciproque n de 2 dans n et (*)~ de dans , de sorte que la

formule (26) définisse une bijection de l’ensemble des fonctions thêta non dégéné-

rées sur V (pour B et L ) (à un scalaire près).sur l’ensemble des poin ts de

rationnels sur k.

7. Modules des variétés abéliennes.

Pour achever de décrire la construction du schéma des modules des variétés

abéliennes, il reste à montrer comment les fonctions théta 2-adiques se relient

aux variétés abéliennes polarisées. Nous nous placerons sur un corps k de carac-

téristique p /~ 2 , mais Mumford montre que l’on obtient un schéma de modules sur

l’anneau engendré sur par les racines de l’unité d’ordre une puissance de

2 . Il n’est pas question de montrer ici que la construction donnée a les pro-

priétés universelles requises.

a) Supposons t = 2 ; soit 0 une fonction théta non dégénérée sur V .

Soit M~ l’espace vectoriel de dimension 22g engendré par les fonctions

et soit n l’espace engendré par les produits

de n éléments de M@ ; la formule T(t r ~~0 = t.@ permet de montrer par un argu-

ment de valeurs propres que la somme ’~H 0 des if’ pour n Z 0 est directe.

L’algèbre graduée de type fini 0398 définit un schéma projectif A0398 , et comme

les éléments de ! sont des fonctions sur V , on définit facilement une appli-

cation de V dans l’ensemble des points de A~. rationnels sur k .

Il est immédiat que l’algèbre J est sans éléments nilpotents, moins clair

qu’elle est intègre. On démontre ensuite que J~ 
.2 n 

est l’espace engendré par les

( ) l’image réciproque
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fonctions de la forme 0 

n+1 
(2nx~ pour a E L . Ceci permet de démontrer faci-

lement que 
n 

est de dimension 22g(n+1) . De là, on déduit que le polynôme de

Hilbert du schéma projectif A © est égal à (4t)g , puis que AN 0 est une variété

abélienne de dimension g. Le fibre en droites canonique sur le schéma projectif

A~ définit une polarisation de la série principale.

b) Inversement, soit A une variété abélienne munie d’une polarisation de la

classe principale. On choisit dans la polarisation un fibre symétrique D (i.e.

invariant par l’application x H -x de A ). On définit ensuite le schéma en

groupes A limite projective du système (A,d) avec A = A et 8x

pour tout entier n 2 0 . On note D le fibre sur À image réciproque de D

par la projection de Â~ sur A.. = A . Le caractère symétrique de D permet de

définir un automorphisme p du schéma $ compatible avec la symétrie x ~ -x

de A~ .

D’après les théorèmes connus de W eil, la composante ¿-primaire de torsion de

A est un espace vectoriel 2-adique V de dimension 2g. On note ensuite

0~ le groupe des automorphismes cp du schéma D pour lesquels il existe

v E V tel que cp soit un isomorphisme de D avec l’image réciproque T~(D~ de

D (on note Tv la translation x H x + v ). L’application rr : 0~(D~ -~ V

définie par v est un homomorphisme. Il existe alors sur V une forme

bilinéaire non dégénérée B et un relèvement Q de V dans caractérisés

par Q(-v~ = pQ(v)p 1 
et le fait que soit un isomorphisme de

sur ~f~(D) . On choisit un isomorphisme de la fibre de D au-dessus de

0 avec k et à toute section s de $ sur A on fait correspondre la fonc-

tion 0 s sur V définie par ©s(v~ _ valeur en 0 de la section transformée
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de s par En particulier l’unique section de D définit une section de D sur

Â , puis une fonction 0 sur V (à un scalaire près),

Lorsque l = 2 , cette construction est inverse de la précédente.

En conclusion, on a indiqué une construction explicite de schémas n quasi-

projectifs, les points de n rationnels sur k classant les variétés abé-

liennes polarisées de la série principale convenablement rigidifiées (par exemple

J£~ correspond à la rigidification obtenue en choisissant une base du module de

Tate).
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