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Séminaire BOURBAKI
20e année, 1967/68, n° 336 Novembre 1967

STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES
(d'aprés J. MATHER)

par Jean-Claude TOUGERON

I. Enoncé du résultat.

. 2 <242 o . . N . .
Par "variété" nous entendrons une variété C  (de dimension finie) qui

peut avoir un bord.

Si M est une variété, on désigne par CQ(M) 1'algébre des applications
c® de M dans R ; par T(M) , le fibré tangent & M ; par &(M) , le mo-
dule sur Cm(M) des sections C° de T(M) ; par Diff(M) 1le groupe des

difféomorphismes ¢ de M sur M .

Soient M et N deux variétés : on désigne par CQ(M,N) 1'espace des
applications c® de M dans N , muni de la topologie fine (une base d'ouverts
pour cette topologie est formée de tous les ensembles

G(k,X) = {feC”(M,N) ; jk(f‘)ex} ol ke N et X décrit 1l'ensemble des ouverts
du fibré des jets jk(M,N) ). Si feCw(M,N) , on note #(f) le module sur CQ(M)
des sections C de £*7(N) et T(f) 1'application linéaire tangente & £ . On

définit les applications :
0, : (n,g) € Diff(N) x Diff(M)m— ™' o £ o g e C7(M,N)
@, : Me E(N)ms T o £ e §(F)
Bp: €« (M) T(f) o E e &(f) .

Nous supposerons désormais (dans ce paragraphe) que M et N sont des

variétés sans bord.

DEFINITION 1.~ Nous dirons que f est stable s'il existe un voisinage X de f

[--]
dans C (M,N) tel que, ¥ f'ex » il existe geDiff(M) et heDiff(N) vérifiant :
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J.-C. TOUGERON

Cela signifie que Im(Of) contient un voisinage de f ,

Intuitivement, &(N) ® (M) est l'espace tangent & Diff(N) x Diff(M) en
(1N,1M) ; &(f) est 1'espace tangent & Cw(M,N) au point £ ;
@, + Bt 3(N) ® #(M)mw— 3(f) est 1'application linéaire tangente 2 0, en

(‘IN,1M) . Cela suggére la définition suivante :

DEFINITION 2.- Nous dirons que f est infinitésimalement stable si l'application

@, + B, est surjective, i.e. o [2(N)] + BLe(m)] = a(#) .

DEFINITION 3.- Posons U =Mx [0,1] , V=N x [0,1] . Soient £, £' e C (M,N) .

--]
Une homotopie stable de f vers f' est la donnée de trois applications C

F: (x,t) € Ums Ft(x) eN
G: (x,t) € Um— Gt(x) eM
H: (y,t) € Vanms Ht(y) €N

telles que G =1 H =1 F, = £' et ¥ te[0,1],

M f¢) N ! o ! 1
GteDiff(M) , HteDif‘f(N) et

-1

(1) £ = H oF oG .
Une telle homotopie est triviale si ¥t e (0,1] , Ft =f , Gt = 1M ,
He =1y (ceci entratne £ = f' ),

Une C.N.S. pour que la condition (1) soit satisfaite est que :

-1

3, -1 -1 BGt -1 BF‘t oH
—(Ht oFtuGt) = T(Ht )o(T(Ft) ° ° Gt + — + T(Ht) ° ° Ft) ° Gt =0 .
dt at ot ot
d -1 aH£1 o,
Soit, en remarquant que ---(HtoHt ) = T(Ht)o + o H ' = o,
ot ot ot
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STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

oF
t
(2) = @ ('ﬂ ) + B (g ) ’
3t Ft t Ft t
oG oH
t -1 t -1
ou § = - = 0o G ’ 'ﬂ = —— o H .
¢ at ¢ t ot t

DéFINITION 4.~ Nous dirons que f est homotopiquement stable s'il existe un

voisinage X de f dans Cw(M,N) et une application continue :

£' € X (Fyy 4 Gy 4 Hp,) € C(U,N) x C7(U,H) x CT(V,N) telle que, #£' € X ,

le triple (Ff, 1 Gpr s Hf,) soit une homotopie stable de £ vers f£' , tri-
viale si f' = f .

Le théoréme fondamental démontré par J. Mather est le suivant :

THEOREME 1.- Soient M et N deux variétés sans bord. Supposons que M est

o 3 . .
compacte et soit f : M- N une application C . Les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) l'application f est infinitésimalement stable ;

b) l'application f est homotopiquement stable ;

c) l'application f est stable (*).

L'outil algébrique essentiel 3 la démonstration du théoréme 1 est le théo-

réme de préparation différentiable.

(*) Mather démontre plus généralement 1'équivalence des conditions a), b), c)
sans hypothése de compacité sur M , lorsque f est une application propre. Cette
derniére hypothése est essentielle : si £ n'est pas propre, la stabilité infini-

tésimale n'implique pas nécessairement la stabilité et réciproquement.
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J-C. TOUGERON

II. Le théoréme de préparation différentiable.

Soient ¢ : R- S un homomorphisme d'anneaux commutatifs et unitaires ; I
et J deux idéaux de R et S respectivement tels que ¢(I)cJ ,

@' : R/I > S/J 1'homomorphisme évident induit par ¢ .

DEFINITION 5.- Nous dirons que @' est une contraction adéquate de ¢ si pour

tout R-module de type fini A , tous S-modules B et C ( C de type fini),

tout ¢-homomorphisme o : A—- C et tout S-homomorphisme B : B— C , 1l'hypo-

thése :

(3) afA] + B[B] +J.c = C
implique :

(4) ofal +8[B] = C

(5) of1.A] + B(J.B] = J.C .

Remarques.- Si r(R) désigne le radical de R , i.e. l'intersection de tous les
idéaux maximaux, rappelons qu'un idéal I est contenu dans r(R) si et seulement
si#¥aeI, 1+a estinversible dans R . Si K est un fermé d'une variété
M et si 1'on note C;(M) 1'anneau des germes en K de fonctions réelles c”

sur M, le radical de C;(M) est formé de tous les germes nuls sur K .

a) Supposons que I C r(R) . Alors la contraction @' : R/I - S/p(I).S est
adéquate si et seulement si tout module C de type fini sur § et tel que

o ®<9 R/I soit de type fini sur R/I , est de type fini sur R .

b) Supposons que R est un anneau local et que r(S) est un idéal de type
fini. Soit ¢ : R— S un homomorphisme tel que la contraction
@' : k~R/r(R) » S/p[r(R)].S soit adéquate. Soient A wun module engendré sur
R par n éléments ; B et C deux modules sur S ( C de type fini) ;

a: A->C un ¢-homomorphisme ; B : B- C un S-homomorphisme. L'hypothése :

(3") ofa] + B[B] + q[r(R)]C + [x(5)]™'c = ¢
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STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

entrafne :

(4) ofa] + B[B] = C .

Démonstration.- En effet, posons C' = C/B[B] ® k ; d'aprés (3") ,
C'/[r(s)]n+1 .C' est un k-espace vectoriel de dimension S n . Donc
l:r‘(S):ln+1 .C' = 0, car sinon, par le lemme de Nakayama, on aurait des inclu-
sions strictes : C' D r(S).L'D ... D [r(S):]m"I .C' et donc

dim_C'/[r(5)1™*".c" 2 n + 1, contradiction. On déduit de 13 :

afA] + B[B] + ¢[r(R)].C = C
d'ol (4), puisque la contraction ¢' est adéquate.

DEFINITION 6.~ Soit t € S . Nous dirons que le triple (g,p',t) vérifie (D)

(propriété de division) si :

—V‘pem+,—vu1,...,upeR i ¥ seyd g_t_‘V.‘feS (resp. J ), il existe

qe S (resp.J ) et h1,...,hP € R (resp. I ) tels que :

P )
(6) £=A+ I o )tPT
i=1 1

o A=tP4 E o(u,) tP™ 4+ s .
- i=1 1

Nous admettrons le résultat fondamental suivant :

THEOREME 2.(Malgrange [1], Mather [2]).- Soient M une variété, t la pro-

jection canonique : MxR-R , II la projection canonique : M X R-> M,

Soient u1,...,up € Cm(M) ; posons T = tP 4 ig (uioﬂ)tp_i . I1 existe des
applications

£eC”(MxR)m q, € c®(M x R)

£ e C(M x R)m— hy o€ c®(m)

telles que : f

p .
p-i
apel + Z(hy oo MEPT .

En outre, si X est un sous-ensemble de M et si £ =0 sur KxR,

ona q,=0 sur K xR EE‘Vie[‘l,p], hif‘:o sur K .,
o a it , 2ur
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Remarquons qu'en général, les fonctions fm 9 et fano hi ne sont pas

uniques. Par exemple, si T = t2 + 1 , on peut choisir arbitraireméﬁt £ h1 £
et fm— h2,f , puisque T est inversible dans Cw(M x R) . B. Malgrange énonéait
le théoréme sous sa forme locale (mais il est facile de passer du local au global)
et la démonstration s'appuyait sur le dévissage des ensembles analytiques. La
démonstration de J. Mather, trés différente, utilise la transformation de Fourier
et ne suppose pas que M est de dimension finie (i.e. M peut 8tre une variété
banachique). En outre, pour tolte:soussvariété N de M:x R telle que ﬂ[N est

est propre, les applications fwxs h_ et £ quN € CQ(N) sont linéaires, con-

tinues pour les topologies Fines. 1L,§

LEMME 1.- Avec les notations précédentes, soit K un fermé de M . Posons

R = C;(M) , S = C;xR(M XR) , @=1m* . Soit ' : R/r(R) - S/r(S) 1'homo-

morphisme induit par ¢ . Alors le triple (¢,p',t) vérifie (D).

Démonstration.- Rapportons l'espace euclidien ®P A un systéme de coordonnées

y = (y1,...,yp) . Les projections canoniques permettent d'identifier Cm(M) y
C(MxR), etc... & des sous-anneaux de C (M x R x R’) et de meme CK(M) ,
(-] @R

CKXR(M x R) etc... 2 des sous-anneaux de CKxBxRP

Uppeeeu € R et s r(S) ; désignons par Ga(x),..,,ag(x) e ¢°(M) des re-

(M x R x RP) . Soient

~ (-
présentants de u ,...,up respectivement et par s(x,t) € C (M x R) un repré-

1
sentant de s nul sur K xR .

p _a
Posons T = tP &+ ,21 yitp . D'aprés le théoréme 2, il existe
1=
qUx,t,y) € C(Mx R x RP) et des E;(x,y) e C(MxRP) , nuls sur K x R x RY ,
tels que

~ ~ P o -3

s = q.'+ T ho P
i=1 1

D'ou

~ P - - o~ ~ P o -i
A= tP+ 2 L)t LT 2 (1 ).+ TV, (x,y)tP7?
i=1 1 i=1 3

avec vi(x,y) = ui(x) -yt hj(x,y) .
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STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

a?;i(XJ’)
> = 6ij . D'aprés le théoréme des fonctions implici-
J

tes, il existe une application ¢t xe M y(x) e rP , telle que, au voisinage

Or, si x€ X,

de X : 3;(x,y(x)) =0 .Donc, si A et q sont les germes induits respective-
ment par A et § au voisinage de K x R x R® : A= [1 + q(x,t,y(x))I"(t,y(x)) .

or 1 + q(x,t,y(x)) est inversible dans C;xR(M X R) . On est ramené 2

démontrer (6) avec T(t,y(x)) au lieu de A : mais ceci résulte immédiatement

du théoreme 2.

LEMME 2.- Soient ¢ : R— S un homomorphisme d'anneaux commutatifs et unitaires

et @' : R/I - S5/J une contraction de ¢ . Si I cr(R) et s'il existe te S

tel que le triple (¢,p',t) vérifie (D), alors ¢' est une contraction adéquate

de ¢ .

Démonstration.- Nous conservons les notations de la définition 5. Montrons que

1'égalité (3) entraine (4) et (5). Soient A, une famille finie de générateurs

de A sur R et C! une famille finie de générateurs de C sur 5 . Posons
_ v s . .

C, = a[AO] uc = {c1,...,cp} CC . D'aprés (3), il existe des ri5 € R,

vij € J et b e B[B] , tels que

Il 090

(7) 4 ie [1,p] , te, = (¢(rij) + Vij)cj + b, .

J=1
p .
= - _ _ +P ( P-1
Posons A = detlt.éij w(rij) Vijl = t° + iia Q(ui)t + s , avec
u1,...,up €R et seJ . D'aprés (7)
(8) Y¥ie (1,p] , Ac, e g(B] .

D'aprés (3) et puisque Co est une famille de générateurs de C sur S :

P-J
9 th Ve, = ofa.. b, .
(9) o oelag) e B ) s B g e
ol aj;€A , b eB i3 €7 - Puisque le triple (g,9',t) vérifie (D)
P
10 £ = A, p-¢
(10) ijk A qle * gE1 w(hijké)t
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€J et h, ., eI . D'aprés (8), (9) et (10)

avec iJke

9 jx
Z (8.6, ~h,. )tp_e.c e ofA] + B[B] .
k, &=1 ik " j¢ ijke k

Puisque I C r(R) , det[&ik.éje - hijkel est inversible dans R . Il en résulte
que, ¥ i, je[1,p]
(11) tp_J.ci e ofA] + B[B] .

Les égalités (4) et (5) résultent alors facilement de (8), (11) et de 1'hypo-
thése que (g@,9',t) vérifie (D).

Les démonstrations des deux lemmes suivants sont laissées au lecteur.

LEMME 3.~ Soient ¢ : R-» S, ¢ : S—> T des homomorphismes d'anneaux commuta-

tifs et unitaires et @' : R/I - S/J , §': S/J > T/K des contractions adé-

quates de ¢ et § respectivement. Alors {' o @' est une contraction adéquate

Sl_e_\l!ocp.

LEMME 4.- Soit ¢ : R-— S un homomorphisme surjectif d'anneaux commutatifs et

witaires. §i I < r(R) , la contraction @' : R/I - S/p(I) est adéquate.

En utilisant le théoréme de division et les lemmes précédents, on montre

facilement que certaines contractions sont adéquates. En voici quelques exemples :

THEOREME 3.- Soient U et V deux variétés , N une sous-variété fermée de V ,

. ® -1
£:U->V une application C transverse sur N et telle que M=f (N) £4 .

Posons R = C;(V) , S = C;(U) . Soit ¢ : R~ S 1l'application induite par

£ : C(V) » C(U) . Alors @' : R/r(R) » S/r(S) est une contraction adéquate

de ¢ .
Démonstration.- Par le théoréme du plongement de Whitney, nous pouvons supposer
que U est une sous-variété fermée d'un espace euclidien - , rapporté 3 un sys-

téme de coordonnées (x1,...,xn) . Soient fn+1 1'immersion
x € Um— (x,£(x)) € R® x V et, pour ie [1,n] , £, la projection :
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STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

i-1
(x1,...,xl i Y) e R x V = U, (x1,...,xi_1 ;7 Y) ER x V=U,, . Posons
Uy=VvV , U, =0, M =N, M, =¥ ,etpour ie {1,n]
M. = (f o f )'1M Enfin, soit : S =c. (U Yo s, =Co (U.)
O T OO ' ®iF P T Vi i M

1l'application induite par f; .

Visiblement, ¢ = Ppeg © cc0 0Py o D'aprés le lemme 3, il suffit de montrer
que, ¥i e [1,n+1] , o Si_1/f(si_1)-e Si/f(si) est une contraction adéquate
de ¢i . Or, pour i e [1,n] , ceci résulte des lemmes {1 et 2 s pour i=n+1,
il suffit de montrer (lemme 4) que Pre est surjectif et que

n+1( (S )) = r(Sn+1) . Nous devons montrer que toute fonction réelle et C .
sur la variété f +1(U) se prolonge en une fonction C°° sur la variété Rn X V
(évident) et que toute fonction réelle et C. sur £ (U) » nulle sur £ (M)
se prolonge en une fonction c” sur RS x V , nulle sur & x N (on remarque
que fn+1(U) n (& x N) = fn+1(M) et que, par hypothése, n+1(U) et RO x N
se coupent transversalement. On prolonge localement et on utilise une partition
de 1'unité).

COROLLAIRE.- Soient U et N deux variétés et Vf t: U>V=NxR une applica-

tion C° et propre. Posons N, = N x {t} ; M = §f1(Nt) et supposons que

#teR, £ soit transverse sur N, . Soit J, (resp. I, ) 1'idéal de

-] [--]
=C (U) (resp. R =2C (V) ) formé des fonctions nulles sur M, (resp. N, ).

Soient A un module de type fini sur R y B et C deux modules de type fini

sur S , «: A->C un f*-homomorphisme et B : B> C un S-homomorphisme.,

Alors, si ¥t e R : ofA] + B[B] + JC=C,ona ofa]+p[B] =

Démonstration.~ Soit t € R tel que M, £ @ . Posons S, = C: (u) , R = C; (v)
t t

At = A 8& Rt ’ Bt =B ®S St f Ct =C ®S St . Soient ¢, : At-a Ct § ﬁt : B_.-»C

t t t

les homomorphismes induits par « et B respectivement. Par hypothése

o [A ] + B [B ] + r(S ).C = . D'aprés le théoréme 3 : o, [a ] + B [B ] = C .

D'ou le résultat a l'alde d'une partition de 1'unité convenable sur V ,
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THEOREME 4.- Soient M et N deux variétés ; £ : M- N une application C. ,

K et L deux fermés de M et N respectivement tels que f(K)CL . Soit

¢: R= C:(N) - S =‘C°IE(M) 1'homomorphisme induit par f* et soit I un idéal

de R contenu dans le radical. Alors la contraction ¢' : R/I - S/¢(I).S est

adéquate.

La démonstration, semblable & celle du théoréme 3, est laissée au lecteur.

-3
En particulier, soit ¢ :E = Co(an) - ’Em = C:(Rm) un morphisme différentia-

ble et soient n 1'idéal maximal de En(En/gx_ng) ; J un idéal de ‘Em
si [Em/J} ®<P R est un R-espace vectoriel de dimension finie, ‘Em/J est un
module de type fini sur Xn . On retrouve le théoréme de préparation de

B. Malgrange [1].

Soit (X,xo) un espace topologique pointé. Si Y est un espace topologi-
que, on désignera simplement par YX 1'ensemble des germes en X, d'applica-
tions de X dans Y , continues au voisinage de xo . Soient U et V deux
variétés (on suppose U compacte) et soit F une application continue de X

dans Cw(U,V) : F définit naturellement un homomorphisme
F* Cm(V)X - Cm(U)X - Considérons les projections II, : f € Cw(V)X/m-» f(xo) €

) , lIU : g€ Cw(U)XM-—» g(xo) e C (U) . Visiblement E(xo)* °,ﬂV = H.U o F* |

THEOREME 5.- L'homomorphisme E_(xo)* : CW(V) - Cw(U) est une contraction adé-
quate de F* : (V)X > ()* .

La démonstration utilise le théoréme 2 et un dévissage analogue a celui de

la démonstration du théoréme 3. Nous admettrons ce résultat.
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STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

III. La stabilité infinitésimale entraine la stabilité homotopique.

Soient M et N deux variétés sans bord. Supposons que M est compacte et

--]
soit £ : M> N une application C , infinitésimalement stable. Par hypothése

(12) 8(£) = o [e(M)] + B Le(M)] .

Nous devons montrer que f est homotopiquement stable, c'est-a-dire (défini-
tion 4) construire une famille continue d'homotopies stables (Ff, ’ va ’ va) N
Nous construirons d'abord la famille F_, puis nous la "stabiliserons" i 1l'aide

£
du théoréme de préparation.

Construction de Ff, .

Posons U = M x [0,1] y V=N x [0,1] . Nous cherchons un voisinage X de
£ dans C”(M,N) et une application continue F : £' e Xw Foy € Cw(ﬁ,N)
telle que ¥ £f' e X , ¥xe M , ¥t e (0,11, Ff,(x,o) = Ff(x,t) = £(x) et
Ffv(x11) = £'(x) .
Pour cela, on remarque qu'il existe un voisinage W de la diagonale AN de
N x N et une application Cw y Y ! WX [0.1]-» N telle que
¥(uv)evw, y(uv,0) = u et Y(u,v,1) = v
¥ tel0,1] et¥uen, Y(u,u,t) = u .
On choisit X = {f' e CT(M,N) ;¥ 'x e M, (£(x),£'(x)) e W} et, si f£'eX,
Pou(6,t) = Y(£(x),£'(x),t) .
Visiblement, X est un voisinage ouvert de f ; l'application F est con-

tinue et vérifie les conditions demandées.

Construction de va et va .

a) Soient HM t U->M HN : Vo N les projections canoniques et désignons
par f 1l'application (x,t) € U- (£(x),t) € V . Posons R, Cw(V) » Sy = CQ(U),
<] -]
A1 = Q(HN) ={nec (v, 7(N)) 5 Py ° 'ﬂ: HN} ' B1 = Q(HM) {eec (u,T(M))
Pyo 8=, C =&l e £) ={Cec(ur(N) ; Py o £=Tg o £}
[ Py * T(M) > M et Py * T(N) > N désignent les projections canoniques].

It

]
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Visiblement, A1 est un module de type fini sur R1 ; B1 et C1 sont des

modules de type fini sur S, . On définit un £*-homomorphisme a1 t: e A, mo

1 1

Mefe C, etun S1-homomorphisme B1 : Ee B, #— T(£) o E € C1 . 5i Jy . est
r
1'idéal de 5, formé des fonctions nulles sur M x {t} = £f1(N x {t}) , 1'hypo-

thése (12) équivaut & ¥ te [0,1], o,[A,] +B,[B,]+J, ..C, =C, .
1 151 1,t7 71 1

D'aprés le corollaire du théoréme 3 :
(13) d1[A1] + B1[B1] = C1 .

b) Nous employons les notations du théoréme 5. Considérons X comme un espace
topologique pointé par X, = £ et soit F 1l'application continue
£' € XM F, € Cm(U,V) , définie par Ef,(x,t) = (Ff,(x,t),t) ; on a
P(x) = £ .
X X X X

@ X
Posons R, =Ry , S, = s1 v Ay =AY, B, = B1 v Cy= {geC (U, T(¥))"

{ admet un représentant 'Z sur un voisinage Y de £ tel que, ¥rrey ,
Py ° gf, = HN ° Ef,} (l1es espaces R1 , S1 yees Sont munis de la topologie fine).

B et C

On voit facilement que A o H 2 2

o est un module de type fini sur R

sont des modules de type fini sur 52 .

On définit un F*-homomorphisme o, : A2-e C, comme suit : si T estun
représentant de 1| € A2 sur un voisinage Y de x = f , dz(ﬂ) sera le germe
o1 © Fpoy € ¢”(U,T(N)) . De méme, on définit

; si 'E est un représentant de € € B

en X, de l'application f' € Ym-—

un Sz—homomorphlsme 52 : Bz-a Cc sur

2
un voisinage Y de x_, 32(§) sera le germe en X de l'application

2

£t e Yo B, (T)g, € (U T(N)) ot ¥re 0,11, BB = TRy )0 T o

Soient 12 ’ J2 les noyaux respectifs des projections canoniques Rz-» R1 ;
5, s1 . Visiblement, A2/12.A2 = A1 ; BZ/JZ.B2 =B, ; cz/Jz.c2 = c1 et
a1 , B1 sont les applications induites canoniquement par o, 52 . Donc d'aprés

(13), az[Az] + 92[32] +7,:C,=C, -
Puisque (théoréme 5), £* : Ry~ S, est une contraction adéquate de
% . .
F* 3 Rz-a 52 :
(14) o,[1,.4,] + B,[7,B,] = J,.C; «
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c) Soit = l'application de X dans Cw(U,T(N)) définie, si f' e X et

dt
JF
aF £t .
t € [0,1] , par (a?)f"t = —57— - Puisque Ff(x,t)

dfF
£(x),(F)(£) =0 . 0n
dF
dt
et en diminuant si nécessaire le voisinage X de f

en x = f , appartient & J,.C, . D'aprés (14)

voit donc que le germe de 5

JF
£1,t o F + T(F ) o T =
1 A £t £t £1,t
( 5) at 'ﬁ’f',t ? H 1

(o4 Cﬁ ' ) + B (E ] )
Pov ¢ £t For ¢ 'yt
ot T et N sont des applications continues de X dans Cw(U,T(M)) et

c”(v,7(N)) respectivement, telles que :

(16) Me=0 3 F.=0.

D'aprés (16) et le théoréme d'existence et d'unicité pour les courbes
intégrales d'un champ de vecteurs dépendant du temps, on voit qu'il existe
(en diminuant X si nécessaire) des applications continues

G: £ eXwsG, eC (U,M) , H: £ e Xmo Hp, € C(V,N) telles que,
Yt e [0,1] etH£ eX :
oG

B et
(17) Gero = Gep = Ty St —3E— = S p 0 Gy
3H
- - £,t _
Hev o = Hg ¢ = 1y et ST ° ﬁTf',t°Hf',t
Gf,’t € Diff(M) et Hf,,t e Diff(N) .

D'aprés (15), (17) et l'équivalence de (1) et (2), ¥ t e [0,1] et

¥ rrex
-1

£ o= Hpy o

F G

£t ° eyt e
Nous avons démontré que f est homotopiquement stable, et donc a fortiori

stable.
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IV. La stabilité entrafne la stabilité infinitésimale.

Soient M et N deux variétés sans bord. Supposons que M est compacte et
soit n la dimension de N . Si f : Mo N est une application stable, démon-

trons que :
(18) 2(£) = o fa(m)] + 8 le(m)] .

Soit y un point de N et soit P wun sous-ensemble fermé non vide de la
fibre Y = f-1(y) supposée elle-méme non vide. Posons R = Cw(N) , S = Cw(M) N
R, = CTy}(N) ' Sy = colM) mo=r(R) , mp=r(s;) () = 8(£)8g 5,
sp(M) = 8(M)8; 5, , 2 (W) = #(N)® R . Soient @ : R, - S,
Qp Qy(N)-e QP(f) yoBp s @P(M)-» Qp(f) les homomorphismes induits par £* ,

o, et Bf respectivement.

£
I1 suffit de démontrer 1'égalité (18) au voisinage de chaque fibre Y (on
globalise & l'aide d'une partition de 1'unité dans N ), c'est-a-dire de démon-

trer que
(19) 8, (£) = o fe (N)] + p,Le, ()] .

Soit P un sous-ensemble fini (non vide) de Y . Par des arguments de
transversalité (commentés succintement & la fin du paragraphe), on démontre

d'abord que
n+1
(20)  #,() = apla (M] + B la,(M] + @p(m ) 8,(2) + (my)™ .2,(8) .
Or d'aprés le théoréme 4, la contraction @% : Ry = Ry/my~» SP/wP(Ey)'SP

est adéquate. Puisque m, estun idéal de type fini de SP et @y(N) un mo-

dule libre de dimension n sur Ry , d'aprés la remarque b) du § IT :
(21) 8,(£) = aple (M1 +ple,00] .
Soit Py 1'ensemble des points x € £_1(y) tels que :
)
8.(6) 7 8le0n] .
On a card(P_) <n ., Sinon, soit P un sous-ensemble de P_ tel que

card(P) = n + 1 ., Visiblement, dp = dimp {QP(E)/BP[QP(M)]} & R, 2n+1.
y y

Mais, d'aprés (21) et puisque Qy(N) est un module libre de dimension n
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sur Ry y dP <n . On aboutit 3 une contradiction.

Soit (€ & (f) , désignons par T € &(f) un représentant de ( . D'aprés
1'égalité (21) appliquée 2 Py au lieu de P , on voit qu'il existe T e &(N)

et T e §(M) tels que 2; =T- af(ﬂ) - BECE) = 0 au voisinage de ?Y . Donc

~

g1 appartient localement au module Bf[Q(M)] en tout point de la fibre Y 3
désignons par §1 et & les germes induits en Y par z; et 'E respective-
ment, par 1T 1le germe induit en y par ﬁ'. Une partition de 1'unité montre
immédiatement que g € BY[QY(M)] . Ainsi

C=ay(M) +By(8) + ¢ e ale ()] +p,la,00)]
C.Q.F.D.

Démonstration de (20).

Pour simplifier, nous suggérons la démonstration lorsque P est.réduit 2
un point x . Si £, f' e CQ(M,N) y X, x'eM, y=£(x),y =£(x")
nous dirons que le germe de f en x est algébriquement équivalent au germe de
£' en x' (on écrira fo=£1, ) si les algébres C:(M)/f*(gy).cz(M) et
,(M)/T'*(m ,).C (M) sont 1somorphes en tant qu'algébres différentiables.

Un sous- ensemble YV de Jn(M N) est algébriquement invariant si,

Ar, £'e CQ(M N) et 4 x y X' € M tels que f fi, » l'hypothése
J(£)(x) € ¥ implique JP(£')(x' )e V.

Soit Ox(f) le plus petit sous-ensemble algébriquement invariant de
J%(M,N) contenant JHE)(x) . On vérifie facilement que 0 (f) est un sous-
£ibré de JU(M,N) dont la fibre type est l'orbite d'un point de J"(m, n)
(fibre type de J" (M,N) ) sous l'action d'un groupe de Lie (qui contient comme
sous-groupe le groupe structural de Jn(M,N) ). On en déduit de fagon classi-
que que Ox(f) est un fibré lisse. Puisque f est stable et d'aprés le théo-
réme de transversalité [3], il existe f£' e Cm(M,N) , h e Diff(N) et

g € Diff(M) , tels que Jn(f') soit transverse sur Ox(f) et £=n

of'og.
On en déduit que JU(f) est transverse en x 2 Ox(f) : 1'égalité (20) est la

traduction de cette transversalité.
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