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LE PROBLÈME DES MODULES POUR IES VARIÉTÉS ANALYTIQUES COMPLEXES

par Adrien DOUADY

(d’après Masatake KURANISHI [2])

par Adrien DOUADY

Séminaire BOURBAKI
17e année, 19b4/65, n° 277

Décembre 1964

À partir du n° 3, On utilisera constamment la notion, désormais familière, de
variété banachique, ainsi que celle d’ espace C-analytique banachique.
Si U est un ouvert d ’un espace de Banach E , et e une applicatioh C-analy-

tique de U dans un espace de Banach F , les fonctions £-analytiques h sur

Un ouvert de U à valeurs dans G de la forme h(u) = (e(u) , où £ est
une application C-analytique à valeurs dans le dual F’ de F , forment un idéal
1 dU faisceau 8(U) . On munit X = 03B8-1 (0) du faisceau O/J . Pour les besoins
de Cet exposé, il suffit de définir un espace C-analytique banachique comme un
espace annelé localement isomorphe à un modèle de ce type.

l . La §e s xur un_ espace ze££o£ge£ .
Soit E un espace vectoriel de dimension 2n sur R . Pour toute structure

complexe ç sur E , il existe une application £-linéaire, et une seule, de
C o E dans (E , ç) prolongeant l’ identité; son noyau K03C6 est un sous-espace vec

toriel complexe de £ . On obtient ainsi une bij ection de l’ensemble W(E)
des structures complexes sur E sur l’ ensemble des sous-espaces vectoriels com-

plexes K de C © E tels que G @ E = K * K . Ainsi W(E) Si identifie à un ou-
Vert de la grassmannienne de C o E , et à ce titre est muni d’une structure de
variété analytique complexe.

Soit ç une structure complexe sur E ; posons Ko - K03C6 . Pour toute structu-

re complexe ç suffisamment voisine de ç , K03C6 est le graphe d’une application
£-linéaire U, de Ko dans Ko . La projection pu (resp. P’ ) de E sur Ko
(resp. Ko) est un isomorphisme (resp. un antiisomorphisme) pour A ç cor-

respond donc une application C-antilinéaire w 
ç = o u 

ç 
o pi de (E ’ ç ) o

dans lui-même, et la correspondance v - 03C903C6 est la carte de 03A8(E) définie par

L’application identique (E , i (E ,, ç) , qui est R-linéaire, se met sous
la forme f’ + f" , où f’ est C-linéaire et fil est C-antilinéaire. On a
alors u - f, 

°°°1 
o £ii 

- 
-

. ç



2. Un Frobenius complexe relatif.

Soit V = (V , une variété C-analytique compacte, V étant la variété

R-analytique sous-jacente et (p sa structure complexe. En considérant pour cha-

que point x de V la carte de définie on associe, à

toute structure presque complexe £-analytique ] sur V assez voisine de cpo
au sens C1 , un morphisme R-analytique C-antilinéaire du fibré tangent T(V )
dans lui-même, i. e. une forme de type (0 , 1) à valeurs dans T (V o) . Pour
que 03C8 soit intégrable, il faut et il suffit que W = vérifie d"03C9-[03C9 , 03C9] =0

Ceci entraîne que Ç est sous-jacente à une structure C-analytique et une

seule (voir par exemple C ~] , p. 36).

Considérons l’ensemble ~(V) des couples (x ~ ~) , où x E V 3

c’est une variété C-analytique au-dessus de V (i. e. une variété R-analytique

munie d’une submersion sur V et d’une structure C-analytique sur les fibres).
Si S est un espace C-analytique, S x V est un espace C-analytique au-dessus

de V . On appellera structure presque complexe R-analytique sur V , paramétrée

par S , un morphisme R-analytique, C-analytique sur les fibres., d’espaces C-

analytiques au-dessus de V : S x V ~ 03C8(V) . On définit de même les formes de ty-

pe (p, q) à valeurs dans T(V) paramétrées par S. On peut définir les opé-
rations d" et [ , ] sur les formes paramétrées par S . Une structure presque

complexe Ç sur V paramétrée par S sera dite intégrable si la forme w = w~
paramétrée par S correspondante vérifie d"w - [w , 0 .

PROPOSITION 1. - Soit ~ une structure presque complexe R-analytioue sur V

paramétrée par S intégrable. Alors ~ est sous-iacente à une structure C-ana-

lytiaue et une seule sur S x V , qu’on notera encore 03C8 . En posant X _ (S V , 03C8) ,
la projection X ~ S est un morphisme lisse, et pour tout x S x {x} est

un sous-espace C-analytique de X.

La démonstration est analogue à celle de [3] (1).

3. Variétés d’applications.

Soient M une variété compacte de classe et V une variété C-analytique.
L’ensemble V) des applications de classe Cr de M dans V est muni

d’ une structure de variété C-analytique banachique, et T f V) s’identifie

(1) Il n’y a pas de difficulté parce qu’on a supposé ~ R-analytique. Il serait

beaucoup plus délicat d’introduire des paramètres dans la démonstration de NIRENBERG
dans le cas ~m ,



à l’espace de Banach des sections de classe Cr du fibré f*T(V) sur M .

Plus généralement, soient S un espace C-analytique et X un espace C-analy-
tique lisse au-dessus de S . L’ensemble er(M; X) des applications de classe
C~ de M dans une fibre de X est un espace C-analytique banachique simple au-
dessus de S ~ c’est-à-dire que tout point f : M -~ Xs a un voisinage qui est
S-isomorphe au produit d’un voisinage de s dans S par un ouvert d’un espace de

Banach.

D’autre part, si E est une variété C-analytique au-dessus de M ~ l’ensemble
des sections de classe Cr de E est muni d’une structure de variété C-analyti-
que banachique. En particulier, si M est une variété de classe 

ble 03A8r(M) des structures presque complexes de classe Cr sur M est une varié-
té C-analytique banachique.

Avec les notations ci-dessus, l’ensemble X) des difféomorphismes
de classe C~1 de M sur une fibre de X est un ouvert de X , et
on a un morphisme C-analytique de X) dans wr (M) qui à f : M ~ X

associe est la structure complexe de X . s s s

Ces considérations s’appliquent au cas r = k + a non entier On pourrait
aussi utiliser les applications de classe ~ S avec s suffisamment grand.

4. Etude locale de ~r(V) .

Soit, comme au n° 2, V = (V , une variété C-analytique compacte. On no-
tera l’espace de Banach des formes de type (p ~ q) de classe Cf sur

Vo à valeurs dans le fibré tangent T(V) . La carte définie par cp représente
un voisinage de dans vr (V) sur un voisinage de 0 dans 

L’espace analytique banachique ~r(V) des structures intégrables est défini
dans cette carte par l’équation 0 , ou e: r~0~ 1 ~ r..1~0~~ est l’appli-
cation analytique définie par 6(ca) = dr~w - ~ w ~ w] . L’application tangente à e
est d" = Si r > 1 est non entier, ce que nous supposerons désormais,

sont des homomorphismes d’image fermée. Munissons Vo d’une structure hermitienne

R-analytique, et notons bi et bz les adjoints de d"o et dï par rapport à
cette métrique. On a alors



Posons E = b’) . Le théorème des fonctions implicites montre que, au

voisinage de 0 , E est une sous-variété banachique £-analytique de 
contenant ~r(V) ~ et To(E) = Ker 
Posons H = Z n Ker au voisinage de 0 ~ H est une sous-variété C-analy-

tique de dimension finie de E ~ et To(H) est l’espace vectoriel des formes har-

maniques de type (0 ~ 1) à valeurs dans T(V ) , espace qui s’identifie à
H1(V ; ou 0 est le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur V .

H peut être défini par l’équation

Il résulte d.es théorèmes connus sur les équations elliptiques que toute forme
w e H est R-analytique, et que l’injection de H dans définit sur
V une structure presque complexe paramétrée par H.

Considérons le sous-espace S de H défini par 6 ( w) _ 0 . Son espace tangent
de Zariski en 0 est To(H) . L’injection de S dans H définit sur V une

structure presque complexe R-analytique paramétrée par S intégrable. Nous note-
rons X l’espace C-analytique obtenu en munissant S x V de la structure ainsi
définie.

5. Le théorème de Kuranishi.

L’espace C-analytique X ~ lisse et propre au-dessus de l’espace pointé

(S , s = 0) , muni de l’identification i : Vo ~ Xo , jouit de la propriété
semi-universelle suivante :

THÉORÈME. - Pour tout espace C-analytique pointé (S’ , s’) , pour tout espace
C-analytique X’ lisse et propre au-dessus de S ’ , et pour tout isomorphisme
i’ : Vo ~ X’o , il existe un voisinage S" de s’ dans S’ , un morphisme f

(non nécessairement unique) c e (S" , sô) dans (S , so) , et un S"-isomorphisme
g : X’ js,, - f*(x) tel que gs’o = 1 o i’-1 .

Démonstration. - Considérons l’espace C-analytique D = Diffr+1(V ; X) lisse

au-dessus de S, muni du point de base e = Iv . On a une section a : 
o

provenant de l’identité S x V = X , et un morphisme p : ~l -~ ~r(V) tel que,

pour f : V ~ Xs , p(f) = (p est la structure complexe de X .

Le composé p o Q : S ~ 03A8r(V) est l’injection canonique. L’application tangente
à 03C1o : Do = Dso ~ 03A8r(V) en e est d"o : r+103A90,0 ~ r03A90,1 , qui est un homomor-
phisme de noyau de dimension finie.



Soit 6 un sous-espace C-analytique banachique lisse au-dessus de S ,
contenant 0(8) , et tel que r+1~0~0 _ Ker d" o e T ~ ~ o) . La restriction de p à

6 est une immersion de 6 dans X en e, car son application linéaire tangente
est un isomorphisme. On a S c p(6) c c ~ ~ ces inclusions ayant lieu au
sens des espaces analytiques. Il résultera du lemme qui suit que

IEMME 1. - Soient H un voisinage de 0 dans CK, U un voisinage e 0

dans un espace de Banach, 03A6 un sous-espace C-analytique de H x U . Posons

au voisinage de 0 dans

Hx U .

Ce lemme sera démontré au n° 6.

Pour déduire l’assertion (1) du lemme , il suffit de trivialiser &#x26; au voisinage
de e ~ et de prolonger p: ~ = S x U - E en une application C-analytique de
H x U dans E , qui est alors une carte de 1 .

Soient maintenant (S’ , Si) un espace C-analytique pointé, X’ un espace

C-analytique lisse et propre au-dessus de S’ , et i’ : Vo ~ X’ un isomorphis-
me. L’espace analytique (D’ = Diffr+1 (V , X t) étant lisse, il existe une section
C-analytique a’ : sur un voisinage S" de sô dans S’ telle que
03C3’ (sô) _ i’ . D’autre part, on a comme précédemment un morphisme a’ : ~ 03A6r(V)

tel que, pour f : : V ~ X’’ , P(f) = f*(03C6’s’) . Comme p : 6 ~ 03A6r(V) est un

isomorphisme local au point e = i , on peut, quitte à diminuer S" , mettre de
façon unique p’ o o’ sous la forme h est un morphisme C-analyti-
que de dans ~~ , e) .

Composant h avec la projection S a~S ~ on obtient un morphisme
f : t (S~~ ~ sô) -~ (S , so) . A h (resp. à Qt ) correspond un f-morphisme (resp.
un S"-morphisme) h (resp. ?’ ) de S" x V dans X (resp. dans X’ )~ de
classe partiellement £-analytique Par rapport à S" . La relation

p’ 0 0’ = p o h montre que les structures presque complexes paramétrées par S~~

induites sur V par X et X’ t au moyen de h et coïncident, ce qui montre
que g = h o 03C3’-1 : X est un morphisme C-analytique, et achève la démons-
tration du théorème.

Remarque. - f dépend du choix de S . Si e) = 0 , on a nécessairement

( ) Au sens des espaces analytiques. Le lemme serait faux, si on supposait seule-
ment l’inclusion ensembliste.



6=0 au voisinage de e ; dans ce cas, f et g sont uniques, et X -~ S jouit
d’une propriété universelle.

6. Démonstration du lemme 1.

Si f est une fonction sur fi x U et u E U , on notera fu la fonction

x -~ f(u , x) . Pour tout polycylindre K C H de rayons r 1 ’ ... , notons

B K l’espace de Banach des fonctions continues sur BK’ y holomorphes à l’inté-
rieur [4].

Soient ... , fp p des fonctions C-analytiques au voisinage de 0 dans

H x U appartenant à l’idéal définissant 03A6 , et telles que f1o , ... , fpo en-

gendrent l’idéal J définissant S au voisinage de 0 ; 3 notons fu l’homomor-

phisme de faisceaux Dp ~ O défini par f (hl’ ... , h ) = 03A3 fiu hj . ° Soit K

un voisinage privilégié de 0 dans H pour f , i. e. un polycylindre tel que

f induise un homomorphisme BK ayant pour image le sous-espace fermé IK
de BK formé des fonctions h dont le germe en 0 est dans 3 . x U ~

on a f pour tout u et, fo étant un épimorphisme, f sera un épi-
morphisme pour u suffisamment voisin de 0 . On peut donc mettre sous la

forme 03A3 giju fju , et, en utilisant un supplémentaire de Ker f , on peut choisir

les dépendant analytiquement de u . Ceci montre que les fonctions

(x , u) ~ f;(X) , qui engendrent l’idéal définissant S x U , appartiennent à

l’idéal définissant ~ .

C. Q. F. D.

7. Descri tion de S.

H est une sous-variété de et To(H) = Hl = Ker dr n Ker 03B4’1 s’identi-

fie à H~ (V ; e) ; il existe un voisinage U de 0 dans H~ et une carte

T1: U -~ H telle que 11 (u) = u Le sous-espace S de H est défini par

6(w) = 0 , où e est l’application analytique de H dans définie par

PROPOSITION 2. - Il existe une application C-analytique ~ : U ~ H2(Vo ; e)

telle aue 11 induise un isomorphisme local 03B6-1(0) ~ S . 0n peut choisir 03B6 de

la forme ~(u) ~ [u ’" u~ + où, [u .. u~ est le cup-crochet.
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Démonstration. - On a les relations 0(w) E Ker 03B4’2 et d"(03B8(03C9) = 2[w , e(w)]
pour W EH. D’autre part,

Considérons l’ensemble 5 des couples ~~ ~ a) E H Ker 5z tels que

d"a - 2~w ~ aJ E Ker b3 . Le théorème des fonctions implicites montre que 3 est

un sous-fibre vectoriel de H x Ker bz et que la projection

induit un isomorphisme local de F sur H x H2 . Comme 9 définit une section de

et ~=’-po0o~ satisfait la première condition.

On a

Or, ~u ~ u] = p([u , u~) ~ ce qui achève la démonstration.
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