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Séminaire BOURBAKI
17e année, 1964/65, n° 280 )
Décembre 1964

SPHERES D'HOMOTOPIE NOUEES
par André HAEFLIGER

(d'aprés KERVAIRE-MILNOR-IEVINE)
On se propose d'exposer ici le cadre géométrique qui conduit au calcul des grou-
pes en des sphéres d'homotopie (KERVAIRE-MILNOR [6]) et des groupes Gg des

sphéres d'homotopie nouées (IEVINE [7]).

1, Définition du groupe 93 .

lls ~ Soit H 1'espace de Hilbert des suites (X, , ... , X 5 eee) de
nombres réels telles que 2 xi <w . Alors R® est le sous~espace défini par

X = 0 pour i>n, D est le sous-espace de R® formé des points x tels
que |x| €1, et s ges points |x| =1 . On oriente S™ comme le bord de
D° . Ainsi, S" est une sous-sphére de S"9, Enfin, Df (resp. Df ) est 1'hé-

misphére de S @éfini par x >0 (respe x <0 Ye

le2s - On dit que deux sous-variétés différentiables compactes V_, V, ,
orientées de S™? et de dimension n » sont isotopes, s'il existe un diffeomor-
phisme h de degré 1 de S™4 appliquant Vo sur Vl et préservant les
orientations. On dit que V et V, sont h-cobordantes s'il existe une sous-

veriété orientée W de qu x I dont la frontiére OW est 1'union de V x 0,
avec 1'orientation renversée, et de V s et si W peut se rétracter par de-

formation sur lel, i=0,1,

SMAIE & démontré ([10]) que, pour q >3, n>5 et V, simplement gonnexe,
la relation de h~cobordisme est équivalente & celle d° 1sotop1e.

Par définition, eg est l'ensemble des classes de h-cobordisme des sous~varié-

tés compactes orientées de S™'4 qui ont le type d'homotopie de S® . Si q>n+l,
d'aprés les théorémes de position générale de Whitney, alors Gq est :mdependa.nt
de q et est égal a Gn » l'ensemble des classes de h-cobordisme des n-sphéres

d'homotopie. On introduit dans 1'ensemble Oq une structure de groupe abélien.
Pour cela, on utilise le lemme suivant.
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A. HAEFLIGER

1,30 IEME.
(a) Toute sous~variété compacte, orientée, de dimension n , de S, >0,
est isotope & une sous~variété V telle que
V 0D = pP
(avec concordance des orientations).

(b) Si W est une sous-variété de s, 1 , comnexe, telle que
Wn(DI_lqui):Dfxi, i=0,1,
il existe un difféomorphisme h de s™ 1 , fixe sur le bord, tel que

nW) n ™9 x 1) =D x I pour n+q3>3.

le4. Définition de la somme. - Soient K, , K, ¢ S ges sous-variétés re-

présentant des éléments a;, et a, de Gg , et telles que

n+q _ N

n+q _ 0
KlnD_ ..D_ et K20D+ +

n+q

la somme &, + ay est représentée par la sous-variété K, + K, , union de K, nD

et de K, n D™, On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix particu-

lier des représentants K, » en utilisant notament 1.3 (b).
Cette addition est commtative, car si s est l'application

L | S t - .
x| ==% , Xp=-X, X=x pour 1>2,

K, + sK; = s(K1 + KZ) est isotope & X + K, et représente ay+a .

Pour montrer 1'associativité, on représente les éléments a; , a, , ) de eg
par des sous-variétés K, s %, K3 dont les intersections respectives avec
{x, g0, x, g0}, {x, 30, x, 50}, {x g0, x >0}, sont égales aux in-
tersections de S™ avec ces sous-espaces. Alors, la réunion des intersections
respectives de X, , K:2 , K3 avec les complémentaires de ces sous-espaces repré-

sente (al+82)+a3 et a1+(a2+a3).

L'é1ément neutre est représenté par S c S™4 | Une sous-variété K est h=

cobordante & zéro (c'est-a-dire a st ) si et seulement si c'est le bord d'une

2 ’ 3 1
sous=variété contractile D dans prart

Soit K un représentent de a € 6 telque Kn D22 =D . Soit o la symétrie
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SPHERES D'HOMOTOPIE NOUEES

relativement au plan x, = 0. Alors - oK (c'est-a~dire oK avec l'orientation
opposée) est 1'inverse de K . En effet, K + (- oK) borde dans ™% 15 sous-

variété contractile, union des segments (x , ox)J ot xe€Kn D?q .

le5. = L'inclusion de S™9 dans SP*2* permet de considérer K c S™*4
comme une sous-variété de Sn+q+1 3 ceci induit un homomorphisme, dit de suspensien,

q q+l
de en dans en .

2. les résultats.

241, Soit G_ 1'espace des applications de Sq"l sur elle-mSme de degré 1 ;
le groupe des rotations SOq est un sous-espace de Gq e« Soit G 1la limite des
Gq par suspension itérée.

THEOREME .(Kerveire-Milnor-levine), - Pour tout entier q 33 et n# 4 , il
exigte une suite exacte

a
(q) eee Pn+1 - en *’nn(Gq ’ Soq) "Pn * se0

oy Pn est isomorphe &8 2 pour n=4k (k>1) ’ 2 Z2 powr n=4k +2 ; et a
zéro powr n impair.

Ls suspension induit un homomorphisme de la suite exacte (q) dans (q + 1)

(qui est un isomorphisme sur P )o A la limite, on a la suite exacte

(°°) cee Pn+1

->9n—>nn(G F) SO) "Pn > s00 o

2.2, - L'homomorphisme 6} - nn(Gq , soq) peut &tre décrit comme suit. On
représente un élément donné de eg par une n-sphdre K dans S™*% , telle que
Knp2*% =02, Alors Kn D" est un n-disque A" plongé dans D-'Y identi-
£i6 2 D™, et dont le bord est S™U . Soit

-1
x::(yl,...,yn,zl,...,zq):(y,z)esn+q CRn+q=Ranqo

Soit T 1l'application dans D2 du voisinage tubulaire |zl2 £1/2 de ol R
définie par <(y , z) =V22z. Nous identifierons le voisinage tubulaire Iy]° < 1/2
de la (q - 1)-sphére y =0, a D®x s¥!,par lapplication (y ,2)=> ¢2y, z/z)).
Soit T : AP x p% D™ ypn voisinage tubulaire de A" , tel que l'application
v->T(u,v) de D? dans D? soit une rotation pour u e sl | L'appliecation
de T(A" x DY) - A" gans s% gonnée par T(u , v) »v/|v| peut &tre étendue
suivant une application h : D™ . AR, Sq'1 s et deux telles applications sont
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A. HAEFLIGER

homotopes, car les groupes o (Dn+q An) sont nuls. La restriction de h au
sous-espace D" x sl ge sh*arl représente 1'élément désiré de = (G s SO ) .
Nous verrons que cet élément est 1'obstruction pour construire une sous-varlete

dans S™* a1 » avec un champ de (g - l)-repéres normaux et dont le bord est K .

2.3. = les éléments de Pn (cf. 3) seront représentés comme des classes de

. . s . . el
cobordisme de sous-variétés V de dimension n de sh*a

avec champ normel,
et dont le bord est une sphere d'homotopie. Ces classes sont caractérisées, pour
n =4k , par la signature de V divisée par 8 , et pour n =4k + 2 , par 1'in=-
variant d'Arf d'une certaine forme quadratique (cf. 4). L*'homomorphisme P -»eg_l
fera correspondre a V son bord. A un élément de = (G , S0 ) représenté par
£ x 801 Sq correspondra la classe, dans P q’ de (]l.a sous-variété avec

champ normal £~ (e) , 00 e est une valeur réguliére de f .

244 = On peut définir le groupe Feg des classes de h-cobordisme de n-

sphéres d'homotopie plongées dans S™? avec un champ de g-repéres normaux don-

s

nés. On a une suite exacte facile & établir :

250 = o1 (SOq) - Feq - eq - (SOq) = «ss y Ou 1'homomorphisme
eg L (SO ) fait correspondre a la classe de K 1'obstruction pour trivialiser
le flbre normal de K ; l'homomorphisme = (SO ) > Feq associe 3 un élément

ae nn(SOq) la sphére S" c ™9 avec la trivialisation de son fibré normal dé-

finie par a »

On a également une suite exacte :
q
2460 = P~ nn(Gq) P .

Les suites (q) , 2.5 , 2.6 et la suite exacte de la paire (Gq R SOq) forment
un diagramme commtatif en tresse

————3 a —_ T
q,soq)/ \reg-/' N\ n(q,soq)/
™S (so )/’ n (G - ™~
n' q
~—— T \.—-—-—/z
Nous nous contenterons d'établir dans 3 et 4 la suite exacte (q), car 2.6 se
montre facilement par la méme méthode.

2.7+ Conséquences générales du théoréme 2.1,

(a) Finitude de 6 « - Le groupe n:n(G) est isomorphe & = (SN) , N grand;

n+N
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SPHERES D'HOMOTOPIE NOUEES

il est donc fini, d'aprés SERRE [9]. Quant 3 o (80) , il est isomorphe & 2
pour n =4k , et fini pour n £ 4k , d'aprés BOTT [2]. Donc n (G, 80) est fini
pour n#4k , et de rang 1 (sur Q ) pour n =4k . Il résulte du travail de
KERVAIRE-MILNOR [5] que tout élément d'ordre infini de n4k(G s S0) est appliqué
sur un élément d'ordre infini de Py « Donc 6 est fini, n>4, d'aprés («).

(b) Stabilité de Gg » - D'aprés JAMES [4], 1'homomorphisme de suspension
Irn((} s SO ) - nn((} » S0) est un isomorphisme pour n < 2q - 3 , et est surjectif
pour n =2q - 3 . L'homomorphisme de la suite exacte (q) dans (o) montre que
eg - 6 est un isomorphisme pour n < 2q ~ 3 , et est surjectif pour n =2q -~ 3.
(c) Caractére de finitude de Gq . - Le groupe (G , oOq) est de rang 1
sur Q@ pour n=4k et g>2k + 1, et fini autrement. I1 résulte de la suite
exacte (q), de (a) et (b), que Sg est de rang 1 pour n=4k -1 et qgk+l,
et qu'il est fini autrement.

2.8, Autres résultats généraux sur en » = I1 résulte des travaux d'ADAMS sur

le J-homomorphisme [1] que, pour q grand, le fibré normal a toute sphére d'ho-
motopie KB c ™% ost trivial. D'autre part, en utilisant également des résultats
d'ADAMS, KERVAIRE ef MIINOR ont déterminé 1'ordre de 1'image bP4k dans 64k_1 '
Quant a bP, 4ke2 ? il est zéro pour k=0, L , 3, et probablement non trivial
pour k#£0,1,3,

3. Suite exacte de cobordisme.

3.1, Définition des groupes Pq et @q e = Un element de Pq (resp. @q )

n+
est représenté par une n—sous-varlete \ dans S a-1 avec un che.mp normal

(i. es de (q - 1)~repéres normaux), telle que OV soit une sphére d‘'homotopie

n-1 c S’n+q-1

(resp. la sphere S )+ Deux telles sous-variétés V et Vl sont co-

bordantes (i. e. représentent le méme élément de Pq s TESPe <I>q ) s'il existe
une sous-variété W c S . I avec champ normal telle que 6W soit 1'union de

Vo x 0 avec son champ, V, x 1 avec son champ, et d'une sous-variété X pouvant

se rétracter par déformation sur N, x«1 (resp. X est la sous-variété sl 1 )e

On définit, dans Pg et <I>q » une addition comme dans 1 : on choisit des repré-

n+ q-l

sentants V; et V, tels que V, nD’ et V, nDnJ"q"'l soient les sous=-

espaces définis par X = O pour i>n+ 1, xn+l O et x £ 0 (resp. X = 0)

avec le champ normal standard. On pose

_ n+qg-1 n+q-1
Vo4V, = (V) nD, ) u (van_ ) .

1
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A. HAEFLIGER

Un analogue du lemme l.3 montre que cette addition est bien définie ; la commu-
tativité et l'associativité s'établissent comme dans 1.

n+q-1

Lle n-disque défini dans S par x ., 20, x, =0 pur i>n+1, re-

présente 1'élément neutre. Une sous-variété V c sPtd-!

est cobordante & zéro,
s'il existe une sous-variété W de D™ avec champ normal (et une ar8te le long
de OV ), telle que OW soit l'unionde V et d'un disque d'homotopie dans le
cas de Pg , du disque D" dans le cas de @g » L'inverse de V est représenté

par le symétrique 6V .
3424 Ainsi, Pg et @g sont des groupes abéliens. On a des homomorphismes

évidents dﬁ - Pg et 0 : Pg - 63_1 + On @éfinit encore un homomorphisme 6% -»d’g

comme suit. En reprenant les notations de 2.2, on choisit h ¢ DP9 . A" sa-t
différentiable ; alors si e € sl st une valeur réguliére de h , 1'adhérence
de h (e) est une sous-variété W c D™ avec champ normsl dont le bord est
1'union de A" et d'une sous-variété V c sHa qui représente dans ¢g 1l'ima~
ge de la classe de K .

3¢30 THEOREME. — La suite des homomorphismes défihis ci-dessus

»Pq

-69 569 599
n+l n n n

est exacte, pour tout n i q>0.

La démonstration résulte presque immédiatement des définitions. En fait, cette
suite exacte est isomorphe 2 la suite exacte (q) de 2.l. Dans le paragraphe 4, on
montrera que Pg = Pn a la valeur indiquée dans 2.1 (c'est la partie la plus pro-
fonde de la théorie), et nous allons maintenant vérifier bridvement la proposition

suivante.
- ¢4 s Y
3.4, PROPOSITION, - ' est isomorphe 3 nn(Gq , soq) R

Soit f une application différentiable de D" x sa-t  ga-t représentant un
élément o de nn(Gq , SOq) : pour X € so-t , l'applicationl yvo f(x,y) est
une rotation. Soit e wune valeur réguliére de f ; alors f  (e) est une sous-
variété V' avec champ normal de D” x sat dont le bord est une section de la
projection p de sol g0l g gt On identifie, comme dans 2.2, PP x5t
3 une partie de sh-a+l 5 on étend V' radialement & l'intérieur du voisinage tu-
bulaire de S pour obtenir une sous-variété V avec champ normal dans sn+q-L
dont le bord est S%U et qui représente ainsi un élément de d)g .

62



SPHERES D'HOMOTOPIE NOUEES

Réciproquement, soit V une sous-variété de sl ayec champ normal repré-
sentant un élément de §g s aprés une isotopie, on peut supposer que V est ra-
diale dans le voisinage tubulaire |z| €1/2 (cf. 2.2) de S™' ; ainsi,

Vi =V a (O« Sq-l) est une sous-variété avec champ normal de D" x sl gont
le bord est une section de la projection p ; en appliquant la construction de
Thom~Pontrjagin, on construit une application différentiable f de p” x Sq'1
dens s représentant un élément de nn(Gq , SOq) et telle que o (e) =Vt .

On vérifie que ces deux applications sont des homomorphismes inverses l'un de

1t'autre.

3¢5 Comportement par suspensione - L'inclusion de qu'l dans s 4
duit un homomorphisme de suspension de Pg dans Pg"'l (ou de d>g dans @ﬁ“ )

obtenu en complétant le champ normal de V ¢ sova-t par le champ de vecteur nor-
mal a s™al dans S™4 , ajouté comme dernier vecteur. Il est clair que la
suite exacte 3.3 pour l'entier q s'envoie dans celle pour l'entier q + 1 . De
plus, si q est grand, Pg est indépendant de q et sera désigné P e

4, Détermination de Pg .

4,1, Modifications sphériques (cf. [9] et [10]). = Soit

K+l n=-k k+l n-k
x D -

P: D D x D

1'application injective définie par P(x , y) = (x&(|y|) , ¥8(|x|)) , ou &(t)

est une fonction réelle différentiable paire, telle que &(0) =1/2 , O(t) =t
pour t >1, et 0'(t) est positive croissante pour O <t <1 . Le rang de P
est partout n + 1 , excepté sur 1l'ar8te okt « »™k | on désigne par v (resp.
V! ) le champ de vecteurs unité normaux le long de P(ka+1 x Dn"k) (resp.

1 e s spts - .
P(Dk+ x aDn-k) ) dirigé vers l'intérieur (resp. l'extérieur) de 1'image de P .
Soit V une n-sous-variété de R™? avec un champ normal f = £l 9 oo g £
. ) . o k+1- n"k n+q . ’ q
Soit une application de D x D dans R qui est le composé de P

D! ™% gans R™9, On suppose

avec un  plongement différentiable <D° de
que ¢
(1) cp"'l(v) - 6Dk+l N Dn—k .
(i1) Ie long de ("' « D™¥) | 1c champ f, est l'image de v par la
différentielle de (bo .
On se domne de plus un champ F = F2 g see Fq de repéres normaux a

o DY 401 que
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(144) F =f,, 122, le long de (¥ x pP¥) ,
Ie couple (¢ , F) sera appelé une anse d'indice k + L attachée a

la sous-variété avec champ normal V .

Soit V' 1la sous-variété [V-o@D* x D8¥)] ¢ o(0**! « ™) | et soit
' =1] 5 eeey f('l le champ normal & V' égald f sur V nV' , et tel que,

1 )
le long de o(D**! x ™) | on ait £1=F, , 122, et f] =imsge de V'

par la différentielle de e -

Nous dirons que la variété avec champ normal V' se déduit de V par une modi-~

fication sphérique d'indice k + ! , définie par 1'anse & , qui tue 1'élément

de nk(V) représenté par <I>(Sk x 0) .

Notons que V se déduit de V' par une modification sphérique d'indice n - k,
définie par la méme anse.

On vérifie qu'il existe une sous-variété avec champ normal W dans RT3 x I ,

dont le bord est (Vx 0) U (V' x1) U (OV x I) ; ainsi V et V' sont cobordan~
k+l « Dn-k

k+l x Dn—k

tes (cfe [3]). En fait, W est difféomorphe & V x I avec une anse D
attachée par l'application (x , y) » (¥(x,y) , 1) , ot (x,y) €

4,2, - Réciproquement, soit ¢ : sk Ly un plongement différentiable repré-

rd ’ . ] ’ e I P
sentant un élément o € rtk(V) . Soit & 1'élément de rtk(qu,k+q) représenté
par l'application suivante de sk dans 18 variété de Stiefel des (k + g)-

repéres de ™9 . 3 tout x e (p(Sk) , on associe le repére
sl(x) y ves s €k+l(x) , fz(x) PP fq(x) ,

ou € (X) 5 ooy €rl (x) est la trivialisation naturelle du fibré engendré par

le fibré tangent & tp(Sk) et par le champ f, restreint a f(Sk) « Notons que
& est indépendant de q , car nk(vn+q,k+q) = rrk(SO , Son—k) .

Si deux plongements représentant a sont toujours réguliérement homotopes en
tant qu'immersions (par exemple si k < n/2 , d'aprés WHITNEY et HIRSCH), alors

cet élément & ne dépend que de « , et sera désigné par &(a) .

Si £ =0 (ce qui est toujours le cas si k<n/2 ) et si g>k + 1, il exis-
te toujours une modification sphérique tuant a . On conmstruit d'abord un plonge-
ment ¢ de ! gans MY tel que q;lsk =9, qf'l W) = sk et Y est tan-
gent a f]. le long de \p(sk) « Comme & =0, il est possible de construire un
k+1) , et coincidant

avec f2 9 see fq sur le bord ; en effet, on rencontre en principe une obstruc-

champ F2 g eve Fq de vecteurs orthonormaux, normaux a (D
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tion dans nk(V n 1) s dont la suspension itérée (k + 1) fois est £ .
nvq-k-L,q- Y
Finalement, on épaissit y§ pour obtenir une anse ¢ attachde & V (cf. [3]).

4e30 = 51 V' se déduit de V par une modification sphérique tuant 1'é1é-
mnt a de n:k(V) et si k<n-k -1, alors ni(V') =ni(V) pour i<k,
et nk(V’) est le quotient de nk(V) par un sous-groupe contenant a . Comme,
pour k<n-k-1, &(a) =0, en effectuant une suite de modifications sphéri-
ques d'indices croissants, on voit que toute sous-variété V de s+a-t avec
champ normal, q grand, est cobordante & une sous-variété V! qui est k~-connexe,
ot 2k<n=-1 (cf. [8]).

4.4, Calcul de P2k+
ment de P, , par une sous-variété V (k - L)-connexe dans sava-l s q grand.
Si 1l'on effectue sur V une modification sphérique pour tuer un élément aenk(V),
on a bien toujours &(a) =0 , mais on risque d'introduire de nouveaux éléments
dens 7. . ) = rtk(V) « Cependant, KERVAIRE et MILNOR, par un argument délicat
de 14 pages (cf. [6]), ont montré qu'il était possible de choisir judicieusement
les modifications sphériques pour tuer e (V) . De sorte que tout élément de
P2k +1 Peut &tre représenté par une sous-variété V qui est un n-disque. Il en

o = D'aprés ce qui précéde, on peut représenter un &1é-
1 P qul p: ’ p P

résulte que P2k+1 =0.

450 Calcul de P, (k >2), - On a vu que tout élément de Fy peut &tre
représenté par une variété V (k - 1)-commexe » avec champ normal dans R™¥3cgP*d ,
q grand. Par dualité de Poincaré, V n'a pas de torsion. Pour pouvoir tuer un
élément a e n:k(V) s on doit pouvoir le représenter par un plongement, ce qui
ost toujours possible d'aprés WHITNEY si k >2 . Mais on rencontre 1'obstruction
E(a) € Jrk(SO 5 SOk) > qui est non nulle en général. Rappelons que rck(SO , SOk)
est Z ou 22 suivant que k est pair eu impair. L'application

g nk(v) - nk(so , sok)
n'est pas un homomorphisme, mais c'est une forme quadratiques On a :

4060 = E(a + B) =&(a) + E(B) + t(a.p) , O0 O.pe rLk(Sk) est 1l'intersec~
tionkdes éléments a , Be fl:k(V) = Hk(V) s et ¢ est 1'homomorphisme
JHC(S ) -~ 7 (S0 , S0,) induit par 1'inclusion SOMI/SOk - SO/SOk « Lorsqu'on
identifie rﬁ{(SO , SOk) & Z ou 7, , ce que nous ferons, alors ((ap) est
simplement 1'intersection ou l'intersection modulo 2 de a et B.

447. Cas k pair. - La forme bilindaire associde & la forme quadratique ¢ ,
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est donnée par 1'intersection des classes d'homologie. L'invariant naturel attaché
a& & est sa signature, notée o(V) . Il est bien connu que c'est un invariant de
la classe de cobordisme de V . La signature se comporte additivement relativement
4 la somme conmexe des sous-variétés. Enfin, comme le bord de V est une sphére

d'homologie, la forme bilinéaire d'intersection sur Hk(V) est unimodulaire. D'a~-
prés un théoréme d'algébre, o(V) est divisible par 8 . On obtient donc finale-
ment un homomorphisme Pox %2, pour k pair, en faisant correspondre & un é1lé-

ment de P2k la signature divisée par 8 d'une variété le représentant.

4.8, Cas k impair. - On peut trouver une base symplectique de Hk(V y 2)
c'est-a~dire une base Xy eeey xr s Yy s see s Y, telle que xi.xj = 6ij ’
XXy = 0, et Vie¥; = 0 . L'invariant d'irf c(V) de V est par définition
1'invariant d'Arf de & , c'est-a-dire l'entier modulo 2

c(V) = £ &(x,) &(y,) -

c(V) ne dépend que de la classe de cobordisme de V . En effet, si V' est
une sous-variété avec champ normal, (k - l)-connexe, cobordante & V , il existe
dans R™? x I une sous-variété avec champ normel W cobordant V et V' j
aprés modifications sphériques, on peut supposer W (k - l)-connexe. D'aprés
SMAIE [10], W peut s'obtenir & partir de V x I en attachant successivement des
anses d'indices k et k + 1 . Ceci entraine que l'on peut passer de V A une
sous-variété isotope & V' par une suite de modifications sphériques d'indices
k et k + 1l ; & chaque stade, la variété obtenus est (k = l)-connexe. Il suffit
donc de montrer que si V' se déduit de V par une modification sphérique défi-
nie par une anse ¢ d'indice k , alors c(V) = c(V') . le cas d'une anse 4'in-
dice k + ! se traite en échangeant les rBles de V et V' . Soit donc X, 5 ¥y
une base symplectique de Hk(V) s Lgig r; onpeut représenter ces éléments
par des sphéres plongées ne rencontrant pas ¢(6Dk x 0) ; ces sphéres représentent

des éléments X}, vy} de Hk(V') 3 soit x) ., € Hk(V') 1'élément représenté par

(0 x 6Dk+l) ; comme V est (k - l)-connexe, il existe un élément Vet € Hk(V')
tel que les x:'f. , yi y i=1, «e., r+ 1, forment une base symplectique.Comme
E(X]':‘-l-l) =0, ona c(V) =c(v) .

c(V) étant une fonction additive pour la somme des variétés, on obtient un ho-

momorphisme P2k - 22 pour k dimpair.

4.9, THEOREME. - les homomorphismes P, -2, k pair, et Py -2, , k
impair, sont des isomorphismes (k > 2).
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Démonstration.

Injectivité. - Soit V un représentant d'un élément de P, ~qui est (k = 1)~
connexe, Si d(V) =0 ou c(V) = 0, on peut trouver une base Xy peensZpgTyseeesyy
de Hk(V) telle que Xge¥5 = 6ij y XyeXg = 0 (et ViV = 0 pour k impair),
et E,(xi) = 0 . On peut faire, sur V , r modifications sphériques disjointes
qui tuent les x, . Ila variété obtenue est un disque.

el plongé canoniquement dans 2K+l e« Soit T 1la

Surjectivitd. - Soit S¥ x D
sous-variété de dimension 2k formée des points (x , y) € sk p¥tt , avec y
orthogonal 3 x ; c'est un fibré en boule Dk de base Sk , de projection
P(x , y) =x . la fonction, associant & (x , y) € T le vecteur (0, x) , est un
champ normal &8 T . Si a € Hk(T) est représenté par sk <o , alors &(a) est
le générateur de nk(SO , SOk) + On appellera ruban tordu, une sous-variété avec

champ normal T' dans Rzk"'1 isotope & T .

Plomber deux copies de T , c'est construire une sous-variété obtenue en réunis-
sant deux rubans tordus T, et T, , de projections p; ¢ Ti - Sl:.: s de sorte que

-1 -1
Ty nT, = p, (Dic) = p, (DIZ() avec concordance des champs normaux,

ol D]; est un petit disque dans Sljf , et Sll{ coupant transversalement en unpoint

812c (voir la figure du tableau).

Pour k impair, la sous-variété, obtenue en plombant deux rubans tordus, a pour
bord une sphére d'homotopie, car la matrice d'intersection est unimodulaire : son

invariant q'Arf vaut 1 .,
Pour k pair, on plombe 8 copies de T suivant le schéme :

1 2 3 4 5 6 7

O e O mmpmn ® —— 0 e § c—— ® E— O

8 !

c'est-d~dire on plombe T, avec T2 » I, avec T, , et T3 g see T5 avec
T, 5 Tg s Tg , otce On obtient une sous-variété V , dont la matrice d'intersec-
tion est unimodulaire (donc OV est une sphére d'homotopie pour k >2 ) et dont

la signature est 8 .

4.10, Stabilité de Pg + = On veut montrer que 1'homomorphisme de suspension

Pg > P, est bijectif pour q>2 .

D'aprés la construction précédente des générateurs de Pyx » cet homomorphisme
est surjectif pour g > 2 . Montrons qu'il est injectif.
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Soit V c sttal une sous-variété avec champ normal représentant un élément de
Pg dont la suspension stable est nulle. Cela signifie qu'il existe une sous~
variété W avec champ normal dans pi*l s, N grand, coupant g1
et dont le bord est l'union de V (avec le champ suspendu) et d'un disque. On

peut supposer que ﬂi(w) =0 pour 2i <n . D'aprés SMAIE [10], W s'obtient a

suivant V

partir de V x I par adjonction d'anses d'indices k € n/2 + 1 , Par position gé-

¥ fixe sur 0™V,

nérale, pour q > 2 , on peut construire une isotepie de ph*
qui compresse W sur une sous-variété W' de p?*a , les q - 1 premiers vec-
teurs du champ normal de W' étant tangents & p™a , Ainsi, W' peut étre con~-
sidérée comme une sous-veriété avec champ normal de D™*® ; donc V représente

1'élément zéro de Pg .
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