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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n° 310
Juin 1966

SOMMES PARTIELLES DES SERIES DE FOURIER

d'aprés L. CARLESON

par Jean-Pierre KAHANE

Histoire du probléme

. 1, . . . .
A toute fonction f e L (-mvT) on associe sa série de Fourier

(1) T,

Les "sommes partielles" de (1) sont les

T imx
(2) S (x,f) = [ £ e .
-n
f étant donnée, est-il vrai que Sn(x,f) tende vers f(x) en tout point x, resp. en

presque tout point x, resp. en un point x au moins ?

Ce probléme avait déjd été posé par Fourier. Pour en mesurer la difficulté,

voici d'abord quelques résultats négatifs.

1. I1 existe une f continue dont la série de Fourier diverge en un point

(du Bois Reymond 1876 ; exemple classique, Fejer 1911)

2, I1 existe une f sommable dont la série de Fourier diverge presque partout
(Kolmogoroff 1923).
3. I1 existe une f sommable dont la série de Fourier diverge partout

(Kolmogoroff 1926).

L, Etant donné un ensemble E de mesure nulle, il existe une f continue

dont la série de Fourier diverge sur E (Kahane-Katznelson 1965).

Aucun de ces exemples n'exclut 1l'hypoth&se que, pour p > 1, toute f ¢ ?
ait sa série de Fourier convergente presque partout. Pour p = 2, c'était 1

1'hypothése de Lusin.
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B fait, le comportement presque partout des sommes partielles (2) lorsque
feIP a été l'objet d'études sérieuses. En 1965, les meilleurs résultats connus

étaient les suivants :

. 1
1. si fel, Sn(x,f) = o(log n) p.p. (Hardy )
. 2
2. Si f eL5, Sn(x,f) = o(/Tog n) p.p. (Kolmogoroff-Seliverstoff
1925, Plessner 1926).
3. si rerP S (x,£) = /p i
. (X, o((log n)™"%) p.p. (Littlewood-Paley 1931).

La cohérence de ces résultats et la grande difficulté du dernier avaient fait
penser aux spécialistes qu'ils étaient vraisemblablement les meilleurs possibles.
D'ol un scepticisme, justifié jusqu'il y a quelques mois, & 1'égard des démons~

trations proposées de 1'hypothése de Lusin.

1 s'inscrivent les résultats de Carleson :

. + +8
1. 88 fllog e e 1t (5 > 0), Sn(x,f) = o(log log n) pe.p.

2.8i felf (p>1), 8, (x,f) = o(log log log n) p.p.

3.8 fe L2, Sn(x,f) est convergente p.p.

Quoique le manuscrit de Carleson soit assez court (37 pages), les démons-
trations sont ardues ; on se bornera ici & donner une idée assez compléte de
celle du premier résultat, et trés partielle de celle du dernier, Les estimations
en o résultent trés facilement d'estimations en O, et la convergence d'une es~
timation en 0(1) ; il s'agira donc d'obtenir pour Sn(x,f) des estimations en O

hors d'un ensemble de mesure petite.

Le dernier résultat de Carleson est définitif : pour chaque p > 2, les ensembles
de divergence des f ¢ 1’ sont exactement les ensembles de mesure nulle 3 il en est
de méme pour les fonctions continues. Les principaux problémes qui restent sont les
suivants :

1. Est~il vrai que pour toute f € Ll on ait Sn(x,f) = o(log log n) P.p. ?

2. Est-il vrai que pour toute f € 193 (p > 1) 1la série de Fourier converge

PeDe ?
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SOMMES PARTIELLES DES SERIES DE FOURIER

Le méthode de Carleson

Au lieu d'étudier les sommes partielles (2), on peut étudier

(-]
. A i
)' £ elmx
m
n

ou aussi bien la transformée de Hilbert de f(x)e ***, Pour simplifier, on
suppose f réelle, ce qui permet de prendre n > 0. On prolonge f par pério=
dicité et on pose

2n £t e-int

(3) s(x,n) = at  (x e(=-m,7]).
-on x =t

si s(x,n) = O(w ), on a aussi S _(x,f) = O(w ).
n n n
Plus généralement, pour un sous-intervalle w . de [-2m,2n], on pose

-int
(4) s(x,n,w’) = J’ Eiilg—%z- at .

R
w

Dans la syite, la longueur de d* sera de la forme

|w?] = bn,2™9
a > . ' S as . J=1
51 nlw | est multiple de 2w, c'est-d-dire n multiple de 2 »
on dit que n est adapté a 0 .

Lorsque x est plus prés du milieu de W que des extrémités on dit que x

. . . . * *
est strictement intérieur & w , ou que w entoure x. Dans ce cas, (4) est
nt ..
, convenablement définie.

majoré par la transformée de Hilbert maximale de f£(t)e >

Cette derniére remarque ne sera utilisée que pour n = 0, et tous nos efforts vont

tendre & nous ramener, par étapes, a ce cas.
N-1 _N
2 ]

On commence par se donner un entier N, et on se restreint aux n ¢ [2
On définit (et c'est trds laborieux) un ensemble exceptionnel XC[=m,7]. Pour

x ¢ X, on définit une suite finie de couples (nj,d;) de sorte que
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L J
1°) n =n, w, = -2m,om
2°) W wr t wy ure j
P (:: jo1 et ous ento x (§=1,2,004)

3°) n, soit adapté a d; (i =1,2,400)
4°) le dernier des n, soit nul, soit n =0,
Pour majorer s(x,n), on écrit
L E_J
s(x,nj,wj ) = s(x,nj,mj+l )+ Rj(x)

(5)

in.x in

..X
e 9 s(x,nj,w;;l ) =e J+1 s(x,nj+l,w;;l ) + Sj(x)
et par conséquent
v=1
(6) |s(x,n)] h z (IRJ(X)I"'ISJ(XH) + |s (X.O.w:)!
J=0

On s'efforce simultanément de rendre la mesure de X petite et le second

membre de (6) pas trop grand.

Ce schéma vaut pour les trois théorémes de Carleson. C'est la définition de

X qui change d'un cas & l'autre. On va donner la construction de X dans le

~

premier cas (en se restreignant, pour simplifier, & f € Lp, p > 1) et obtenir l'es=-

timation en O(log log n). Puis on indiquera les idées nouvelles qui permettent

de conclure dans le cas f ¢ L2.

Les principaux lemmes.

. o -~ *»*
Lemme 1. Soit f € Ll(d“), X un point strictement intérieur & o . En
* .
désignant génériquement par o un sous-intervalle de w qui entoure x, la

mesure de 1l'ensemble des x € w  tels que

f!t!
(1) 53p IJO S a | > A

tend vers zéro quand Al >,

Classique (Zygmund I, p. 279).
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Lemme 2. Soit E¢ L (w ) , et o comme ci-dessus, La mesure de l'ensemble T

>
des x € w tels que
(8) sup|J* B ge] > allell,
o w \g

satisfait &

(9) mes T < C e~ [w™]

( C désigne une constante absolue grande, et c une constante absolue petite ;
on pourra éventuellement les modifier, d'une formule & 1l'autre, pour que toutes
les inégalités déjd écrites soient valables).
C'est un théoréme du type maximal de Hardy-Littlewood (Zygmund I, p. 155).
Lemme 3. Soit @ un partage de @ en sous-intervalles W Soit t,

le milieu de w_, et
x 2
o | -
(10) alx)=f ——F—s  xcu .
(x-tK) +|wK'

Le mesure de l'ensemble V des x € o tels que
(11) A(x) > A
satisfait &

°

(12) mes V < C e~ [w’]

Carleson donne une preuve assez simple, utilisant le fait que, pour toute

fonction sommable g on a :
IA(x)g(x)dx =7 lexlg(tx’lwxl) .

g(x,y) désignant le prolongement harmonique de g dans le demi-plan y > O.
Lemme 4., Soit @ un intervalle, et ¢ € Ll(E) On pose

(13) Y(I”¢)=Y(5)=; sup IJ ¢(t)at| .

a B e I}
a) pour toute fonction g & variation bornée sur &, on a

(1h) T%r IS gl z ¢(@) (V(g) + min |g(t)])
ten
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c) si w' est un sous-intervalle de g ,
(15) (@ L yan

d) si les E’k forment :xl partage de @ ,
(16) (@) < sup v(w).
Calculs élémenta:’.{res.
Lemme 5. On pose ici

(A7) y(n,8) = y(@,e(t)eint),

si f e Lp((—u'), 1l <p <2, le nombre des n adaptés & w tels que

(18)  |v(n,w)| >®
!
ne dépasse pas Kb 1 % + i, <1, K =K(f,q") ).

En effet, prenons pour simplifier Tn‘=[-1r,n] ; alors les n sont

des entiers ordinaires, et, d'aprés leg définitions (13) et (17), on & :

£
— A 1+
(19) ~y(n,w)s |f | + 2 ) mal o,
= '"n m
m#F0
Dans le second membre on a la convolution de T et d'une suite qui appartient

3 pour tout € > O, Comme, pour %+ i= 1,

q
(20) (DI IDY g llell,  (Yows),

A

on a
(1) (] Iva,® )Y cxllell, (2 > a)

d'ol le résultat.

Les ensembles exceptionnels

1. L'ensemble S ; les intervalles w et W .

On considére tour & tour les intervalles [-7,0], [O,n] » (=7 %],

L)

- = 0y,1ly000

oV (v [ Rl ] )a
. P P ¥ , .

qu'on désigne générlquement par w . On des:Lgne generlquement par w la réunion

- %: o], [0, g]- [g,“] s [-N,-%—T-r_] s ses s de longueur

de deux w égaux et adjacents ; en particulier :
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SOMMES PARTIELLES DES SERIES DE FOURIER

(22) w:= [-2m,2n] .

On donne A_ > 1, On définit S comme la réunion des w tels que

(23) T y [2]? > Aor || P
[ -%

P - .
et S comme la réunion des w correspondants. On peut construire So comme
une réunion de w disjoints satisfaisant (23), donc

1 3
by N mesS<x.
o o

(24) mes So <

De plus, pour tout w. non contenu dans S, on a

(25) ' ‘l’l f* HEEEN J’"lf!p

2, L'ensemble V,

C'est l'ensemble des x ¢ [-‘n,ﬂ] défini au lemme 1, formule (7)

L R J . .
(w =w6). Sa mesure est petite si )‘l est grand.

>
3. Les partages Q = QN(n,w ).
Avant de @éfinir les autres ensembles exceptionnels, quelques constructions sont
. 200N had
nécessaires. N désigne un entier fixé, grand, n un entier adapté d w , et on

‘suppose w* non tontenu dans S,
On définit une suite b, trés rapidement décroissante
(26) b = 2(2m0)1/P| |£] |p 2‘9k (k = 0,1,004).
Comme, d'aprés (25), on a
(1) vn,d™) g @m )Pl
il existe un k = k(n,0) tel que

(28) v < y(n,w) < b

k+1
- > P s .
8i k(n,w ) = 0, on définit Q comme 1l'ensemble des w de longueur Eﬁ- contenus

dans w*. 2

fiA

ko

- e, . o -~ 2 .
Si k(n,w ) 2 1, on considere tout & tour, par ordre de longueurs décroissantes

et de gauche & droite, tous les w de longueurs 2 l’ﬁ contenus dans w“ . Lorsque

w est une moitié de w" , le lemme 4 (formule 2 (15)) donne

(29) ¥(n,0) 5 2v(n,w™) s 2b 527 Tb

k-1
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Caivenons de dire que w est bon si
(30)  y(n,w) 2-3bk_l

et mauvais sinon ; (29) entraine que les premiers w sont bons. Au premier w
mauvais, on hachure 1'intervalle w double qui le contient (et qui, lui, est bon).
Au premier mauvais w non contenu dans l'ensemble hachuré, on hachure l'intervalle
w double qui le contient, et ainsi de suite. On définit 2 comme 1l'ensemble des
intervalles hachurés, et éventuellement des intervalles de longueur - ll-ﬁ- non
hachurés. Observons que tous les intervalles w hachurés sont bons,

mais que 1'une au moins de leurs moitiés est mauvaise, Donc, d'aprés le lemme

4 encore,

(31) v(n,w) > 2-hbk-1'

L, Les fonctions E(t) = EN(t,n,w*) et A(t) = QN(t,n,w*).

N, n, w. ont le méme sens que ci-dessus. Si w ¢ @, on définit
1 -int
(32) E(t) = ToT ‘fw f(t)e dt pour t € w.

D'aprés la définition de y(n,w) ((13)et (17)), on a

(33) |E(t)| < y(n,w) pour t ew.

Donc, d'aprés (30) et la définitipn de Q ,

(3)) Eer” (& et |[E]], < 27, -

A(t) est défini au lemme 3 (formule (10)).

5. Les ensembles W= WN A (n,w*).
H]

N, n, w ont toujours le méme sens, A est un réel positif. A partir de

0 , E(t), A(t), A , on a défini aux lemmes 2 et 3 des ensembles T et V,

* .. .
contenus dans w . On définit W comme leur réunion. On a donc

-CA lw«-l .

(35) mes W <C e

A

6. L'ensemble Y = Y.
N est fixe., On considére tous les couples (n,w*) possibles, ol w

. i
est la réunion de deux intervalles w adjacents de longueurs > —f et
2
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~

L J
n est un entier adapté & w . Pour chaque couple, on & défini
e . .
k = k(n,w ) par (28). On pose maintenant :

-1/2 b1/2
k=1 o]

”*
et on définit Y comme la réunion des L (n,w ) correspondant & tous
’

(36) A = A(n,u,N) = é log N b

les couples (n,w ).

Le choix de A par (36) est destiné & obtenir une bonne majoration de

mes Y. D'aprés (35), cette mesure est majorée par
-C A *
(37) Czec |m I ’

la somme étant étendue & tous les couples (n“m*). Sommons d'abord
* -
lorsque w et k, donc A , sont fixés, D'aprés le lemme 5 et la défi-
- - Reat -~ g d
nition de k(n,w ) (28), le nombre de valeurs de n 4& considérer ne

—a!
dépasse pas K b_% (K = K(f,q")).

k+1

Donc (37) est majorée par
-t 210N bii{z bi/z -
(38) cx} booe Jw |

la somme &tant prise pour tous les k et y . Sommant par rapport & k,

on obtient
-2 *
(39) k' N |u| (k' = K'(£,0" 1))
”* . *

la somme étant prise pour tous les w ., Or, si l'on fixe la longueur de w ,

o
2 |w | < br, Comme il y a N+2 longueurs possibles, (39) est mejoré par
K"N'l, soit

-1

(kb0) mes Y £ K"N (K" = K"(£,q" 50 ).

En comparant (26)et (38), on voit que K' et K" sont proportionnels
- ' -
a Aoq /p' En conséquence, la mesure de Y est petite devant % quend Ao
est grand.

To. L'ensemble X.

C'est la réunion de S, V, et des YN lorsque N parcourt toutes les

puissances de 2, Sa mesure est petite lorsque Ao et Al sont grands,
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Les majorations

Beprenons les formules (3) et (4). Prenons pour N une puissance de 2,
et supposons

>
(k1) Iw*] ” gl% (les w sont définis p. 8).
v-1, 2 n
(b2) 27772 n £2° , n entier

R od
(43) x strictement intérieur a @ (voir p. b4)

et x £X

On va montrer que [s(x,n,w*)] ne varie pas trop lorsque 1°) on change
n en un entier pas trop éloigné 2°) n étant adapté & ¢ , on change w
en un certain intervalle plus petit, entourant toujours x, qu'on notera w (x)
(11 dépend en vérité de x, n et w ' ). On montrera aussi que y(m,m*(x))
est compris entre b et bk-l lorsqu'on a (28) et que m n'est pas trop

k
€loigné de n.

Premiére majoration

On a
inx - in(x-t)
(bh) e " s(xyn,w ) =£* £(t) —— at
donc
(45) einxs(x,n,w*) - eimxs(x,m,w*) =f* £(t)k(x=t)dt
w
int imt . i(men)t
- t l-
k(t)=ete = il 1et

On peut appliquer le lemme 4 (formule (1k4)) avec

o(t) = £(t) e~i0F
i(m-n){x~t)
g(t) = =2 X -1
On obtient
(46) Ieinxs(x,n.w*) -eimxS(xam;w*)l s

< v(n,w™) |men| 6] Log(c+|mn][u”] )
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3 3 ¥
En particulier, si |[n-m||w | S 2r ,ona

BT e ™ s(x,n,0™) = e ™s(xymu™)| < € y(nyw™)

Définition de w (x)

On suppose maintenant, outre (41), (42), (43), que n est adapté & w" .
On considére les w € QN(n,w*) tels que x soit & une distance de w inférieure
a g ; en d'autres termes, tels que l'un au moins des intervalles W , réunion
de w et d'un intervalle adjacent égal, entoure x. On choisit un tel w le plus
grand possible, soit w(x) , et on appelle w*(x) 1'intervalle & correspondant
qui entoure x (ou, arbitrairement, 1'un des deux & si les deux entourent,

c'est-a~dire si x est milieu de w ).

Propriété de w“}x)c
>
1. w (x) entoure x
2, wi(x) et o (x) ont en commun une extrémité. L'autre extrémité de

w (x) ne peut pas &tre intérieure & un w ¢ Q, car alors on aurait
|w] >Jw (x)] et diste(x,w) < J%L » contrairement & la définition de w(x).
Donc w (x) est une réunion d'intervalles du partage Q@ ; de méme pour
L ”*
W =W (x)-
L. J P

3. Soit zx e, w|<¢ w (x), et t, lemilieu de w  ; onea

dist.(x,wK) 2 J-‘lz . Donc, si t € w,  ,ona
2 1 2 1 2 2
(48)  (x=t)7 3§ (x=t )% 2 5 ((x=t )" +]u |%)

Seconde majoration

On suppose de nouveau n adapté a w* . Ecrivons :
(49)  s(x,n,w) = s(x,n,w (x)) + R(x).

Pour majorer R(x) , on 1l'écrit comme somme de deux termes

(50) R()=f* o E) g
1 6™ (x) xt °

(51) R,(x) = £(6)e ™ ™E(t) 4 s
2 w*\w*(x) -t
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N - . P
ol E(t) = EN(t,n,w ) est la fonction définie p. 8 (32).

-~ * Pl ” 3 (]
Comme par hypothése x ¢ LY (n,w ) ( A étant définie par (36)), (8) n'a
1]
pas lieu, c'est-d-dire que

(52) IR (x)] s AllE[],

D'aprés (34) et (36),
2-2

(53)  |R(x)] = (®

1/2
c k-lbo)

log N

Pour évaluer (51), on intégre par parties sur chaque w contenu dans

w*\d*(x). Comme, par définition de y(n,uw) et de E(t) (voir (17)et (32)), on a
B .
(54) ‘S (£(t)e" P E())at < 2|u|y(n,w0)
a

3

quand o, B € w, et que, par définition de @ , on a y(n,w) g 2" el

on a

- at
(55) |R2(x)| g2 2bk-1 u;é:% ‘[ z't

wed\w*(x)
donc, d'aprés (48) et la définition de A(x) p. 5 (10),
(56)  [Ry(x)]

Comme par hypothése x

2bk-l A(x).

A

* - .
e Wy (n,w ), on n'a pas (11), c'est-g-dire que
]

(57)  alx) g A
Donc
(58) IR, (x)] <% (b, b )2 log
2 =¢ k-1 0
En rassemblant (53) et (58), on & finalement

1/2

(59)  |R(x)] g ¢ (b _; B )" log N

Troisiéme majoration
Mémes hypothéses que ci-dessus. D'aprés le lemme L (formule (16)) et la

Lrq rd *
propriété 2 de w (x), on a

(60) y(n,w (x)) < sup y(n,o0)
donc (30) wed
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(61) v (n.w*(x)) < 2-3bk_1

D'aprés le lemme 4 encore (formule (14)), on a, pour tout entier m,

A

(62) [y(m,w™(x)) ¢ (1] (x)] Im=n|)¥(n, (x))

y(n,6™(x)) < (1+]6%(x) | lm=n|)¥(m, (x))

na

donc si, |uw (x)||m-n| g2m ,
(63)  y(mw'(x)) £,

L. J
si |wix)]| > 2—; » l'une des moitiés de w (x) est un intervalle hachuré,
2

pour lequel nous avons &tabli (31). D'aprés le lemme 4 toujours (formule (15)),

on &
(64) v (myu'Tx)) >27% .

Si de plus |m'~(x) |men| <27, (62), (63) et (64) donnent
(65) b, <¥lmwtx)) g b,

formule qu'on pourra comparer & (28).

L'estimation en 0 (log log n)

On exécute maintenant le programme tracé p. 3

Soit x ¢ X, N une puissance de 2, 2Nt Sn g 2N. La somme s(x,n)

(formule (3)) s'éerit s(x,n ,m:) (formule (4)) avec n =n, w:= [-2mar].

On définit

(o]

**
ko = k(no,wo )

par (28), puis on définit, pour j = 0,1,2,...

Wy = wlx) lorsque n = n, et Ml et
A .9 O
(66) nj+l = le plus grand entier s nj, adapté & :wj#-l

%
k§+l = k(nj+l, mj+l).

On s'arréte & la premiére valeur de j pour laquelle n. = 0, soit j = V.
Si lw; = -2—1;[ ona j= v, et, comme ]w;l diminue au moins de moitié &
chaque étapg, on a v <N+2, D'aprés (65), on a kj+l = kj-l (3 <v).
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8 1'on écrit (5), on a, d'aprés les majorations (59) et (47)

v=1 )

1/2
j=Zo le(x)| < ClogN - (Byb,)
Vel «©
j-zo’ |sj(x)| <c l% by

et enfin, coome x ¢ V, on a

(68) |s(x,00u, )| 5 A,

En écrivant (6), on obtient
[ 3 1/2
(69)  Is(x,n)| g A, *¢C }; by + C log N ; (by_sb.)

i/p
= A+ CAg ]]fllp log log n

et comme cette majoration vaut sur un ensemble X de mesure aussi petite qu'on
veut, on a bien, sous 1'hypothdse f e LP ,
(70) Sn(x,f) = 0(log log n) pop.

Une simple amélioration de 1'inégalité de Young (20) permet de remplacer
~ -~ 6 Pd
1'hypothése f € P par 1°hypothése f(log+f)l+ € Ll. L'étude du cas f € L

se heurte au fait qu'on n'a pas d'analogue de Young.

1

Cas f ¢ L2. Les idées naturelles

Pour eaméliorer l'estimation en O0(log log n), la premiére idée est de choisir
au lieu de (36) un A = A(n,w*) indépendant de N. Alors (52), (56), (57) permettent
au lieu de (59) une majoration indépendante de N, d'oll finalement O0(1) au

lieu de O(log N).

Malheureusement, l'évaluation (37) de la somme des mesures des ensembles
WN‘A(n,d*) constituant l'ensemble exceptionnel Y (p. 8 et 9) augmente alors
indéfiniment quand N tend vers 1'infini,

La seconde idée est de changer la définition de Y, en ne considérant que les
WN’A(n,d“) correspondant & certains couples (n,d*), de fagon que (37) soit
bornée quand N + «,
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Malheureusement, comme on s'en assure sur le simple exemple f = 1, la
définition des couples (n.,m.“) P. 16 (66) fait intervenir tous les intervalles
w, de sorte que, méme en restrelgnant le nombre des couples (n, u" (37) sera

toujours supérieur & N.

La troisiéme idée est de changer la définition des couples (nj;w“)
de fagon qu'ils appartiennent & un ensemble de (n,w ) pour lequel

la somme (37) est bornée indépendamment de N,

Malheureusement, si 1fon n'a que peu de couples (n,w“) & sa disposition,
les majorations (46) et (4T) seront inutilisables.

La quatriéme idée consiste & améliorer 1l'estimation de ]s(x,n,w“) |-|s(x,m,w‘)l
en s'inspirant du fait,bien évident sur l'exemple f = 1, que la restriction de f

.3
& w est somme d'un polyndme trigonométrique significatif (ici 1) et d'un reste
petit (ici 0).

En gros, ce sont bien 14 les idées naturelles que Carleson exploite (dans
1l'ordre opposé, naturellement), mais il y faut encore beaucoup de travail. On se

bornera dans ce qui suit & expliciter les polyndmes significatifs.

Les polynOmes de Carleson

On donne f ¢ L2(-ﬂ,1r), et b > 0. Pour chaque suite de segments WJ.
emboltés décroissants (wo =[=-7,T] , chaque wj a pour longueur -2—?- .
et wj +1 B8 uoe extrémité commune avec wj) on définit une suite de
polyndmes trigonométriques

(1) p; = p(-,wj.b)
de la maniére suivante : Py est la somme des termes de la série de Fourier de f
dont les modules dépassent b, et p:i +1 est la somme des termes de la série de
Fourier de la restriction de f—(p°+...+pj) a wj (elle ne contient que des
fréquences adaptées a wj) dont les modules dépassent b. Les polyndmes de Carleson

sont définis par
(12) Pj(x) = P(x,wj,b) = po(X)+-.-4:pj(x) (x € wj) ,

le signe + signifiant que les mondmes dans P. sont par définition ceux qui

figurent dans le second membre de (72) (par exemple, 2 # 1 HER
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A chaque x ¢ {-m,m ] sauf un dénombrable correspond une suite de w,
emboités contenant x, donc une suite de polyndmes P.. Soit A(w.) la

somme des carrés des modules des coefficients de P., et A(x) = lim A(w.). On a

J
m
(73) j Ax)ax =j 2]+ oo + flpz.‘ e
- w ° w. w. Jd
o 9%

g_ signifiant une somme prise pour les 2Y intervalles w, de longueur

9 21 . Donc (Parseval)
2J

m L} 2
(T4) A(x)dx ¢ f I£1c .
-T -T

Hors d'un ensemble exceptionnel Z = Z(b)

j-wn

(15) 2= {x | Alx) > b1}

le nombre de termes de Pj(x) ne dépasse pas b-3, et la somme des modules

de ces termes ne dépasse pas b2 (Schwarz) . D'aprés (TL4), la mesure de 2
ne dépasse pas b (j m If[z)llz.
-7

Les polyndmes de Carleson servent & &valuer
i * i >*
(76) ™ s(x,n,w ) - ™ s(x,muw )

plus précisément qu'en (46). En effet, pour évaluer (76), on y remplace tour &
tour £ par P et par f = P, et on ajoute. On s'arrange pour que

1°) y(n, d*; f - P) soit petit 2°) on ait un bon contrSle sur les termes de P
qui se trouvent entre n et m.

L'ensemble exceptionnel qui remplace Y nécessite une définition soigneuse,
qu'il serait trop long de donner ici. Essentiellement, on définit des couples
(n,d“) "permis" et on prend le réunion des WN,A (n,d‘) corresp:Pdants. La partie
réellement délicate consiste 4 définir ensuite les couples (nj,wj) de fagon qu'ils

s dent des couples permis.
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L'étude du cas fe IP (1< p< 2) se heurte au fait que, faute de
Parseval, on n'a pas d'analogue de (74) et (75).
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