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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n° 308 Juin 1966
OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
APPLICATION au PROBLEME de NEUMANN & DERIVEE OBLIQUE
(d*aprds L. HORMANDER)

par Louis BOUTET de MONVEL

Le probleme de Neumaun est 1'étude de 1'équation

Af g a 1'intérieur d'une variété & bord
X.f = u sur le bord

X étant un champ de vecteurs défini au voisinage du bord. Il n'est pas elliptique si

X peut devenir tangent au bord (seuf en dimension 2 ). Hormander le traite en le ra-
menant & un problime d'opérateurs pseudo-différentiels sur le bord. Ces opérateurs sont
définis et étudiés dans les § 1, 2 et 3 ; 1'application au problime de Neumaxn (dans un
cas trds simple) est faite au § 4.

§ 1. Opérateurs pseudo-différentiels.

I1s ont été introduits par Kohn et Nirenberg [ 4__7 comme raffinement des opéra-
teurs de Calderon-Zygmmd (cf. aussi /~7_7). Nous reprenons ici la définition de
Hormander /2_7,

Soient V une variété c® » P un opérateur linéaire contimu Cgo V) — COO(V) .

DEFINITION 1.~ P est un opérateur pseudo-différentiel si

10) I1 existe une suite so > s1..>sk> see —> = 00 de nombres réels tels que pour

toute f& Cgo (V) , et toute g=C®(V) , réelle, vérifiant dg £ 0 sur supp f , on

ait quand t —> 0 un développement asymptotique

oite P(f eitg) ~ EPk(f,g) t % .
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-S. . . S.
20) Le reste t (e '€ p(r &*8) - % B (£,8) Ky parcourt un borné de

c® (V) quand t—> @, et quand f et g parcourent des compacts (de fagon que la

condition dg #0 sur supp f soit vérifide uniformément).

Exemple 1.- Un opérateur différentiel & coefficients c® est un pseudo-différentiel

( oite P(f eltg) est alors un polyndme en 1t ).

Exemple 2.~ P est un opérateur régularisant (i.e. se prolonge en un opérateur con—
tim  B'(V)—> c¢®(V) , ou de facon équivalente : le noyau de P est une fonction
c® ) si et seulement si c'est un opérateur pseudo—différentiel, et les Pk sont tous
nuls,.

C'est nécessaire parce que si féc?(v) et dg ;4 O sur suppf , f e]'tg tend
vers 0 dans g' n plus vite que toute puissance de t .

Montrons que c'est suffisant : soit U un ouvert de V isomorphe & E° (nous
1'identifions & R® dans le calcul qui suit). Si f et ¢ appartiennent & cgo (v) ,
on a, avec (&) = ‘re_u'aﬁp(x) dx

fo = (L)“ [ 8 £(x) $(e) az .
2491
Done
1\ ix.&
P(fo) = (2_41-> fP(e *© 1£(x)) o() az .

5iles P sont tous muls, l'application & —> P(el'x'6 £(z)) € ¢®(V) est a décrois-
sance rapide, et 1'intégrale converge encore dans CP (V) pour ¢ € ¥'(U) (alors ¢
est majorée par un polyndme).

Bemarque 1.- Si h&E cg°(v) et h=0 sur supp £, la définition | appliquée & g~ h

montre que LY Pk(f,g)'l:sk est un développement asymptotique dans C% (V) . Comme
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

h est arbitraire en dehors de supp f , ceci n'est possible que si les Pk(f,g)

sont tous muls en dehors de supp f .

Le raisonnement de 1'exemple 2 montre alors que le noyau de P est une fonction

c® en dehors de la diagonale de VX V .

Remarque 2.~ Il est commode de remplacer P par l'opérateur P! construit comme suit :
soient 0.j un recouvrement localement fini de V par des ouverts relativement compacts
(on suppose V paracompacte), 9, =4 c:°(oj) une partition de 1'unité subordonnée & ce
recouvrement, et ‘*’3 GCgo(Oj) égale & 1 sau voisinage de supp 9y On pose :
P'(f) = ij P(f \l/j)

P' a méme noyau que P au voisinage de la diagonale ; donc il en diffdre par un opé-
rateur régularisant. En outre, il est contimu cgo (v) — C? (V) , se prolonge sentiifi-
ment C®(V) —> cP(V), et le développement asymptotique de la définition 1 est encore

valable pour f< P (V) .

Opérateurs pseudo-différentiels sur K- .

Soit P un tel opérateur. Nous le supposerons du type décrit dans la remarque 2.

Posons :

p(x,8) = e 1X& p(ei¥edy |

1]

.

C'est une fonction C% ; la définition 1 implique que pour & —> @ , on & un dévelop-
pement asymptotique
(1.1) p(x,&) v Zpk(x,é)
ou P est homogéne de degré 8. en .
La condition d'uniformité permet en outre de vérifier que B est C° sur
B x (B°-{0}), et

(1.2) (RS EF e - Zonmn = o™ Py (L w)
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uniformément quand x reste borné.
n
o 1 ix.& 2 .
Enfin si fe& Cgo ,ona f= (-Z?T-) f 1% £(2) a2 (intégrale convergente
dans €% ) ; il s'ensuit :

(1.3) ) = (=] [ a2 e .

Réciproquement, Hormander montre que si p(x,Z) est une fonction C®° arbitraire
sur E°X B, vérifiant les conditions asymptotiques (1.1) et (1.2), 1l'opérateur P

défini & partir de p(x,&) par la formule (1.3) est pseudo-différentiel. On trouve

(1.4) o1t p(r o1%8) ny 0%{ ocl'_ ( 7?2 )a Pk(x'tax) (¢ eithx)

avec 2 =grad g(x) , b (y) =ely) - glx) - <y -x,¢ >
( « parcourt 1'ensemble des multi-indices ; on a posé D* = (-1{ 7?——)« ).
x

[ Remarquons que hx s'annule & l'ordre 2 en x ; le terme général écrit est

donc somme de mondmes de degrés < 8, - \-;:‘-l en t ; et le développement (1.4) est bien

du type décrit dans la définition 1._/
Nous appellerons symbole de P 1la série formelle o (P) = Z pk(x,é) , partie
principale de P 1le premier terme po(x,é) (on a donc

. . s
o~its P(f eltg) ot ° po(x,grad g).f ), degré de P 1le degré s, de po(x,é) .

I1 existe toujours un opérateur pseudo-différentiel admettant un symbole donné
& pk(x,é) (parce qu'il existe toujours une fonction p(x,&) vérifiant (1.1) et (1.2),
ou le développement asymptotique est arbitrairement donné - la démonstration est analo-

gue & celle du théorime de Borel)
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

§ 2. Propriétés des opérateurs pseudo-différentiels,

10) Ce sont des opérateurs de Calderon-Zygmund (cela se voit sur 1'expression intégrale

(1.3)). En particulier si P est de degré s, »et 9,9 E cg"(v) » OPY se
-5
prolonge en un opérateur continu H_ioc(v) —> H () .
( H.ioc(v) est défini localement en transportant par isomorphisme 1'espace de
Sobolev HS(R®) ).
2°) Si P et Q sont deux opérateurs pseudo-différentiels, 1'un des deux étant du type
décrit dans 12 remarque 2, P o Q en est un aussi.(On le voit en composant des dévelop-

pements asymptotiques :

TERE ) v 2 @, () te) (1> w) )

Sur R®, en appliquant (1.4), on voit que P o Q & pour symbole

(2.1) c(PoQ) = Z. —1—(

a,k,0 «of

=

752)“ pk(x,é).l): qe(x,é) .

3°) Si P est un opérateur pseudo—différentiel, son transposé tP en est un aussi. Sur

R? , lL'P a pour symbole

(2.2) o'n) = 2. L (RV g e

yk !

(Nous le vérifions quand P = xplP1 ou ¢ ec® , et P1 est la convolution par une dis-

tribution T . Alors 1;P = tP1.w , et 1;P1 est la convolution par la symétrique de T .

La formule (2.2) résulte alors de (2.1). Le cas général se raméne essentiellement 3
celui-ci.)

De méme l'adjoint de P est un opérateur pseudo-différentiel. Sur R° , P a
pour symbole

(2.3) o(F¥) = 'k = (,dﬁx 5(x,&) .
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4°) Opérateurs elliptiques :

On dit que P est elliptique si O‘O(P) ne s'annule pas, P possdde alors une
paramétrix : il existe un opérateur pseudo-différentiel E (du type décrit dans la re-
marque 2) tel que PoE-1 et Eo P -1 soient régularisants. (La formule (2.1)
donne une condition nécessaire et suffisante sur le symbole de E! (resp. E") pour
que celui-ci soit une paramétrix & gauche (resp. & droite) de P ; elle permet de le
calculer effectivement si o o(P) est inversible., Enfin E' o P o E* différe de E!
et de E" par un opérateur régularisant ; donc E' et E" ont mdme symbole.)

Nous terminons ce paragraphe par deux sutres développements asymptotiques (on sup-
pose U =R"),

59) Régularisation :
P désigne un opérateur pseudo~différentiel de degré s, » Soit ¢& Cgo (") une
fonction positive, d'intégrale 1 . Posons ¥ = 1; (p(é) .

Pour toute f < B (R®) , & support compact, [P(@e *f) - ¢ * P(f)]) parcourt

s-so+1
un borné de Hloc quand € —>0 .,

(La démonstration résulte essentiellement du fait que c'est vrai si P est la mul-
tiplication par une fonction €% , et aussi bien slir si P est un opérateur de convo-

lution).

6°) Symbole local.
Hi désigne 1'homothétie de centre x et de rapport t . Si P est un opérateur
pseudo-différentiel, de symbole 2, pk(x,é) , on aquand t —> oo un développement

asymptotique dans C%°(RP)
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.2 .2
(2.4) Sz'é(f)=H: e-lt X.& P(elt X.& H];/t f) ~
28 - lo+ gl . 6
t 2 —e— e .
” 02;1 ol F! (5::) (’dg) Pk(xvﬁ)(y )* P £
Démonstration.

On peut toujours supposer P défini par la formule (1.3). Un changement de varia-
ble dans 1'intégrale montre que
n
b _ (1 f i(z+y). y .2 A
Oy = (L) [e U+ L, e en) B an .
On met alors le résultat en évidence en coupant 1'intégrale en
I'VU >§ lel + j i< ; |&] , et en utilisant les formules (1.1) et (1.2) et un

développement de Taylor de P , ce qui donne quand t —> o
2s. o
7,2 (2 (2 k() ( 1)\
pr+ iy ety a,ZP,i'c a!F!(Qx) Bz B(%e)t (t) (t) .

Si Ty désigne le reste du développement & 1'ordre -N , on vérifie que tNrN reste

borné dans % + On peut donner des estimations plus globales : par exemple si P est
de la forme ¢P'y ou ¢, ¥ sont & supports compacts, tNrN reste borné dans

E°(R®) pour tout s » et toute fe& C:o(Rn) .

Bemarque.- La définition 1 s'étend sans modification aux opérateurs sur les sections d'un
fibré (3 valeurs dans 1'espace des sections d'un autre fibré). Toutes les formules ci-
dessus restent valables (avec quelques modifications évidentes), La partie principale

du symbole s'interprete comme section d'un fibré d'applications linéaires sur le fibré

cotangent & V .
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§ 3. Inégalité sous-elliptique.

Hormander 1'étudie dans [ 3_7 pour les systémes d'opérateurs pseudo-différentiels.
Nous traitons ici le cas d'un opérateur numérique (il est plus simple), d'aprés un exposé
de A, P. Calderon (Paris, Janvier 1966).

Nous ne considérons dans ce paragraphe que les opérateurs pour lesquels les degrés

8 qui interviemnent dans la définition 1 diffirent tous par des entiers (la formule

(1,4) montre qu'il en existe ; et tout marche pour ceux 1la comme dans le cas général).

Soit P un tel opérateur.

DEFINITION 3.1.- On dit que P est sous-elliptique si pour tout ouvert borné U de v

il existe une constante c¢ telle que

(3‘1) ‘f‘s _ 1/2 é C(‘Pf

U!s-s + ]fjs_,l) pour supp £<C U .
o

S, désigne le degré de P , PfU la restriction de Pf a U, ‘f |s désigne la

norme de f dans ind (peu importe la norme choisie).
Remarquons que si E est elliptique, Po E et E o P sont sous-elliptiques si
et seulement si P 1l'est (comme E possdde une paramétrix, on a

!fls < c(lr»fU y + lfls_,‘) quand supp £C T , s:) désignant le degré de E , ot

is—s
o
¢ une constante convenable). Il s'en suit que 1'inégalité (3.1) est vraie pour tout

N 1
s si elle l'est pour un., Et on pourra toujours se ramener au cas ou P est de degré 5

Nous domnons une condition nécessaire et suffisante pour que P soit sous-ellip-

tique : posons
¢ = 2 [¥P.2p]
P* désignant 1'adjoint de P (on se donne une mesure positive sur V pour définir

P* ; de toute facon le résultat final ne dépend pas de la mesure choisie).
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Sur B", la partie principale du symbole de C est

D °p °p
(3.2) e (z,8) = 1(Z, 7z, kao -5%21)@;) = 2 @{73';]3 .

TEF:K)R%ME.— P est sous-elliptique si et seulement si

(3.3) co(x,ﬁ) >0 quand po(x,é) =0, E#o0.
Remarquons que 1'assertion (3.3) ne change pas si on compose P avec un opéra-
Rep Qerp _ ’ai)— @P
teur elliptique (ona J, — 20 _90 _ o, 2, _0 "o si p =0 ), Pour 1la

démonstration, nous pourrons donc supposer V = E® (la propriété & démontrer est loca-

dans la formule (3.1).

LM R

le), P de degré %,et s =

C'est nécessaire : nous appliquons (2.4) & P' =Ry , ot ¢ E cgo et ¢ =1 au

voisinage de x , en remarquant que 1'adjoint de 1*homothétie HJ_: est t° Hf /t « On a

donc

.2
[ P,(elt X. & HT
/t

et on sait que si po(x,i) =0,

n/
O, =t |sPe

) —

¢ f(y) = 276% po(x,é) Df + P %%—k po(x,é).(y - x)k f +
ou r reste borné dans La(Rn) quand t >0 si fecg"

Comme ;g I tend vers O quand supp g tend vers x s ON 8
-1/, /18lo

2 n/.
elt X & HT t 2 [ fl P,(elt X & HT £
/glo /t o
pour t assez grand. A la limite, on en déduit
(£], < cla(®) £+ B(y) £| . pour toute £ & ¢

(avec A(D) = 2, ;‘%—k Po(xyé) D, B(y) = 2, -,é%; po(x,é) Yy ). On sait (inégalités
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2

de Trdves) qu'une telle inégalité a lieu si et seulement si 2c¢° Im B(A)>1 (A dé-

signe le vecteur de coordomnées r-a@é—k ‘p;(x,é) ) (cf. par exemple /1_7, chap. VIII, § 1).
Comme Im B(R) = co(x,&) , la démonstration est achevée,

C'est suffisant : soit U un ouvert borné de B° , et ¢ € cg° égale & 1 au
voisinage de U . Posons :
P' = ¢Rp = M+ iN
ou M et N sont auto-adjoints. Alors,
¢ = 15 [e*,p] = i[HN)
a méme symbole que C au voisinage de U.Ona:
,P'f!i = (p*prf | £)

2
IHflo + leli + (crflf) o

Désignons par J 1l'opérateur pseudo-différentiel

i) = (%r-)n [ et (14 !5[2)—1/2 B(z) az .

On a donc (g|Jg) = |g,21/ pour g< Cgo . On sait que pour tout % , on a avec une
/2

constante c(t) convenable

lely = ¢laf?, - o) lg[’, -

Comme M et N sont de degré 1 /2 , on en déduit avec une autre constante

Y , 2
B3 flo > (kflf) - ¢ (t)|f]_1/2
avec K = t(MJM + NJN) + C' .,

K a pour symbole principal ko(x,é) = -‘?t‘- lpo(x,é)|2 + ¢(x,&) sau voisinage de
U. Pour t assez grand, cette quantité est > 0 , et K coIncide au voisinage de U
avec un opérateur de la forme 'L+ J1/ 2BJ1/ 2 , ou L est elliptique d'ordre O ,
R d'ordre O . On a alors pour supp fCU

(&e|f) = (Lf]Lf) + (RJ1/2flJ1/2f) = °(|f|§ = lfli/z) *
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Ces deux dernidres inégalités impliquent (3.1).

Nous terminons en indiquant quelques conséquences de la sous-ellipticité.

=5 s-1/o
1°) Si P est sous-elliptique, et f& &', PFEH implique fE€H ( s,
désigne le degré de P ). (En utilisant le § 2, n° 5 (lemme de Friedrichs), on voit que
1/ 1/, +
f*cpe reste borné dans H donc fE€H si fEH et t<Las=-1,)

En particulier le noyau de P ne contient que des fonctions C°° « 81 V est

compacte, (3.1) montre qu'il est de dimension finie.

8~38
2°) L'inégalité (3.1) implique que pour tout X €&V et toute g<H ° & support
s-1
assez voisin de x , 1'équation tor = g & une solution dans H ¥) . (Nous dirons

que tP a la propriété d'existence sous-elliptique.)

Au contraire si co(x,é) & 0 en un point ou po(x,é) = 0 , Hormander montre en

construisant des solutions approchées que

3°) Aucune inégalité du type |f]|_ < c(]Pf|, + |f|_ ) n'est vraie. I1 n'y a donc pas
s t SeT y

de théordme de régularité pour les solutions de P .

4°) Pour tout voisinage U de x , tP(\cf,') N c:o (U) est un sous-espace maigre (au

sens des catégories de Baire) de CZO(U) . I1 n'y a donc pas de théordme d'existence

pour tP o
Notons que % est sous-elliptique si co(x,é) £ 0 quand po(x,é) =0, 8 #0.
Nous ne donnons pas ici d'autre indication sur la démonstration de ces deux der—

nidres propriétés, pour lesquelles nous renvoyons & [ 3_7, (cf. aussi [ 1_7 ch, VI, et

L5
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§ 4. Application au probldme de Neumamn & dérivée oblique.

Nous la donnons dans le cas du Laplacien ordinaire, sur une boule fermée B de
bord S dans R%.

Soit R : C®(B) X ¢®(s) —> ¢®(B) 1'opérateur qui résout le problime de Diri-
chlet. On a

R(g,u) = G(g) + K(u)
ou G est l'opérateur de Green, et K 1le noyau de Poisson. On sait que R se prolonge
pour 82> 1 en un isomorphisme HS-Z(B) X HBJé(S) Mo B(B) .
Composons R avec 1'opérateur du probldme de Neumsnn f —> (Af,Xf) (Xf dési-
goant la restriction & S de la dérivée de f en question). On obtient 1'opérateur

P : ¢®(B) x C®(s) —> ¢®(B) x c®(s) , de matrice triangulaire
1 0
P =
XG XK
s~3/.
XG est continu R°(B) — E 2(S) pour tout s> 2 .

Si on transporte le problime par inversion, K devient le noyau de Poisson ordinaire
sur le demi-espace xn>/ 0 :
n-1 -x_| &'
1 ) f ixt, &t n A
Ku) = |— e e ul&') d&* .
() (zﬂ (&)
On voit sur cette expression gue @i Ku(x',0) = =I(u) ol I est 1'opérateur pseudo-
X

n
différentiel

D=1
(1 ixt, & -
) = (5k) [ e e e .
I1 s'en suit que XK est un opérateur pseudo-différentiel sur S , du type étudié au
§ 3. Si on écrit

X = X' +aX
n

ou X' est tangent & S , et Xn est le vecteur normal unitaire intérieur, on voit que
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Q=XX=X'+ a.Xn.K a pour symbole principal
qo(x',é') = iX', & - a &'} (x* désigne le point courant sur S)
celui-ci s'anmmule pour a(x!) =0, &' L X'(x') :

(En particulier qo ne s'ammule pas si a ne s'annule pas ; le problime est
alors elliptique).

Enfin C =% [Q*,Q] a pour symbole principal (cf. (3.2))

c (x',&") = In[grad,, [-iX'.2' - al&'] . gred, [ixw.e' - a(1]].
Pour qo(x',é') =0 (donc a(x') =0 ), cela donne

e (x',&') = Im [~iX'.grad ,(iX'.&' - a{&'])] = (X'.gred a)l&'| .

Nous pouvons donc conclure : Q est sous-elliptique si et seulement si a(x')

n'a que des zéros simples, et si sur la courbe a =0 X' pointe dans la direction

a>0.
s-3/2 ' g1
Alors, Af€E"2(B) et Xf€H  (S) impliquent £E€H /2(3) .
En particulier f est ¢® si Af et Xf 1le sont ; et 1l'espace des f telles

que Af =0 et Xf =0 est de dimension finie.
Par contre 1'équation Af =g, Xf =u n'a pas de solution en général,

Si au contraire & n'a que des zéros simples et X' pointe dans la direction
1
Sem
a< 0, le problime "a des solutions" (1'image de H 2(B) Tecouvre un sous-espace
. . . ‘. 52 5=/
fermé de codimension finie de (B) x H (8) pour s> 2 ) mais on né peut prou-
ver aucun théordme de régularité. (C'est per exemple le cas si X est wn champ de vec-

teurs constant.)
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