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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n°® 305
Février 1966,

NOMBRES TRANSCENDANTS

par Serge LANG

Nous commencerons par le résultat le plus simple :

4 \
THEOREME 1. Soient 81, %Z des nombres complexes, linéairement indépen-

dants sur Q, et z, (v=1,2,3) &galement complexes, et linéairement indé-

pendants sur @. Alors l'un des nombres

B, z, B z
1 %v 2 Ly
e y € (v=1,2,3)

est transcendant.

Avant de démontrer le Théoréme 1, nous en donnerons gquelques corollaires.,

COROLLAIRE 1. Soit g complexe, et supposons qu'il existe au moins trois

nombres algébriques # O multiplicativement indépendents a (v =1,2,3) tels

8 i 2 - .
que les @, soient algébriques. Alors B est rationnel.

Démonstration. Supposons B irrationnel. Posons B = 1 et By = Bs

z, = log a . On applique le Théoréme 1 directement.

COROLLAIRE 2, Soit y réel, et <~ algébrigue pour tout nombre rationnel

positif x. Alors y est rationnel,

COROLLAIRE 3. De tous les nombres 2" , 3" , 5™ , ... au plus deux sont
algébriques.

(Le corollaire 2 répond & une question qui m'avait été posée par Serre.

~

Voir la fin de cet exposé & ce sujet,)

Le Théoréme 1 dit qu'il existe au plus deux exceptions & la transcendance

de uB « I1 peut y en avoir une :
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S. LANG

On voudrait bien réduire d'une unité le nombre 3 dans le Théoréme 1,
mais il semble que cela soit nettement plus profond. Le Théoréme de
Gelfond-Schneider dit que si a, B sont algébriques, ¢ # 0,1 et B

irrationnelalors il n'y a pas d'exception, uB est transcendant,

On m'a fait remarquer que le Théoréme 1 peut €tre considéré comme
corollaire d'un résultat de Schneider [5] , et que Siegel le connaissait
(cf., Trans. AMS, 56, 1944, p. 455), Néanmoins, ce théoréme n'apparait pas
explicitement dans la littérature (par exemple dans les trois livres sur les
nombres transcendants [2] , [61, [7] ), alors qu'il mérite certainement

d'8tre mieux connu. Bien entendu, il apparaitra dans le quatriéme !

Nous allons maintenant le démontrer, et cela par la méthode classique
de Gelfond-Schneider, sauf que 1'on s'en tire sans équation différentielle,
et que la démonstration s'en trouve simplifiée au point d'€tre complétement

triviale.

Supposons que la conclusion du théoréme soit fausse, et soit K une
extension finie de @ contenant
z 2z
Bl v B2 \Y
e , €
pour v = 1,2,3. Pour simplifier, nous supposerons que les valeurs ci-dessus
sont entidres. Le cas oll elles sont dans un corps de nombres se traite de
1z méme manidre, faisant intervenir de la technique triviale de nombres al=-
gébriques.

Soit n un entier qui tendre vers 1'infini, et qu'on suppose gtre un
carré., Posons r = (hn)3/2. On peut trouver des entiers 8 non tous nuls

tels que la fonction )
r iB.t JB,t
F(t) = ..Z 8 e e
1,3=1

408



NOMBRES TRANSCENDANTS

. P : = < <
alt un zéro en chaque point k.z klzl + k2z2 + k3z3, avec 1% k,= n.

Ceci revient & résoudre des équations linéaires en r° variables, avec

3

r2 = (hn)3. Le nombre d'équations est égal & n~ , et les coefficients

sont les valeurs

1Bl(k.z) JB2(k.z)

e e
qui sont des entiers, dont la valeur absolue est g c™ avec une constante
C. Un lemme simple de Siegel dit que dans ces conditions, on peut résoudre

non-trivialement les &quations linéaires, avec 85 du méme ordre de

~

- . rn
grandeur que les coefficients, & savoir C

Comme 8., 62 sont linéairement indépendants sur @, la fonction
F n'est pas identiquement nulle. Soit s 1le plus grand entier tel que
F(k.z) =0 avec 1 Sk, Ss. Soit w =k.z avec l'un des k, = s+l tel

que F(w) # 0. Alors F(w) est entier, et
12 [F(w)] .

D'autre part, on a

Flw) = —F(t) M(wek.z)

m (t-k.z) t=w

les produits étant pris sur 1 g kv < S. On emploie le principe du
maximum sur le cercle de rayon R = 53/2

3
est d'un ordre de grandeur CrR_S ¢®  alors que le quotient satisfait

. Alors F(t) sur ce cercle

a la borne
max M |w-k.z| < r;
|t] =R T |t=k.z| S87/2

AussitSt que n est suffisamment grand (et donc aussi s) on a une

contradiction.
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On voit immédiatement que la démonstration ci-dessus ne fait intervenir
que certaines propriétés triviales des fonctions entiéres, et la loi de
groupe algébrique de 1'exponentielle. En outre, formellement, la démonstra-
tion fait intervenir deux fonctions algébriquement indépendantes f, g, &
savoir

B,t B,t

f(t) = e 1 et glt) = e 2

En conséquence, on peut démontrer de la méme fagon le théoréme plus général

suivant :
i 1N
THEOREME 2, Soit G _une variété de groupe linéaire ou abélienne, définie
sur un corps de nombres., Soit ¢ : C + Gw un_sous~-groupe & 1 paramétre, et

I' un sous-groupe de ¢ contenant au moins 3 &éléments linéairement indé-

pendants sur @ dans le cas linéaire, et 7 €léments linéairement indé-

pendants sur @ dans le cas abélien. Alors ¢(r) ne peut &tre contenu dans

le groupe des points algébriques de G que si ¢(€) est un sous-groupe
algébrique de Gge

En effet, on peut uniformiser 1'application exponentielle ¢ au moyen

de fonctions entifres ou méromorphes selon le cas, et essentiellement copier

la démonstration du Théoréme 1. Par exemple, dans le cas linéaire, on a
o(t) = § ¥ M/l

avec une matrice M qui donne la direction du vecteur tangent & l'origine

de 1'exponentielle ¢ . Dans ce cas, ¢(t) est une matrice
o8] = (1;,(8))

ol les £ sont entidres d'ordre 1. Si ¢ ne paramétrise pas un sous-groupe
algébrique de G, alors au moins deux des fonctions fij’ soient f, g,
sont algébriquement indépendantes, et on leur applique la démonstration en
question. Dans le cas des variétés abéliennes, on emploie les fonctions

th€ta, inventées exprés pour ga.
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On remarquera qu'il n'y a aucun besoin de normaliser 1'exponentielle,
i.e. de prescrire que sa dérivée 4 1'origine soit algébrique. Une telle
normalisation sert & réduire le nombre de points en lesquels la valeur de
1l'exponentielle est algébrique. Dans ce cas, rappelons qu'on a le théoréme

suivant, qu'on énoncera pour plusieurs variables CLJ .,

THéOREME 3. Soit G une variété de groupe algébrigue, linéaire ou
abélienne, définie sur un corps de nombres. Soit ¢ : Cd-* Gp un sous-groupe
& d paramétres, normalisé de telle facon que la dérivée ¢'(0) & l'origine
soit algébrique. Soit r un sous-groupe de Gd contenant au moins d points

linéairement indépendants sur €. Si ¢(r) est contenu dans le groupe des

points algébriques de G, alors ¢ est de dimension algébrique d, et ¢(Cd)

est un sous-groupe algébrique de dimension d.

Pour la démonstration, on impose en plus d'un tas de zéros, qu'ils

aient de hautes multiplicités. A part ¢a, c'est toujours le méme principe.

I1 serait bien entendu trés désirable d'étendre le Théoréme 3 sans
normaliser ¢ , mais en faisant l'assomption qu'on a un tas de points
dans I' linéairement indépendants sur @ (et pas seulement sur €). On
tombe alors sur 1l'analogue du lemme des trois cercles pour estimer une fonc-
tion entiére ayant beaucoup de zéros, dans le cas de plusieurs variables.
Comme une telle fonction admet toujours un diviseur de zéros, il faut alors
que les zéros soient raisomnablement distribués dans le cercle (i.e. le
polydisque), et on a donc besoin d'une condition d'approximation diophantien=

ne sur les vecteurs de ' en question., Cela méne & un genre de question qui

semble trés au deld de tout ce qu'on peut traiter aujourd'hui.

Remarquons enfin qu'on peut étendre l'argument au cas ol les fonctions
prennent des valeurs dans un corps de type fini sur @, & condition d'assu-
mer une mesure de transcendance sur ce corps. Cela donne des résultats 4'in-

dépendance algébrique. On procéde comme suit.,
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Soit K un sous-groupe de €, et supposons d'abord que
K = @(x) = Q(xl,...,xq) ol X)aeensXy sont algébriquement indépendants sur
@. Pour tout polynSme P & coefficients entiers,
px) = i iq
x) =) C(5)%y e Xy
posons |P| = max [c(i)| , et

gr(P) = max(deg P, log |P] ).

On dit que gr(P) est la grandeur de P, ou de P(x). On définit la
grandeur d'un €lément de K en le représentant comme quotient de polyndmes

& coefficients entiers, et enfin la grandeur gr(a) d'un élément dans une
extension finie de ®(x) par rapport & une base linéaire sur Q(x) , et des

~

coefficients de a relativement & cette base.

On dira que K & un type de transcendance < T (avec T réel > 2)

si pour tout a ¢ K, a # O, on a
- (gr(a))'<< log |a

(le signe << signifiant la m@me chose que "grand oh" dans la notation
usuelle).
La grandeur correspond & la hauteur (logarithmique) dans le cas des nombres

algébriques. On obtient alors la généralisation suivante du Théoréme 1.

VRN
THEOREME 4, Soit @(x) une extension pure de @, de type < T avec T

entier > 2, Soient BysesesB, complexes, linéairement indépendants sur

Q, et ZyseeesZy également, Supposons d > T . S5i m2 dr, alors 1'un

des nombres
B.z

eV (i=1,,00,d et v =1,.0.,m)

est transcendant sur Q(x).

On peut formuler et démontrer une généralisation pour les groupes
linéaires de fagon évidente, Pour les variétés abéliennes, on a besoin

~

en plus d'une estimation sur 1l'ordre de croissance semblable & celle qu'on
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a pour les valeurs algébriques (i.e. la quadraticité de Néron-Tate). On peut
lae vérifier explicitement pour le cas de dimension 1, mais je ne 1'ai pas
encore fait pour les variétés abéliennes. On notera que le type de démonstra~-
tion ici permet de travailler avec des invariants 8y &3 qui ne sont pas
forcément algébriques, contrairement au reste de la littérature. On voit bien
clairement dans le cas elliptique comment ces invariants interviennent dans la
formule d'addition. Pour les variétés abéliennes, définies sur une extension

transcendante de @ , cela pose un genre de probléme nouveau.

Bien entendu, pour appliquer le Théoréme 4, il faut savoir que certains
nombres transcendants ont un type bien déterminé. Les résultats dans cette
direction sont dus & Feldman [1] , puis Gelfond [2] . Feldman démontre par
exemple que m a un type de transcendance < 2+€ (En fait, quelque chose
de plus fort, mais passons.) On voit comment la théorie des nombres transcen-

dants est, par 18, purement inséparable de la théorie des approximations dio-
phantiennes.

Finissons par quelques remarques sur le cas p-adique. Dans ce cas, les
théorémes sont locaux, et les Théorémes 1, 2 se généralisent de fagon évidente.
Serre a remarqué que le cas p-adique (et 1l'autre aussi) ont des applications
3 la théorie des nombres algébriques, €.8. & la détermination des caractéres
des classes d'ideles d'un corps de nombres & valeurs algébriques. Il montre
comment ce probléme se ramdne & un cas du Théoréme 3 ol les vecteurs tangents
sont des vecteurs de logarithmes de nombres algébriques. C'est précisément le
cas difficile, sauf en dimension 1, qui est couvert par le Théoréme l. Rappe-
lons aussi que le cas p-adique de transcendance, ou plutdt d'indépendance
algébrique de logarithmes p-adiques de nombres algébriques multiplicativement

indépendants, montrerait la non-nullité du régulateur p-adique de Leopoldt.
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