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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n°® 302

Février 1966

PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES ET PRINCIPE
DU MAXIMUM.

par Philippe COURREGE

Reprenant un résultat de Wentzel (voir Wentzel [9] et Ueno { 7]), on
décrit, relativement & un opérateur elliptique du second ordre & coefficients
continus, les problémes aux limites donnant lieu au principe du maximum (voir

en 0.5 ci-dessous). Pour un exposé plus complet, on renvoie & [2] .

$0 - Position du probléme.

0.1- Dans toute la suite, on désigne par M une variété & bord compacte et
connexe de classe C et de dimension n (n 2 1), et pax &M son bord

(supposé non vide).

On ne considére que des cartes locales (U,X) de M pour lesquelles
XU) < Rt = {Z]Z e RS et 2zt 20} de telle sorte que, au voisinage du bord,
c'est la coordonnée x* qui le définit : x e WM& x € U et xl(x) > 0.

Les espaces C(M) = C°(M) et C(3M) = C°(3M) sont toujours munis de la

norme uniforme || Hw .

On désigne, par ailleurs, par P un opérateur différentiel du second ordre

sur M & coefficients réels et continus : ainsi P applique Cz(M) dans
C(M). Notant & la partie principale d'ordre 2 de P, on fait, une fois pour

toute ici, sur P les deux hypothéses suivantes :

(A) P est fortement elliptique en ce sens que, pour chaque x € M, et chaque

L]
w E T]'[(M) (espace cotangent en x & M),
w#E 0= ﬂx(w,u) >0

(B) La fonction continue a = -P1 est 3 0 sur M,
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P. COURREGE

0 .2-0n appellera domaine de résolution tout sous espace vectoriel U de

1'espace Cz(M), dense dans C(M) (pour la topologie de la norme uniforme).

Le probléme aux limites (homogéne) relatif & U et & P consiste alors en

1'étude de l'opérateur non borné sur C(M) (que 1'on notera (U,P)) obtenu en

prenant la restriction de P & U.

En particulier, on dira aque U est riche par rapport a P si,

(R) pour tout A > O, l'opérateur A-P applique U sur un sous espace dense
L] -—

de C(M),

03-0n appellera opérateur frontidre toute application linéaire T de Cz(M) dans

l'espace B(3M) des fonctions numériques boréliennes bornées sur 3M.

On dira qu'un tel opérateur I' est consistant, si
(C) pour tout x e 9M, il existe u € CZ(M) tel que Tu(x) # 0.

On dira que T est (de type) local si,
(L) pour tout u,v € CQ(M), et tout ouvert U de M (UN M # 0),
u(y) = v(y) pour tout y € U==) Tu(x) = I'v(x) pour tout x € UMM,

On dira que T est (de type) guasi local si,
(QL) pour tout u,v € Cz(M) et tout ouvert U de M contenant 9M,
u(y) = v(y) pour tout y € U— Tu(x) = T'v(x) pour tout x € 3M.
Pour chaque opérateur frontiére I' , on posera,
(0.2) y, = {ulu e c®(M) et ru=o}.

Exemple., Le probléme aux dérivées obliques : Si, on pose,

]
Tu = -3% +o.Y°u(l) (u € CQ(M)), oi n est un champ de vecteurs sur oM

strictement dirigé vers 1l'extérieur et o une fonction 2 0 sur 3M, tous deux
2)
p (3,

assez réguliers, U, est un domaine de résolution riche par rapport a

r
Remarque Par contre, le probléme de Dirichlet ne rentre pas dans le cadre
= {u [ueCz(M) et Y°u=0} n'est pas dense dans C(M).

étudié ici, puisque _I_I_Yo
Ouk5i U est un domaine de résolution, on dira que

P satisfait au principe du maximum sur U, si,

(M) pour tout u eU , et tout x eM,

(0.3) u(x) = Sup u 2 0=, Pu(x) 20 (3)

(1) y%udésignant la restriction de u & &M
(2) Voir HOrmander (3] p. 265, ou Ladyzenskaya [L] p. 163

(3) Sup u = Sup u(x) .
xeM
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0.5 - L'objet de cet exposé est alors, d'une part, de montrer (voir en 2.4) que
tout domaine de résolution riche par rapport & P et sur lequel P satisfait
au principe du Maximum (1) est contenu dans un domaine de résolution de la
forme LU ol T appartient & une classe d'opérateurs frontiére consistants
qui sera décrite au §2 ci-dessous ; d'autre part, €t inversement, de montrer
que pour certains de’ ces opérateurs T les propriétés requises pour le domeaine
E{‘ sont effectivement satisfaites (voir en 3.3).

8l. Principe du maximum et semi groupes de Feller,

1.1~ Désignant par E un espace compact, un semi groupe de Feller sur l'espace
de Banach C(E) est un semi groupe (N, ) (No = 1) d'opérateurs linéaires

t’t20
bornés sur C(E) (Nth =N » t,820) , fortement continu

t+s
(Lim |[N f=£]|_ =0 Vf e C(E)) et tel que, pour tout t 2 0

t+o

(1.1) f e C(E) et 0sfg1l=02NTf<1,

Ceci étant, voici une forme du Théordme de Hille Yosida utile ieci :

I \
THEOREME de Hille-Yosida~Ray. Soit (D, D) un opérateur lin&aire (non

borné) sur C(E) préfermé et de domaine D dense tel que,

1) Pour chaque A > O, (A-DD) est dense dans C(E),

2) Si u e D est telle que Sup u > 0, il existe au moins un point x € E tel
que u(x) = Sup u et Du(x) < 0.

Alors il existe un semi groupe de Feller (Nt) sur C(E), et un seul, dont
le générateur infinitésimal (QA,A) coincide avec la fermeture de l'opérateur

(D,D).

On va déduire ce résultat du Théoréme classique de Hille-Yosida :

D'abord 1'hypothése (2) entrafne que, si A >0, u ¢ D et £ = i~ Du,

(1.2) -(inf £)< W <(sup f) .

(1) D'aprés le principe du maximum élémentaire (Lemme Al-1, Appendice 1) 1la
relation (0.3) est satisfaite pour tout x & M« M. La question est donc de

savoir pour quels U elle 1'est aussi pour x e M.
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P. COURREGE

En effet, si, par exemple, inf u <O et sup u > O, il existe, d'aprés (2),
X, € E et X, € E tels que,

u(xo) = supu , u(xl) = infu , Du(xo) S0 et Du(xl) 20 ; et

on a, pour y € E,

inf f < f(xl)

A

< f(xl) + Du(xl) = Au(xl) S Mu(y), et

au(y) g du(x)) = £f(x ) + Du(x ) g £(x ) < Sup f.

De (1.2) et de 1'hypothése (1), il résulte ensuite que, pour chagque A.> 0, il
existe un opérateur positif v, de C(E) dans lui-méme, et un seul, tel que

IIVA|| g § et VA(A-D)u = u pour tout ueDd

Désignant enfin par (§,3) la fermeture de 1l'opérateur (D,D), on vérifie sans

difficulté que, pour chaque X > O,

N
(1.4) Vx (A:B)u =u pour tout u e D, et

7~ ~
(1.5) V,feD et (A-D)VAf a f pour tout f e C(E).

Le théoréme de Hille-Yosida appliqué & l'opérateur fermé (ﬁ,'S) et & la

famille (VA) permet de conclure.

A>0 CQFD

1.2. Le résultat suivant exprime alors que les domaines de résolution qui sont
en cause ici (Voir en 0.5), sont exactement ceux sur lesquels P coincide avec

le générateur infinitésimal d'un semi groupe de Feller :

(1)

‘THﬁORﬁME. Soit U un domaine de régsolution riche par rapport & P . Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(M) P satisfait au principe du Maximum sur !’(2) .

(F) Il existe un semi-groupe de Feller (Nt)tao sur l'espace C(M) dont le
générateur infinitésimal coincide avec la fermeture (dans C{(M)) de 1l'opérateur

(U, P).

(1) Voir en 0.2
(2) Voir en 0.k
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(F) == (M) résulte immédiatement de la propriété (1.1) d'un semi-groupe de
Feller. (M) ——(F) est conséquence du théoréme de Hille-Yosida-Ray (voir en
1.1), compte tenu de ce que 1l'opérateur (U,P) est préfermé dans C(M) comme

(c®(m),P).

Cette derniére propriété se déduit comme suit (1) du principe du maximum

€lémentaire (Lemme Al-l, Appendice 1) : Soit (un) une suite de fonctions de

2 . . . . .
C°(M) telle que %_1;5 u = 0 et %ﬂ Pun =g 3 1l suffit de montrer que

g(x) = 0 pour chaque x e M\ M. Raisonnant par 1'absurde, soient

x € M\3M tel que g(x) > 0, (U,x) une carte locale de M au voisinage de x
(x e UcM\3M), et y e CZ(M) telle que y(y) = |x(y)-x(x)|2 pour y assez
voisin de x., Désignant par Py 1'opérateur différentiel wu + Pu~Pl.,u, on note

que P11 =0, HPO\P, [, >0, et 3im P U = g. Il résulte alors de l'hypothése

sur &, l'existence de € > 0, r > 0 et d'un entier n tels que, si on pose

2
u' = u -Tﬁ:—w”: Vo, Pou'n(y) >0 et W(Y) = |X(}')"X(x)! » pour

n n

[ x(y)=x(x)]| St e nzn. Il résulte donc du lemme Al appliqué & P que,
2
Er . . .
pour n >n_, u {x) + < Sup un(y) ; relation qui contredit la
P
=% n T 0‘4‘”,, [x(y)=x(x)]=r

convergence uniforme de la suite (un) vers O,
CQFD.

§2. Opérateurs et condition frontiére de Wentzel.

.

2.1~ Opérateurs frontiére de Wentzel de type local. Soient :

- @ 4 0, 8 des frontiéres > O boréliennes bornées sur 3M,
= n un champs de vecteurs sur 9M, borélien borné, et"strictement dirigé vers
1l'extérieur de M" : autrement dit, pour toute carte locale (U,x) de M telle

que UN3M # @, les fonctions x -+ .(nx,dxx‘]7 (1gjsn) sont boréliennes bornées sur

UNhaM, et
(2.1) <nx,di x»<o0 pour tout x € UA M,

(1) Voir aussi Wentzel [9] Lemme 1.
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~B un opérateur différentiel du second ordre sur la variété 9M, & coefficients

réels boréliens bornés (1) ayant les propriétés suivantes :
(2.2) Bl =0
(2.3) Bx(w,w) 2 0 pour tout x e M, et we T: (3M), ol B est la par-

tie principale d'ordre 2 de B (On notera que la forme bilinéaire Bx peut

8tre dégénérée et méme nulle).

Un opérateur frontidre de Wentzel de type local relatif & P est alors,

par définition, de la forme,
(2.4) pu= a% + 0.y% = B(y%u) + 6.v°Pu  (u € C2(M)) (2)

2,2. On appellera noyau singulier & la frontiére, toute application
(x,W) + N(x,W) de @M x‘c;4 (3) 4ans [O,+=] telle que,

(2,5) pour tout W e %, N(.,W) est une fonction borélienne sur 3M.
! (1)
(2,6) pour tout x € aM, N(x,.) est une mesure 2 O sur la tribu Bu
telle que N(x,{x}) = 0 et dont la restriction i la tribu °f
(5) Mi{x}

est une mesure de Radon

On dira que N est un noyau singulier (&4 la frontiére) de Wentzel

si, pour chaque carte locale (U,x) de M telle que UN3M # @,

n . .
(2.7)  Sup J[Xl(y)*‘z (X3 (y)=x* (x))2 T N(x,dy) <+ = ©),
U

xeUN aM j=2

[La formule de Taylor appliquée aux fonctions x1 (Lgig n) permet
de vérifier 1'invariance de (2.7) par changement de carte locale J.

On dira que N est quasi local, si N(x,M 3M) = O pour tout x e M.

2,3 Un opérateur frontiére de Wentzel de type intégral est alors un opérateur

(1) Autrement dit, B applique cg(aM) dans B(3M).

(2) -%E (x) = <nx,dxu~7(x € M) ; et You est la restriction de u & M.

(3)1?X désigne la tribu borélienne de l'espace topologique X.

(4) pas nécessairement finie sur les compacts au voisinage de X.

(5) N(x,K) < + = pour tout compact K de M tel que x ¢ K.

(6) Avec la convention sur (Uu,x) faite en (0.1) : xl(y) >0 si y e U\3M,
et xl(y) =0 si ye UMM
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(1)

frontiére S pour lequel, d'une part

(2.8) S120 3

d'autre part, il existe un noyau singulier de Wentzel N tel que,
(Wl) pour tout x ¢ M, et tout u e'Cz(M) & support dans Mx{x} |,

(2.9) Su(x) = —.f u(y)N(x,dy).

M
(W2) pour toute carte locale (U,X) de M telle que UN3M # @, il existe

des fonctions numériques boréliennes bornées, o ,02,..., o® sur UQAM
telles que, pour tout x e UNIM, et tout u e C°(M) & support dans U,

on ait,

Su(x) = o (x)u(x) +5§2 oi(x) ffﬁ (x)

T au J J (2)
(2.10) - J\[u(y)-u(x) -1 = (x) (y)=xY(x)) ] N(x,dy) .
U =2 ax?

Le noyau singulier N, qui est entiérement déterminé par la donnée de S

d'aprés (2.6) et (2.9), est appelé le noyau singulier de 1'opérateur S.

Pour que S ‘soit quasi-local, il faut et il suffit que son noyau singulier
le soit, et S est alors de la forme u + S (y°u) ol S est une application

linéaire de 02(3M) dans B(aM).

2.4 Un opérateur frontidre de Weritzel relatif & P est, par définition, un

opérateur frontiére L de la forme L =A + S, ol A est un opérateur de Wentzel
de type local relatif & P, et S un opérateur de Wentzel de type intégral.

Ceci étant :

(1) Voir en 0.3
(2) La formule de Taylor appliquée & u Jjusqu'd 1l'ordre 2 assure que cette

intégrale a un sens, compte tenu de la propriété (2.7) de N.
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L

EOREME. Soit U un domaine de définition riche par rapport & P @)

Alors, si P satisfait au -principe du maximum sur U (2), il existe un opérateur

frontiére de Wentzel L relatif & P et ‘consistant (3), pour lequel
(2.11) uelU=> Lu=0 (autrement dit, U=y ).

2.5, Démonstration du Théoréme 2.4, Gréce au Théordme 1.2, on est ramené &

établir le résultat suivant qui précise la "mesurabilité" de la condition obtenue

par Wentzel (voir [9] Théoréme 1) :

THéORﬁME. Soit (Nt)tgo un semi-groupe de Feller sur C(M). Il existe un opé-
rateur frontiére de Wentzel L relatif P et consistant tel que, pour tout

X e oM, et tout u e C2(M),

(2.12) %ig % (Ntu(x) - u(x)) = Pu(x) —= ILuix) = O,

En particulier, si (QA,A) est le générateur infinitésimal du semi-groupe (Nt)’

on a ,
(2.13) ue D,ACH(M) et Au=Pu— Iu=0.

Voici les grandes lignes d'une démonstration, pour plus de détails on

renvoie & [27] :

a) On désigne par (Ek) une partition finie de 3M formée d'ensembles boréliens
et, pour chaque k, par X une application de classe ¢ de M dans R° R
telle que

et tel que (U soit

(2.14) il existe un ouvert U,_ de M, contenant E k’xk)

k k

une carte locale de M.
n . .
2
(2.15) xi(y) + ) (xi(y) - xi(x)) >0 pour tout x ¢ E et ¥y e M\x}.
=2 A
. 2
On va déterminer L sous la forme suivante : pour chaque u ¢ co(M),

chaque k, et chaque x ¢ Ek‘

(1) Voir en 0.2
(2) Voir en 0.4
(3) Voir en 0.3
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n .
Lu(x) = =a(x) Ll (x) =) 89 (x) -—azv—u-:]- (x) + &(x)Pu(x)

+ o(x)u(x) + Z od(x) 2 (x)
j=2 3x‘J

n .
- | [uly)=u(x) - } —-- (x) (x) (y) - X (x))] N (x,a5),
J=2 axk

ol N est un noyau singulier de Wentzel, et ol a,0 G,OJ (2 S J 3 n),
1J (2 s i, s n) sent des fenctions numériques sur 3M, boréliennes bornées
de telle sorte que, pour tout x ¢ oM,
a(x) 2.0, o(x) 2 0, &(x) 3 0, 8Y(x) =89%(x) (25, §§n) et
n . . . .
(2.16 ) 8429 (x)eg? >0  pour tout (g}) ¢ B
i,j=2
$i o(x) =8(x) =e%(x) =0 (2 < j gn) et N(x,.) =0, alors

no ..
(2.17) alx) + 2 § glix) =1
i=2

B) Pour chaque u € CQ(M), X € Ek’ et t >0, on 8crit,

- o, (x)u(x) -Z OJ(x) (x)
j=2 3xk

%(Ntu (x) =~ u(x))

(2.18)

+

‘ﬁt(x) s‘ u (x,y) Rt(x.dy) » ol on a posé,
«’M‘\fx}

0 (x) = § Q1 (x,M), ol(x) = - 2 f (ty) = xdoa 1, (x,a0)
M
ft(x) =% ) [xl(y) + Z (xl"((y) - xi(x)) ] N, (x,dy) et,
n . .
uy) = utx) - 3 2 @) Gd) - )
i=2 oy
U(x,y) = x (y#x)

L) e 03 (9) - xd(x))?
X r Ly e () = g (x
J=
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et ol Rt(x,.) est la mesure > O, de masse 1 sur M et ne chargeant pas le point

x, définie par

R, (x,W) = =5 L)+ ] (00 - B2]n, (xay), P
AR tf (x) D)+ 4 (gl = % 1my (xay),
W j=2
On pose, en outre, pour X € Ek’ y € Ma{x} ,
1 i i 3 3
x, (¥) . (x, (3 )=x, (x)) (xS (y)=xy.(x))
i e iy o S
X () L () - x)? X (v) o () (9)=xp (x))

(2 £i,j £n) ; et on note que, 0 2 w(x,y) <1, =1 ¢ £ (x,y) <1,

n . ..
(2.19) w(x,y) +} £ (x,y) = 1, et que la matrice £(x,y) = (glJ(x,y)) est > O,
i=2
y) Désignant alors par'nll'espace compact des matrices carrées
(n-1)x(n-1) symétriques > 0 et & coefficients dans f1,1] , on considére, pour
chaque X € E, l'injection ¢ :y * (yowix,y), E(x,y)) de M~{x} dans

le sous espace compact H de M X[O,llxqﬂ_formé des h = (y,w,§) tels que

n ..

. N -

(2.20) W+ ) g'* = 1. La fonction u(x,¢xl(.)) sur ¢ (M~{x}) transportée

i=2
par ¢  de la fonction a(x,.), se prolonge en une fonction continue W(x,s) sur
1'adhérence H de ¢ (M\{x}) dans H : en effet, en vertu de la formule
de Taylor, lorsque ¢x(y) tend vers le point h = (x,w,f) de Hx\¢x(M\{x}),
U(x,y) tend vers la limite

n ss a2
(2.2) Rxp) =wd () +3] HIBo ()

an i,j=2 Qxiaxi
‘n .
Ceci étant, on pose et(x) = ot(x) + ) Ici(x)| + It(x) (x € E,t> 0),
j=2 "
Pay
' = {x]|x € et 1lim inf © (x) > 0} , et on désigne par R _(x,.)
By By e 1/m t

la mesure de Radon > 0 sur H image de Rt(x,.) par ¢x. Les coefficients

de L annoncés en a) peuvent alors &tre obtenus comme suit :

(1) si £.(x) = 0, on pose R _(x,.) = ¢ s {y_ € M\aM),
t t Yo 0

(2) C'est ici qu'apparaissent le terme transversal 2 et 1l'opérateur B sur M,
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Si x ¢ Eg Ek, on pose simplement Iu(x) = Pu(x).

Si x € Ek’ extrayant au moyen du Lemme de mesurabilité (2)
suite (tp(x)) telle que lim et (x)(x) = 0(x) > 0, et divisant les deux

membres de (2,18) par Ot (x)(x) ,» on obtient une relation de la forme

(x) -—(—) (Nt (x )u(x) - u(x)) = - 0 (x)u(x) -ng NJ(X) -a-;k (x)

(2.22 o~ ~
+ 1 (x) j A(x,h) R (x,dn), ol
P . P

. 04 ~ 'vj ~
les fonctions § [¢] a et x + R {x,, sont
p’ p’ p °? :(p p( o)

boréliennes sur Ei (cette dernilre lorsqu'on munit l'espace compact métri-
sable dWll(H) de la tribu borélienne associée & la topologie vague). Il
reste alors & appliquer une nouvelle fois le Lemme de mesurabilité (2)

aux suites (%p), (gb), (3;), (ZP) et (ﬁp) & valeurs. respectivement dans

les espaces compacts métrisables [0,+], (0,17, [1,1], [0,1] et

Jb[l(ﬂ) ; puis & répartir la mesure R(x,.) obtenue sur H entre sa partie

sur ¢ (M {x}) qui donne N(x,.) par image inverse et normalisation, et sa
partie sur H \¢ (Mx{x}) qui donne les coefficients a et B8 2 en intégrant

la relation (2 21) 3 le caractére consistant de 1'opérateur obtenu résultant de
(2.17), elle-méme conséquence de (2.19) et de la définition de H (rélation (2.20)).

Enfin, pour chaque u ¢ Cz(M) et x e M tels que 1lim -(N u(x)~u(x)) = Pu(x),
t+o

on obtient la condition frontidre Lu(x) par passage & la limite dans (2.22)

lorsque p = ., CQFD

Remarque La démonstration precedente subsiste si on substitue & P un opérateur
linéaire quelconque de c® (M) dans C(M) ; en particulier un de ces opérateurs
intégro-différentiels qui constituent les générateurs infinitésimaux des semi-

groupes de Feller sur M dont le domaine de définition contient "suffisemment"

de fonctions de classe C° (Voir [2] & ce sujet).

(2) Voir 1'appendice 2.
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£3 - Propriété des domeines de résolution définis par certains opérateurs de
Wentzel de classe C°'",

3.1~ Opérateurs de classe c’*¥, Soient r un entier 20 et O<u<l,
On désigne par CT*“(M) (resp C**“(aM)) 1'espace des fonctions de classe ¢’ sur

M (resp 3M) dont les dérivées d'ordre r (dans chaque carte locale) vérifient une

condition de HSlder d'exposant u , muni de la topologie d'espace de Frechet

.

"Banachisable" associée & l'une quelconque des normes HOlderiennes || Hr A(l)
’

On dira que P est de classe c™*¥ s'i1 applique Cr+2’u(M) dans
c™*¥(M), Si T est un opérateur frontiére, on dira que T est de classe cho¥

™2,8(1) gans cT*H(oM).

s'il applique C

3,2- On dira qu'un opérateur de Wentzel A de type local est standard, s'il est
de la forme,

M = %% + oy°u - B(y%u) + 8y°Pu (ue CQ(M)), ol le champ de vecteurs n

sur M (strictement dirigé vers 1'extérieur de M, voir en 2,1) est de classe ct

au moins.

Pour qu'un tel opérateur soit de classe c®M 0 < u < l)(z), il faut et il
suffit que o , B et § le soient ; en outre, une fois n donné, o, B et § sont déter-

minés de fagon unique par le domaine EA(3)'

On dira, par ailleurs, que A est non dégénéré, si B est un opérateur fortement
elliptique sur 3M (autrement dit si, avec les notations de 2.1, Bx(w,w) >0
L J
pour tout x € M et we Tx(aM)).

(1) Voir Miranda [ﬁ] p.2 et Ladyzenskaya [h] p. 21,
(2) Voir en 3.1.

(3) Démonstration utilisant un collier de M de fagon analogue d celle du lemme

3.6 ci-dessous.
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3.3- Un résultat complet pour des opérateurs de Wentzel standards non dégénérés et

. o
quasi locaux de classe C oM :

THﬁOB%ME - On suppose donnés un opérateur frontiére de Wentzel A de type local stan-

dard relatif & P, et un opérateur de Wentzel S de type intégral. On suppose que,

(1) A est non dégénéré et S guasi local, ‘
(2) Il existe un nombre u , O < u < 1 tel que P et A soient de classe Co’", et S

applique continuement C2(M) dans c°*¥(amM).
Alors, si L=A+S, et U ={ uju ¢ C2(M) et ILu = 0},

(a) U; est dense dans c(M).
(v) U est riche par rapport & P.

(c) P satisfait au principe du maximum sur HL'

Sous les copditions de régularité qu'il comporte, ce résultat apparalt comme
une réciproque du théoréme 2.4, Il entraine, en vertu du théorédme 1,2, 1l'existence
d'un semi-groupe de Feller dont le générateur infinitésimal coincide avec la ferme-

ture de (QL,P). En voici une démonstration :

I

3.b= HL est riche par rapport & P :
B - On suppose que (1),

(I) A est non dégénéré et les fonctions L1 et Pl ne sont pas toutes deux iden~

iquement nulles.

(II) A, Set P sont de classe C°*H(0 <y < 1), et S est complétement continue de
2s¥(M) dans cOM(am).

Alors 1'application u + (Pu,Lu) est un isomorphisme (d'espaces de Frechet)

dge c®M(M) sur cOM(M) x cO¥(am), (2)

Démonstration - &) L'injectivité de u + (Pu,Lu) va résulter de

(3.2) ue C3(M), Lu=0 et Puz20 = w0,
Raisonnant par 1'absurde, on suppose que u € C2(M) est telle que

(1) Avec les notations du théoréme 3.4.

(2) Pour un résultat du méme type (mais avec S = 0), dans C ou La, voir HSrmander
(3] ».26k, Lions 5] p.23, et visik [8).
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Pu>0, lu=0 et Supu>0.5i xeM est tel que u(x) = Sup u, il existe un
voisinage ouvert connexe  de x tel que u(y) > O, donc aussi P u(y) > a(y) u(y) >0
pour tout y ¢ Q.(l) Le lemme Al—2(2) a.ppliqué-?t Poet Q entrai’n: alor; que u est )
constant sur @ : En effet, si x ¢ M\ M, c'est exactement 1l'alinéa 1)' du lemme.,

Si x € M, cela résulte de l'alinéa 2, car, u(x) = Sup u > O entraine que,

'g% (x) 20, G(x)u(x)-B(You)(x); 0, et aussi Su(x)

>0 (On le vérifie en tenant
compte de la propriété (2.8) de S) ; donc Pu(x) 2 0 et Lu(x) = O entrafnent que

gl;' (x) = U(x)u(x)SB(Yoli)(X)=6(x) Pu(x) = O, ce qui contredit l'alinéa 2) du lemme,
sauf si u est constante dans Q.

Ainsi, 1'ensemble des x € M tels que u(x) = Sup u est ouvert dans M, et,
puisqu'il est fermé et M connexe, u = cte = 8, Mais alors, on devrait avoir
6 =Sup u > 0, ce qui contredit 1'hypothése sur Ll et P1 et achdve d'établir (3.2).
B) Il reste & résoudre, pour f ¢ cOH(M) et ¢ ¢ Co’u(aM), le systéme,
(3.3) u e c2*¥(M), Pu=f et ILu = ¢.

Pour cela, on désigne par H et G respectivement 1'opérateur harmonique et 1'opé-

rateur de Green du probléme de Dirichlet sur M relatif & P : H applique 02'“(3M)

dans Cz’u(M),G applique C%'%(M) dans Ce’v(M), et, pour ¥ ¢ 02.N(M) et

g € Co’u(M), PHw = O, yol{w =w, PGg = ~g et v%Gg = 0 53)

Posant, u = Gf + v, (3.3) est équivalent &
vec>¥M), Pv=0 et Lv = ¢ - LG,
Ainsi, introduisant H, on est ramené & résoudre, pour ¥ € 02’”(3M);

LA c2’"(am), - Bw + -;;Hw + ow + SHW = .

(1) Pgu = Pu - Pl.u
(2) Voir l'appendice 1.

(3) En vertu de la classe c%** ge P ; voir Miranda [6] p.128.

380



PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES

On conclut alors en utilisant 1'unicité établie en a) et le fait que B, &tant ellip-
tique, est un opérateur d'indice O de c2'¥(aM) dans C°*M(3M) et que 1'hypothése
faite sur S et les propriétés de continuité de H entrainent que w =+ %;'Hw + ow + SHw
est un opérateur complétement continu de cz'"(am) dans c°*¥(am).

C.Q.F.D.
(1) (2)

3,5- Lemme . ' P satisfait au principe du maximum sur U
En effet, soient u € C2(M) et x e M tels que u(x) =Supu 20, et
(3.4) Lu(x) = %ﬁ (x) + a(x)u(x) = B(y%u)(x) + 6(x) Pu(x) + Su(x) = 0.

D'abord, si x € M-aM, on a Pu(x) = 0 d'aprés le lemme Al.l.

Supposant ensuite que x € 3M, on remarque que,

(3.5) 2u (x) > 0, o(x) u(x) - B(y%u)(x) > 0, et Su(x) > O, puisque u(x) = Sup u > O.
an = = = =

Deux cas se présentent alors :

si &§(x) > O, on obtient Pu(x) < O en portant (3.5) dans (3.1),

si 6(x) = 0, (3.5) et (3.4) impliquent que

(3.6) 3u (x) = o(x)u(x) - B(y%u)(x) = Su(x) = O ; donc, en particulier, que =— (x)=0
9n

Ainsi, si (U,x) est une carte loeale de M au voisinage de x, on a %fi(x) = O pour

1 <i <n. La formule de Taylor appliquée & u, et le fait que u(x) = Sup u, entrai-

nent alors que n
——?—lj- (x) £'¢) <0 pour tout £ = (£') e R” tel que et 2 0;
i,j=1 o 9x

donc aussi pour tout £ € R°. D'odl Pu(x) < O.

HA

CeQ FoDy

3.6« Lemme. Avec les notations, et sous les hypothéses du théoréme 3.k, QL est dense
dans C(M).

(1) Avec les notations du théoréme 3.4,

(2) A est seulement supposé standard ; la conclusion subsiste méme sous la seule hypo-

thése que a(x) > O pour tout x ¢ IM,
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On va utiliser un collier de M : on nomme ainsi un djfféomorphisme
y »+ (n(y), ¢(y)) d'un voisinage ouvert W de oM dens M sur la variété produit
[O,l[xaM tel que,

(3.7) n(x) =0 et ¢(x) =x pour tout x € aM et n(y) > O pour tout y € WdM.

2

Si uce CZ(M), et x € aM, on note %% (x) et 2—% (x) 1les dérivées de u par rap-
: an

portd n au point x. On peut alors mettre d'une part l'opérateur frontiérve u =+ Y°Pu

sous la forme,

2
o q 3 3 ) 2
(3.8) Yy Pu=op ;—;—l + 57 (a—:) + Bl(you) + 35'1% - ay’n (uec (M), ou,

sur la variété oM, p et 6 sont des fonctions numériques, avec p(x) > O pour tout

x € 3M, T est un champ de vecteurs tangent & 3M, et B, un opérateur du second ordre

1
elliptique ayant les propriétés (2.2) et (2,3) (voir en 2,1) ; tous ces termes étant
de classe C°'" en méme temps que P. Et, d'autre part, l'gpérateur L sous la forme,
(3.9) Lu = =a %% + 0v%u - B(y%) +8y°Pu+s(y%) (u e C2(M)), ol a(x) >0

pour tout x € IM ; o étant de classe Cl, et 0,B,8 de classe c®¥ en méme temps
que A .
Ceci étant, soit f ¢ Ca(M) et € > 0 ; on cherche ue CZ(M) telle que

Iu=0 et ||u=-f|| <e . Puisque S est quagi local, il suffit pour cela de déter-

miner Vv € C2(M) tel que,

(3.10) Iv=0 et ||y% = Y°f||~; €/2.  Qu encore, utilisant le fait que,
sioy e cP(am), v, € CH(M) et v, € CO(M) il existe ve c®(M) tel que
o v 32v A . .
Yv=9¢, =—==V¥. et ——==y_, ainsi que (3.8) et (3.9), de déterminer
o an 1 anz 2

v, € c®(am), v € ctiaM) et ¥, € C°(3) de telle sorte que,] H'o - el g e/2,
1 . 1%
¥ =‘;(--B¢° + oy + swo) et ¥, =~ ;(—5;-+ By, * ewl r 3'W°)°
Or, pour cele, il suffit, en vertu de l'hypothgse de classe ¢9Y de tous les
coefficients, de construire b € Ce(aM) tel que

||w°-Y°f|| < ef2 et -B¢°+owo+swoecl(am).

382



PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES

Choisissant alors un nombre 12 tel que O < A2 <y= Al, 1'opérateur
2,5 0,
v+ (0 + 1)y + SYy est complétement continu de C 1(aM) dans ¢ (M) a'aprés

1'hypothése sur S, donc, B étant elliptique (l), 1'opérateur ¢ + - By + (o+1l)y + SP
2,A, O, .
est un isomorphisme (d'espaces de Frechet) de C 1(aM) dans ¢ *(aM)(i=1,2).

0,A
Utilisant enfin le fait que C l(aM) et C (3M) ont méme adhérence dans
0,A
c 2(3M), on en déduit l'existence de la fonction wo cherchée,

c.q.fed,
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APPENDICE 1 - Deux formes classiques du principe du maximum.

Avec les notations et hypotéses de 0,2, on suppose gque Pl = O,

Al,1 Lemme., Si u € Cz(M), on & Pu(x) < O en tout point x ¢ M\dM en lequel u

atteint un maximum relatif,

Al.,2 Lemme. Soient 9 un ouvert connexe de M et u e 02(0) telle que Pu(y) > O
———— P —————— =
pour tout y € Q, Alors
1) 5i x ¢ M\dM est tel que wu(x) = Sup u(y), u est constante dans Q .

yeQ
2) Si x e aM est tel que u(x) = Sup u(y), et si (U,x) est une carte lo-
.. ye . .
cale de M au voisinage de x (x ¢ U C ), ou bien 53)%1 (x) < 0, ou bien u

est constante dans ﬂ.(l)

APPENDICE 2 = Un lemme de mesurabilité,

Lemme, Soient (X,E) un espace mesurable, K un espace compact métrisable, €K sa tribu
borélienne et (¢n) une suite d'applications mesurables de (X,X) dans (K,éox).
nelN
Alors il existe une application o: (p,x) + o_(x) de NxX dans N telle que,
1) Pour chaque pe N, et ne N, {x|xe X et op(x) =n}eX.

2) Pour chaque x ¢ X, la suite (op(x)) est strictement croissante, et
pe Xl

lim ¢, x) (x) existe dans K.
P

pre>

On construit o en vérifiant que le procédé diagonal d'extraction de sous suites
peut &tre "rendu mesurable" (ce qui est bien &vident vu son caractére purement dénom-

brable).

(1) Pour une démonstration élémentaire, voir [1] p.151.
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