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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n°300 Novembre 1965

DUALITE DANS LA COHOMOLOGIE DES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

par
Jean-Louis VERDIER

On se propose de démontrer un théoréme analogue au théoréme de dualité
dans la cohomologie étale des schémas démontré par Grothendieck ([1] et (2]).
Ce théoreme généralise le classique théortme de dualité de Poincaré i des
espaces topologiques plus généraux que les variétés homologiques et cohomo-
logiques ([3] et [4]).

Nous ferons usage de l'hypercohomologie et par suite des catégories
dérivées des catégories abéliemnnes [5]. Soient A une catégorie abélienne,
C(A) la catégorie des complexes de A (différentielles de degré +1, mor—
phismes de degré 0 ), K(A) la catégorie dont les objets sont les objets
de C(g_) et dont les morphismes sont les classes de morphismes homotopes de
C(&). Un morphisme de C(A) (resp. K(4) ) sera appelé un quasi-isomorphisme
lorsqu'il induit un isomorphisme sur les objets de cohomologie. Un quasi-
isomorphisme sera appelé souvent une résolution de sa source ou de son but
suivant le contexte. La catégorie D(A) (catégorie dérivée de A ) s'obtient
alors en inversant formellement dans K(A) 1les quasi-isomorphismes. Lorsqu'on
fait la méme construction & partir de la catégorie C+(5_) des complexes bor-
nés inférieurement (tous les objets du complexe sont nuls en degré suffisam-
ment petit), on obtient une catégorie D+(_1_&_) qui est une sous-catégorie
pleine de D(A). Un objet de D(A) est isomorphe & un objet de D'(a) si
et seulement si ses objets de cohomologie sont nuls en degré suffisamment

petit. Désignons par I'(A) la sous~catégorie pleine de K'(A) définie
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par les complexes dont les objets sont injectifs en tout degré. Lorsque
dans A tout objet est sous-objet d'un objet injectif, le foncteur naturel
K'(a) » D'(A) induit une équivalence de I'(A) dans D'(A). On a bien en-
tendu par dualité des résultats analogues lorsqu'on prend les catégories
K (4), D7(4), P (A) (définie 2 1l'aide des objets projectifs). Enfin on dési-
gnera par DbQ) la sous-catégorie pleine de D(A) définie par les complexes
dont les objets de cohomologie sont nuls en tout degré sauf un nombre fini
d'entre eux.

Soit F : A > B un foncteur additif entre deux catégories abéliennes.
Le foncteur dérivé total & droite de F :

RF : D'(a) - D'(p)

s'obtient comme suit lorsque dans A tout objet est sous-objet d'un injectif :
On prend une résolution N - I(N) d'un objet N de K'(A) par un objet

de I+(£). Une telle résolution est unique & isomorphisme unique prés et est
fonctorielle en N. On applique alors le foncteur F et on compose avec le
foncteur naturel K'(B) - D'(B). On obtient alors un foncteur K'(4) - D'(B)
qui transforme les quasi-isomorphismes en isomorphismes et qui, par suite,

se factorise d'une manidre unique & travers un foncteur RF : D'(4) - D'(B)
qui est le foncteur dérivé total cherché. Lorsque F est exact & gauche et
de dimension cohomologique finie, tout objet N de K(A) admet une réso-
lution N - Ac(N) par un complexe dont les objets sont F-acycliques. L'ima-
ge du complexe F(Ac(N)) dans D(B) ne dépend pas, & isomorphisme canonique
pres, de la résolution choisie et est fonctorielle en N. Le foncteur

K(A) - D(g) ainsi obtenu transforme les quasi-isomorphismes en isomorphis-

mes et par suite se factorise d'une maniére unique a travers un foncteur :

RF : D(A) - D(B)
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qui prolonge le foncteur précédemment défini (dans le cas o F n'est pas
nécessairement de dimension cohomologique finie) et qui sera encore appelé
le foncteur dérivé total a droite de F.

Le foncteur dérivé cohomologique R¥F s'obtient en composant le
foncteur RF avec le foncteur "gq-me objet de cohomologie".

Soient N et M deux complexes de A. On désignera par Hom'(M,N)

le complexe simple associé au complexe double :
P2 = Hom, (W°P,N%) .

Le foncteur
o
Hom® : C(4) x c(4) - c(av)

définit un foncteur que nous noterons encore Hom® :
o
Hom® : K(A) x K(4) - K(4b) .
Lorsque N est un objet de IT(A » le foncteur Hom'(M,N) +transforme les

quasi-isomorphismes de l'argument M en quasi-isomorphismes et par suite

définit un foncteur :

Hon' 5 D)’ x D*(a) - D(ab) .

Les groupes HHom'(M,N) seront notés Ext(M,N) .

1. Le foncteur image directe & supports propres.

La lettre A déeignera un anneau commutatif. Les espaces topologiques
considérés seront localement compacts., Les faisceaux considérés sur ces
espaces seront toujours des faisceaux de A-modules. Soit X un espace
topologique. On désignera par X 1la catégorie abéliemme des faisceaux de
A-modules sur X et par D(X) 1la catégorie dérivée correspondante. Soient
f:X->Y une application continue entre deux espaces localement compacts
et M un faisceau sur X. On désignera par f!(M) 1'image directe sup-

ports propres de M : les sections de f, (M) sur un ouvert U de Y sont
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les sections de M sur 1'ouvert f—1(U) dont le support est propre sur U.

1.1. Le foncteur f, est exact 3 gauche. Lorsque Y est un point, le
foncteur f! est le foncteur section & supports compacts. Lorsque f est
propre le foncteur f! est le foncteur image directe., Lorsque f est une
immersion fermée le foncteur f, est exact. Lorsque f est une immersion
ouverte le foncteur f, est le foncteur "prolongement par zéro en dehors de
X "; il est exact.

1.2. Lorsqu'on a un diagramme cartésien :

le morphisme canonique :

(1.2.1.) g*Rf, - Rfjg'*

est un isomorphisme. En particulier on a, pour tout entier q , des isomorphis-
mes :

(1.2.2.) g*qu! - R‘lf;g*

1.3. Les foncteurs M = qu'(M), Me ob(X), commutent aux limites
inductives filtrantes.

1.4. Pour que f, soit de dimension cohomologique finie il faut et il
suffit que la dimension de la cohomologie & supports compactis des fibres
f-1(y), y € Y, soit uniformément majorée. Un faisceau M sur X sera
dit Y-mou s'il induit sur chaque fibre f-I(y), y € Y, un faisceau
c-mou. Pour qu'un faisceau M sur X soit Y-mou, il faut et il suffit
que pour tout ouvert V de X, 1le faisceau MV (faisceau restreint & V
et prolongé par zéro en dehors de V ) soit f,-acyclique. Lorsque f, est
de dimension cohomologique finie, tout faisceau M sur X admet une réso-

lution finie par des faisceaux Y-mous.
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£ g .
1.5, Soient X - Y - Z deux applications continues. Le morphisme

canonique :

(1.5.1.) Rgf, = Rg, Rf,
est un isomorphisme i.e. on a une suite spectrale :

(1.5.2.) g, Bf, = R, .

.

Toutes ces propriétés se déduisent immédiatement des résultats généraux

sur les faisceaux [6].

2, Définition du foncteur f!.
Soit f : X - Y une application continue. Nous supposerons dans ce
paragraphe que f, est de dimension cohomologique finie.
1. Proposition. Soit A - X' une résolution finie du faisceau
constant A sur X par des faisceaux Y-mous (1.4.) et soit [Vi}, ie¢ I,
un recouvrement d'un ouvert V de X par des ouverts Vi. La suite de

complexes de faisceaux sur Y :

(2.1.1.) JLfovnV—»anV—»f Kv—>0

est exacte. (Le complexe KV est le complexe restreint & V et étendu par
zéro en dehors de V . Les morphismes de la suite sont des sommes alterndes

de morphismes canoniques X; - Ki sV e V).

Démonstration. On a une suite exacte de complexes sur X :

eer AL Kvnv N...NV, ""’i-llnginvj"li‘l'l‘x}i”x{r"o'
’

1,...,1n 1 2 n

Les objets de ces complexes sont f,-acycliques, Comme £, est de dimension

cohomologique finie, les noyaux des morphismes de la suite sont aussi des
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complexes dont les objets sont f!-acycliques. Le foncteur f! trans-
forme donc cette suite exacte en suite exacte. Il suffit alors de remar-
quer que f! commute aux sommes directes pour conclure.

2,2. Soit G un complexe de faisceaux injectifs sur Y dont les objets
soient nuls en degré suffisamment petit. Soit alors f:(. (6¢) 1e complexe de
préfaisceaux sur X :

(2.2.1.) £~ (@) (V) = Hom* (£, (K5),0) .

1
Propogition. fk.(G) est un complexe de faisceaux flasques.

Démonstration : Se déduit de la proposition 2.1 et du fait que pour tout ou~
vert V de X on a une suite exacte :
0 - £,(kg) - £,(x)
On vient donc de définir un foncteur :
1
.0 T - K
d'ou en passant au quotient un foncteur D'(Y) - D'(X) que nous noterons
! 1
f° . Le foncteur f° ne dépend pas, & isomorphisme canonique pres, de la
résolution A - K' choisie.
2.3, Soit G un objet de I+(_). On se propose dé¢ définir un morphisme
1
fonctoriel &. : f, fI'{.(G) > G . Les sections sur un ouvert U de Y

X
1
du complexe f, fl'(.(G) sont par définition :

- 1
(2.3.1.) H;(U) (f 1(U),fl‘{.(c))
P(U) désignant la famille des fermés de £ (U) qui sont propres sur U
i.e. ¢
] ~ . o/ ~1 !
(2.3.2.) f, fe-(6)(U) > lin HQ(f (0),£4.(6)) .

Q fermé dans f-l(U)
Q propre sur U
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]
Or on déduit immédiatement de la définition de fl'{.(G) un isomorphisme

canonique :

(2.3.3.) B (£ (1), 2.(6)) 5 Hom'(£,,6) .

Pour définir le morphisme QK' il suffit donc de définir un morphisme du
faisceau AU dans le systéme projectif de complexes de faisceaux f! Ké

compatible avec les changements d'ouverts. Mais on a :
Ly O oy~
& (k) > 14,

et on a évidemment un morphisme canonique de AU dans le systéme projectif

1
Comme fl'{.(G) est un complexe de faisceaux flasques (2.2.) le complexe
1 )
£, fl‘(.(G) est canoniquement isomorphe dans D(Y) au complexe Rf,f (@),
On a donc défini ainsi un morphisme fonctoriel :

(2.3.4.) ¢ : REE(G) - 6

qui ne dépend pas de la résolution K' choisie,

3. Théoréme de dualité.

On suppose toujours que le foncteur f! est de dimension cohomologi-
que finie. Soient F € ob(D7(X)) et Ge ob(D+(l)) . Le foncteur
Rf, : D(X) - D(Y) définit un morphisme de bifoncteurs & valeurs dans
D' (ab) :

(5.1.)  Hom'(Rr'(e)) > Hom'(Re,(¥),Re, (£'(c)))
En utilisant le morphisme & : Rf!f!(G) > G (2.3.4.), on obtient un
morphisme de foncteurs :

(3.2.) A : Hom'(F,£'(c)) > Hom' (Rf, (F),6)

et en localisant sur Y un morphisme :
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1
(3.3.) A' : R, %on*(F,r(6)) - Hom'(Rf,F,G)
Théoréme : Les morphismes A et Q' sont des isomorphismes.

Démonstration : Il suffit de montrer que A est un isomorphisme car alors,
par localisation sur Y on en déduit que A' est un isomorphisme. La dé-

monstration se fait en trois pas :

a) A est un isomorphisme lorsque F = AV (V ouvert de X)
En effet soit G un objet de I+(l). Le complexe _@g'(l&v,f!((})) est
isomorphe dans D(Ab) au complexe :
Hom‘(Av,_LfI!(.(G)) Q_fK.(G) est une résolution injective
de £.(6) )
Mais, comme fI!{‘(G) est un complexe de faisceaux flasques, le morphisme
canonique :

Hom'(Av,fI!{.(G)) > Hon'(A, lf;(.(G))

1
est un quasi-isomorphisme. Or, par définition de fI'{' , ona:

Hom'(AV,fI!(.(G)) = Hom'(f!K;,,G)

complexe canoniquement isomorphe dans D(Ab) au complexe Hom'(Rf,Av,G).

On a donc exhibé un isomorphisme :
1 ~
Hom'(a,,21(0)) 5 Hom' (Rt (4),6) .

Encore faut-il démontrer que cet isomorphisme n'est autre que A . La dé-
monstration de cette assertion se fait en calquant les arguments classiques

sur les foncteurs adjoints.

b) A' est un isomorphisme lorsque F = IL Av .
i i

Se déduit de (a) en utilisant le fait que les qu' commutent aux som-

mes directes (1.3).
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c) Cas général : On prend une résolution M - F par un complexe
M= ... St s L (@ =0 pour j grand)
ou les M‘j sont de la forme Av . On a alors deux suites spectrales
i

convergentes :

'Ef’q= etd( P, e () = ExtP(r,£'(c))

") = extd(Re, (07F),0) = ExtP (e, (10°),6) ,
(1a deuxidme suite spectrale converge car le foncteur f ' est de dimension
cohomologique finie)
et un morphisme de suite spectrale :

- 1 -
qu : Ext®(MP,r7(c)) - Extq(Rf!(M P),6) .

Ce morphisme est un isomorphisme d'apres (b).

4. Faisceaux constructibles.

Soit A une catégorie et (Ni’ i € I) un systeme projectif d'objets
de A indexé par un ensemble filtrant décroissant. Le systeme projectif
(Ni, i€I) sera dit essentiellement constant si le pro-objet qu'il définit
[7] est isomorphe 2 un objet de A. Lorsque A est abélienne, cette condi-
tion est équivalente & la conjonction des deux conditions suivantes :

(¥c 1) Le systeme Ni vérifie les conditions de Mittag-Leffler.

(EC 2) I1 existe un i€ I tel que pour tout i, <i , il existe

un 12 < i1 tel que le morphisme :

ker(Ni - N ) - ker(Ni > N, )
2 1 2 [¢)

soit un isomorphisme.
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les systémes projectifs essentiellement constants sont inoffensifs.

Ils ont des limites projectives, Tout foncteur transforme les systémes essen-
tiellement constants en systémes essentiellement constants et commute aux
limites projectives des systémes essentiellement constants.

Soit A' une sous-catégorie pleine de A. Un systeme projectif a va-
leurs dans A est dit essentiellement de type A' si le pro-objet qu'il
définit est isomorphe & un pro-objet défini par un systéme projectif a
valeurs dans A', Lorsque A est abélienne et que A' est une sous-catégorie
épaisse de A [8], un systéme projectif (Ni) est essentiellement de type
A' si et seulement si pour tout io € I, il existe un 11 < io tel que

1'objet Im(Ni ->Ni) appartienne & A' .
1 o

On utilisera pour les systémes inductifs la méme terminologie.

Soit X un espace localement compact tel que la cohomologie & sup-
port compact soit de dimension finie. On suppose dans la suite que
1'anneau A est noethérien. Un objet F de Db(l(_) sera dit cohomologi-
quement constructible s'il posséde les propriétés suivantes :

(cc1) Pour tout point x de X et tout entier g, les systémes
inductifs H3(V,F) (hypercohomologie), V voisinage de X , sont essentiel-
lement constants.

(cc2) Pour tout point x € X et tout entier gq, les systimes projec—
tifs H%(V,F), V voisinage ouvert de x, sont essentiellement constants.

(CC3) Pour tout point x € X et tout entier q les systimes inductifs
HY(V,F), V voisinage de X, sont essentiellement de type fini.

(cc4) Pour tout point x € X et tout entier q les systemes projectifs
H%(V,F), V voisinage ouvert de X, sont essentiellement de type fini.

(cC5) Pour tout point x € X et tout entier q , les A-modules
5(’,‘1(5')x (fibre en x du faisceau $0%(F)) sont de type fini.

(cc6) Pour tout x € X et tout entier g, les A-modules 36‘{1:}(19)
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(q-éme groupe d'hyper-cohomologie & support dans {x}) sont de type fin .

(cc7) Pour tout x € X et tout entier q , le morphisme canonique :

q . q
# (1(F) > lin B (V,F)
xeV
est un isomorphisme.
(cC8) Pour tout couple P C Q de sous-espaces de X tel que P soit

compact et contenu dans l'intérieur de Q, 1l'image du morphisme
B4(Q,F) » HY(P,F)

est, pour tout entier q, de type fini.

(cc9) Pour tout couple V' c V d'ouverts de X tel que V’ soit
compact et contenu dans V et pour tout entier q , 1l'image du morphisme
Hg(v',p)-e HZ(V,F) est de type fini.

Ces propriétés ont été considérées par différents auteurs dans 1'étude
des variétés cohomologiques. Parmi les nombreuses implications qu'il y a

entre ces propriétés les plus frappantes sont les suivantes :

Proposition : Lorsque tout point de X admet un systéme fondamental dénombra-
ble de voisinages, les propriétés (CC5), (CC6) et (CC2) entratnent toutes les
autres. Lorsque de plus A est artinien les propriétés (cC5), (CC6) et (CC1)
entrafnent toutes les autres.

Nous renvoyons pour la démonstration & la bibliographie.

Un espace localement compact sera dit cohomologiquement A-constructible
si la cohomologie a supports compacts y est de dimension finie et si le
faisceau constant A est cohomologiquement constructible. Tout espace loca-

lement compact localement isomorphe & un ouvert d'un polyddre fini est coho-

mologiquement A~constructible.
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1
5. Propriété du foncteur f .

Nous nous contenterons de citer un théoréme qui précise l'analogie signa-
lée dans 1l'introduction. Une application f : X 2 Y est dite submersive si
localement sur Y et sur X elle est isomorphe 2 la projection d'un produit
de deux espaces sur son deuxitme facteur. Elle est dite cohomologiquement
constructible si pour tout point y € Y, 1la fibre f-1 (y) est cohomologi-

quement A-constructible.
Théordme : Lorsque f est submersive et cohomologiquement constructible, il
existe un isomorphisme naturel :
! ~ Loy +
(5.1.) £7(6) 3*6) ® £ (4) ¢ e ob(D' (1)) .

Lorsque de plus f est la projection d'un produit sur son deuxieme facteur,

on a un isomorphisme naturel :

Z = ZxY
gl f i
{e}] Y
1 ~ 1
(5.2.) £'(a) < prreg’(a) .

L
Le foncteur ® de la formule (5.1.) est le produit tensoriel total de

complexes de faisceaux. On prend une résolution P - f!(A) du complexe
f!(A)v par un complexe dont les objets sont plats i.e. dont les fibres sont
des A-modules plats. On forme alors le complexe simple associé au double
complexe f*(G) ® P. Le complexe obtenu ne dépend pas, i isomorphisme cano-

nique prés dans D(X), de la résolution choisie.
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