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Séminaire BOURBAKI
18e année, 1965/66, n° 296
Novembre 1965

THESE DE DOUADY

par Henri CARTAN

Premiére partie : Position du probléme.

Admettons pour un instant la notion classique d'espace analytique

(complexe) ; "classique" signifie : au sens de Grothendieck [1] , autrement
dit les anneaux locaux peuvent avoir des éléments nilpotents. Si X est un
espace analytique, on a la notion de sous-espace analytique de X (cf. ci~
dessous). Considérons l'ensemble de tous les sous-espaces analytigues com-

pacts de X ; Douady munit cet ensemble d'une structure d'espace analytique.

Le probléme précis qu'il résout sera formulé plus loin. Dans le cas particu-
lier ol X est l'espace projectif complexe Pn(c), le probléme revient &
munir d'une structure d'espace analytique l'ensemble de tous les sous-espaces
analytiques (fermés) de Pn(C), c'est-d-dire l'ensemble de toutes les sous~
variétés algébriques de Pn(C). On obtient alors un "schéma de Hilbert",
Rappelons qu'un espace analytique est défini par un couple (X’QX)’
ol X est un espace topologique séparé, et QX est un faisceau d'anneaux
locaux sur X ; X s'appelle 1l'espace topologique sous-jacent & l'espace
analytique, Oy est le faisceau structural. De plus certaines conditions

doivent &tre remplies, Pour les énoncer avec précision, on définit d'abord

la catégorie A des espaces annelés : un objet de A est un couple (X!gx)

comme ci-dessus (sans aucune condition supplémentaire) ; un morphisme

f: (X*QX) - (ngy) est un couple (fo,fl), ol f,+ X = Y est une ap-
plication continue des espaces sous-jacents, et £, (fo)'l(gy) - 0y

est un morphisme de faisceaux d'anneaux sur X. On a donc une notion d'iso-

morphisme d'espaces annelés ; on sait aussi ce que c'est que la structure
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annelée induite par (X’QX) sur un sous-espace de X. On prend alors comme
"modéles" les espaces annelés du type suivent : dans un ouvert V d'un
espace numérique Cn, on prend un faisceau cohérent d'idéaux I (sous-
faisceau cohérent du faisceau Oy des germes de fonctions numériques
holomorphes dans V), on prend pour X le "support" du faisceau quotient
QV/I (ensemble des points xeV tels que 1'idéal I, soit distinect de

1'anneau QV x), et on prend pour faisceau structural O, le faisceau
. =

induit sur X par QV[E. Cela dit, un espace analytiqpexest, par définition
un espace annelé (X,QX) tel que X soit séparé et puisse &tre recouvert
par des ouverts Ui dont chacun (muni de la structure annelée induite) soit
isomorphe & un modéle,
Un morphisme d'espaces analytiques est, par définition, un morphisme

des espaces annelés qui les définissent. On dit qu'une application

¢ : X » Y est holomorphe pour les structures O (resp. Oy ) d'espace
analytique de X (resp. Y) s'il existe un morphisme

(fo,fl) : (X’QX) -+ (Y’QX) tel que f_ = ¢ . On prendra garde qu'en général
un tel morphisme n'est pas déterminé par la connaissance de 1l'application
holomorphe fo. I1 1'est toutefois lorsque l'espace X est réduit, c'est-
d-dire lorsque le faisceau QX n'a pas d'éléments nilpotents.,

Considérons en particulier les morphismes de (X’QX) dans €, muni

du faisceau structural QC évident ; un tel morphisme associe & toute
section du faisceau Ek une section de Oy s en particulier, & 1l'application
identique € + € elle associe une section s € F(X,QX) (notation pour le
module des sections). On montre que s caractérise le morphisme donné
(X‘QX) > (C‘QC)’ et que réciproquement toute section provient d'un .
morphisme. La fonction holomorphe f : X *+ € sous-jacente au morphisme
défini par s € F(X'QX) est celle qui, en chaque point x e X, prend pour
valeur 1l'image de s(x)s:igx’x par 1'homomorphisme 4'augmentation

0 + € de l'anneau local OX,x'

—X,X - . B
Nous supposons connue la notion de faisceau cohérent sur un espace annelé

(cf. [2] ) ; elle vaut donc pour un espace analytique. Rappelons (théoreme

d'0ka) que le faiseceau structural QX d'un espace analytique est cohérent
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(comme faisceau de gx-modules).
Etant donné un espace analytique (X’QX)’ un sous-espace analytique

(Y,gq) est défini par la donnée d'un sous-faisceau cohérent I de 0Oy (fais=-

ceau cohérent d'idéaux) ; alors on prend pour Y le support du faisceau cohérent
QXAE , et pour faisceau structural Oy le faisceau induit par QX/I sur le sous
espace Y . Les sous-espaces analytiques compacts de (X’QX) sont donc en corres=-

pondance bijective avec les faisceaux quotients de QX qui sont cohérents et &

support compact.

Soit, en général, un morphisme d'espaces anelytiques
f = (fo,fl) : (Y,QY) > (x,_qx),

et soit F un faisceau cohérent sur X . Son image réciproque (fo)"l(z) est un
faisceau de (fo)-l(gx)-modules ; comme £, : (fo)-l(gx) + 0y est un morphisme de
faisceaux d'anneaux, on peut prendre le produit tensoriel
-1
o8y
o X
qui est un faisceau de gy-modules sur Y . On vérifie qu'il est cohérent (regar-
der une présentation finie de F ) ; on le note f“(g) + Observer que f“(gx)
. On & une propriété évidente de transitivité :

s'identifie & -QY

(g o =10 é“.

Produit de deux espaces analytiques : les produits existent dans la catégorie

des espaces analytiques : si X et Y sont deux espaces analytiques (on omet de
noter leurs faisceaux structuraux, pour abréger 1l'écriture), il existe un espace
analytique Z muni de deux morphismes P ¢ Z~+>X et P, ¢ Z -+ Y tels que l'ap-

plication qu'ils définissent
Mor (T,2) + Mor(T,X) x Mor(T,Y)

soit bijective pour tout espace analytique T . Un tel espace 2 se note X x Y ,
L'espace topologique sous~jacent au produit est le produit des espaces topologi~-

ques sous-jacents & X et Y .

Soit maintenant X un espace analytique, et soit S un autre espace analy-

tique (espace de paramétres). On se propose de dire quand un faisceau cohérent
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F(s) sur X, dépendant du paramdtre se¢ S, dépend analytiquement de s . Obser-
vons d'abord que la donnée d'un faisceau cohérent F sur S x X définit, pour
chaque point se S, un faisceau cohérent F(s) sur X, comme suit : soit

is : X+ S xX 1l'injection x -+ (s,x) ; on pose
E(s) = (1)0%®)

et on 1l'appelle la fibre de F au-dessous de s ,

Observons que si l'on part d'un faisceau cohérent E sur X, et qu'on pose
F= p*(_l_ﬁ_), ol p: S xX+>X désigne le morphisme de projection, le faisceau
F(s) s'identifie & E pour tout se S puisque p o is est le morphisme iden-
tique de X , On peut dire que p“(_F_J') définit un faisceau constant au-dessus de
X

Définition : F (faisceau cohérent sur S x X) est S=-plat si, pour tout point
(syx)e Sx X, on a

(1) Tor-(-)-SxX,(s,x)(o F__) = 0 pour k entier > 1
k =X yX ? ==5,x P -
caz ' .
en considérant que -Q'X,x est un module sur -QSx X, (s,%) par l'homomorphisme

PO . v s . .
P-Sxx,(s,x) + Qx,x définl par le morphsime d'injection 1s + Noter que Toro
n'est autre que _Ii(s)x .

Par exemple, si E est cohérent sur X, p*(E) est S-plat, (Critére de

S-platitude : le morphisme de projection SxX + S définit FS 5 comme module
]

) e . . .
sur Q-S,s 3 la condition (1) exprime que c'est un Q_S,s module plat).

Supposons maintenant que F soit un sous-faisceau cohérent de p*(g_) (E :

faisceau cohérent sur X) ; si le faisceau quotient p*(g_)/g’_ est S-plat,
alors F est S-plat (puisque p“(E) est S-plat).
Alors (1) montre que, pour chague s¢ S, (is)*(g) s'identifie 3 un sous-faisceau
de E . C'est sous ces hypothéses que, par définition, on dira que le sous-fais-
ceau F(s) = (is)“(-F-) du faisceau E dépend analytiquement de se S

La notion de sous-faisceau cohérent de E, dépendant analytiquement de

se S, est invariante par changement de base : cela veut dire que si F(s)CE

dépend analytiquement de se S, et si ¢ : S' > S est un morphisme d'espaces analy~
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tiques, alors F(¢(s')) est un sous-faisceau de E qui dépend analytiquement de
S'E St .
Nous sommes enfin en mesure de formuler le probléme résolu par Douady :

Probléme universel : soient X un espace analytique donné, et E un fais-

ceau cohérent donné sur X . Considérons la situation suivante : S est un espa-
ce analytique, et F est, sur l'espace S x X, un sous-faisceau cohérent de
p“(_}f_:_) tel que p“(g_)/_l: soit S-plat et S-propre (cette derniére condition signi=-
fie que 1l'application du support de p*(‘?_)/_F‘_ dans S, induite par la projection
S x X + 8, est propre ; ce qui implique que chaque fibre E/F(s) a un support
compact dans X ). Il est clair qu'un changement de base ¢ : S' + S définit
F' = (¢ x idx)*(f_), sous-faisceau cohérent de p'*(_lg), tel que p'“(E)/E’ soit
S'-plat et S'-propre. Cela dit, on cherche un couple (S,F) qui soif universel
dans le sens suivant : tout autre couple (S',F') se déduit de (S,F) par un
changement de base ¢ : S' -+ S, ce changement de base étant en outre unigue.

I1 est évident que si un tel couple (S,F) existe, il est "unique & un iso-
morphisme prés". Douady prouve l'existence d'un tel couple. On le notera (H,R).

Voyons de plus prés ce que signifie ce résultat., Appliquons la propriété uni-
verselle de (H,R) au cas ol S' est un espace ponctuel (dont 1'anneau local est
€), et ol E' est un sous-faisceau cohérent de E tel que E/E' soit & support
compact (on a identifié S' x X & X). D'aprds la propriété universelle, il existe
un unique point seB tel que 1'isomorphisme i:(p“(.E_)) R E induise un isomor=
phisme i:(g),'v E'. Donc l'ensemble des points de H (espace sous-jacent & H )
est en correspondance bijective avec l'ensemble des sous=-faisceaux cohérents E'
de E tels que E/E' soit & support compact.

On a donc muni canoniquement d'une structure d'espace analytique llensemble

H des sous-faisceaux cohérents E' de E tels que E/E' soit & support compact.

Si on applique ce résultat en prenant pour E 1le faisceau structural Qx'

on trouve une structure d'espace analytique sur l'ensemble des sous-espaces analy-
tiques compacts de X .
Douady donne de son théoréme l'application suivante : soient X et Y deux

espaces analytiques, X &tant compact ; soit H(X x Y) 1'espace analytique dont
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les points sont les sous-espaces analytiques compacts de X xY (cf. ci-dessus).
Si & chaque morphisme f : X + Y on associe son graphe, on identifie 1'en-
semble Mor(X,Y) & un sous-ensemble de 1l'espace H(XxY) ; on montre facile-
ment que c'est un sous-ensemble ouvert, donc Mor(X,Y) hérite de la structure
d'espace analytique de H(X xY). On prouve ensuite que, pour tout espace

analytique S, les morphismes de S dans l'espace analytique Mor(X,Y) sont

en correspondance bijective avec les morphismes de Sx X dans Y. Enfin, si

X est réduit (i.e. si son faisceau structural est sans éléments nilpotents),
alors la topologie sous-jacente & la structure d'espace analytique de

Mor(X,Y) n'est autre que la topologie de la convergence compacte sur 1'en-

semble des applications holomorphes X =+ Y,

Deuxiéme partie : Espaces analytiques banachiques

Pour construire la solution du probléme universel mentionné ci-dessus,
on & besoin de construire des espaces auxiliaires, qui sont en fait des

espaces analytiques de dimension infinie, Mais il faut dire ce qu'on entend

par 14.

Tout d'abord, on définit sans difficulté la notion de variété analytique
banachique (complexe). Les cartes d'une telle variété se font sur des ouverts
d'espaces de Banach (une fois pour toutes, on ne considére que des Banach
sur le corps €) ; les changements de cartes sont les homéomorphismes (d'ou-
verts de Banach) qui sont holomorphes ainsi que 1l'homéomorphisme réciproque.
Naturellement, il faut d'abord savoir ce que c'est qu'une application
holomorphe

f:U »F
d'un ouvert U du Banach E dans un Banach F, Il y a plusieurs définitions
possibles, dont l'une (2 la Cauchy) dit simplement que f doit étre C-
différentiable, et dont l'autre (& la Weierstrass) dit que, pour tout a e U,
il existe un r > O et un développement en série (valable pour [1x]] < x)

fla+x) = } fn(x)
n20
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ol fh est une application polynomiale homogéne E - F de degré n,
la série

Loosuwp |lr ()]
020 ||x[|sr P

étant convergente. Les ouverts des Banach et les applications holomorphes
d' iceux forment une catégorie ; les changements de cartes d'une variété ana-
lytique banachique sont définis par des isomorphismes de cette catégorie.
On définit de maniére évidente une application holomorphe X+ Y (X et Y
étant des variétés anal. ban.), d'ol la cetégorie des variétés analytiques
banachiques.

Exemple de variété analytique banachique : la grassmannienne G(E) d'un
espace de Banach E, Comme ensemble, G(E) se compose par définition des sous=

espaces directs de E, c'est-d-dire des sous-espaces vectoriels G tels qu'il

existe un projecteur continu p : E+ E ayant G pour noyau. Pour

Ge G(E), notons U, 1'ensemble des supplémentaires fermés de G, c'est~ad~

G
dire l'ensemble des images des projecteurs p de noyau G. Il est clair que
U, est en correspondance bijective canonique avec l'ensemble des
v ¢ L(E/G,E) telles que meov soit 1'identité de E/G (on note

n, ¢ E- E/G 1l'application cancnique). En d'autres termes, T définit une
application linéaire continue

L(E/G,E) + L(E/G,E/G),

et U, est 1'image réciproque de 1E/G e L(E/G,E/G). C'est donc le trans-
laté d'un sous-espace vectoriel fermé de L(E/G,E), ce qui donne une carte de
UG sur un espace de Banach., Il est facile de voir qu'on obtient ainsi (lors-
que G varie dans G(E)) un systéme de cartes qui fait de G(E) une variété
analytique banachique dont les U sont des ouverts.

Venons & la définition des espaces analytiques banachiques,

Dans le cas classique (dimension finie), il avait suffi de se donner une

S

structure d'espace annelé, et d'imposer & cet espace d'€tre localement iso-
morphe & un "modéle", La structure annelée (X“QX) servait alors & définir
pour tout ouvert V C.X, l'ensemble des morphismes V -+ C, lequel s'identi-
fiait & 1'ensemble F(Vtgx) des sections du faisceau structural. Maintenant,
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on aura besoin de connaftre non seulement 1'ensemble des morphismes V = € s
mais 1l'ensemble des morphismes V + U & valeurs dans n'importe quel ouvert U
d'un Banach (naturellement, nous ne savons pas encore ce qu'est un tel
"morphisme"). Ceci conduit & la notion suivante :

Soit B 1la catégorie des ouverts d'espaces de Banach et des applications

holomorphes. Un espace B-fonctorisé est défini par la donnée 1°) d'un espace

topologique X ; 2°) pour tout ouvert U d'un Banach, d'un faisceau d'en
sembles _gx(U) 3 3°) pour toute application holomorphe U -+ U', d'un homo-
morphisme de faisceaux QX(U) —»gx(U'), avec une condition évidente de transi-
tivité. Autrement dit, un espace B-fonctorisé, de support X, est un foncteur
covariant de la catégorie B dans la catégorie des faisceaux d'ensembles sur
X. On notera Oy ce foncteur, Par définition, un morphisme

f: (X,gx) -»(Y,_Q_Y) d'espaces B-fonctorisés est un couple (fo,fl),

ol fo :+ X +Y est une application continue, et ol f. est un morphisme

1
de foncteurs

(£,)7 (0, > oy -
Ayant ainsi défini la catégorie des espaces B~-fonctorisés, on appellera
espace analytique banachique un espace B-fonctorisé (X,p_x) tel que X
soit un espace topologique séparé qui posséde un recouvrement par des ouverts
dont chacun (pour la structure B-fonctorisée induite) soit isomorphe & un
"modéle". Il reste i définir les modéles !
Ce qui va définir un modéle, c'est la donnée d'un couple (W,f), ol
W est un ouvert d'un Banach E, et f : W=+ F une application holomorphe
a4 valeurs dans un Banach F. A ce couple nous devons associer un espace
B-fonctorisé. Son support X sera simplement f-l(O) (sous-espace fermé de

W). Reste & définir le foncteur 0, de la catégorie B dans la catégorie

des faisceaux d'ensembles sur X. Aza.n’t de le faire, regardons le cas oi E
et F sont de dimension finie ; la donnée de f revient & celle de n fonc-
tions holomorphes £, W + € (une fois choisie une base de n &léments de
F) ; les f, engendrent dans W un faisceau d'idéaux I, indépendant du
choix de la base de F ; X n'est autre que le support du faisceau quotient
gw/_I_, qui induif sur X le faisceau d'apneaux servant & définir la structure

d'espace annelé de X.
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Revenons au cas général oi E et F sont des Banach quelconques., Pour
tout ouvert U d'un Banach G, soit _I_&(U) la restriction & X du faisceau
_Ii.w(U) des germes de fonctions holomorphes de W & valeurs dans U, On voit
facilement que si V est un ouvert de X, une section ¢ I‘(V,_lix(U)) définit une
application V »+ U, On va maintenant utiliser l'application holomorphe donnée
f : W=+ F pour définir une relation d'équivalence sur le faisceau QX(U).

Commengons par le faire pour y_X(G), qui est évidemment un faisceau d'espaces

vectoriels complexes. On définit un homomorphisme de faisceaux d'espaces

vectoriels
() Hy(L(F,G)) » EH,(G)
comme suit : une section de EX(E(FvG)) au~dessus d'un ouvert V<X provient
d'une application holomorphe ¢ : V' + L(F,G), oll V' est un ouvert de W
tel que V'NX =V ; associons-lui l'application holomorphe ¢ : V' + G
définie par

v(x) = ¢(x).f(x),

ol le point indique que ¢(x) ¢ L(F,G) opére sur f£(x) e F. On voit facilement
que le passage de ¢ & y induit bien un homomorphisme (%) comme annoncé ;

par définition, _Q_X(G) est le conpyau de (%) : c'est un faisceau d'espaces
vectoriels. Et on vérifie que toute section ¢ I‘(V,_QX(G)) définit une appli-
cation V + G (parce que f s'annule en tout point de X).

Ayant ainsi défini le faisceau _QX(G), considérons maintenant un ouvert
UcG I_{_X(U) s'identifie & un sous-faisceau de EX(G) 3 son image dans
_QX(G) sera, par définition, le faisceau Q_X(U). Une section de QX(U)
au-dessus d'un ouvert VC X définit une application V + U (mais cette
application ne détermine pas la section, en général). Les applications
V +U que l'on obtient ainsi s'appellent les applications holomorphes de V
dans U.

I1 reste & vérifier qu'une application holomorphe U + U' (ol U' est
un ouvert d'un Banach G') définit un homomorphisme du faisceau _QX(U) dans

le faisceau 0,(U').
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On a ainsi défini le foncteur _(_)_x qui attache un espace
B-fonctorisé & la donnée (W,f). Cet espace B-fonctorisé est un
"modéle", Ayant ainsi défini les modéles, on sait enfin ce qu'est un espace
analytique banachique. Et on démontre que si (X,_Qx) est un espace analy=-
tique banachique, et U un ouvert d'un Banach, le faisceau QX(U) s'iden-

tifie au faisceau des germes de morphismes de X & valeurs dans U,

Comme dans le cas de la dimension finie, on définit 1a notion de sous-espace
analytique (Y,_Q_Y) d'un espace analytique (X,Q_X) : Y est un sous-espace de
X , et QY
En générel, soient (X,gx) et (Y’-QY) deux espaces analytiques bana=

un quotient du foncteur induit par -QX sur Y,

chiques, et soit xe X, yeY, On sait ce qu'est un germe de morphisme

(X,_Qx) - (Y,QY) au point x, appliquant x en y. Pour expliciter comment
un tel germe est défini, on peut supposer que (X,_Qx.) est un modéle défini
par un couple (W,f), ol W est ouvert dans un Banach E et f : W+ F
est holomorphe ; et que (Y,QY) est un modéle défini par un couple
(wi,f'), W' ouvert deans E', f' : W'~ F' étant holomorphe ; on a

f(x) = 0, f'(y) = 0. Alors un germe de morphisme provient d'un germe g
d'application holomorphe W+ W' au point x eW (envoyant x en y), tel
que f'og ait pour image zéro dans Q-X,x(F') 3 pour que deux tels germes
-9 et &, définissent le méme germe de morphisme des modéles, il faut et
il suffit que leur différence (qui est un germe de morphisme W + E' au
point x) donne zéro dans _Qx.x(E'). Par définition, on dit qu'un germe de
morphisme est compact, s'il est possible de choisir le germe. g de telle

fagon que son application linéaire tangente (qui est une application linéaire

continue E » E') soit compacte au sens de F. Riesz. On vérifie que cette
définition ne dépend pas du choix des modéles qui représentent (X,_gx) et
(Y,QY) au voisinage des points xeX et yeY.

Soit maintenant f : (X,gx) -> (Y,_QY) un morphisme d'espaces analytiques
banachiques. On dit que f est compact au point xe€X si le germe de f en

x est compact. Cela dit, Douady prouve le Critére de finitude : pour qu'un

espace analytique (X,_C_)_X) soit de dimension finie au voisinage de x
(c'est-d~dire soit un espace analytique classique au voisinege de x), il faut

et il suffit que le morphisme identique de (X,gx) soit compact au point X.
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Exemple d'espace analytique banachique : Soit E un espace de Banach.

On a défini plus haut la grassmannienne G(E) comme variété analytique bana-

chique. Soit maintenant A une algébre de Banach, et supposons que E soit
un A-module, l'application (a,x)~ a.x de AxE dans E &tant bilinéaire
continue. Soit QA(E) le sous-ensemble de G(E) formé des sous-espaces vec-
toriels directs F qui sont des sous-A-modules (on ne demande pas que F soit
direct comme sous-A-module, mais seulement comme sous-espace vectoriel), Pour
GeG(E), on va définir sur UGﬂg_A(E) une structure d'espace analytique
banachique. Rappelons que UG est un sous-espace affine de l'espace de
Banach L(E/G,E), & savoir n'l(lE/G), ol m: L(E/G,E) » L(E/G,E/G) est
1'application canonique. Pour exprimer qu'un veUG a pour image un sous-A=-
module F, il suffit d'exprimer que, pour tout acA et tout xeE/G, 1'é1é~
ment

a.v(x) €E

est dans 1l'image de v, c'est-d-dire est annulé par lE - vorn (7 étant 1'ap-

plication canonique E +E/G). Autrement dit, v doit &tre tel que
a,v(x) = v{n(a.v(x)))

soit nul pour tout couple (a,x)eAx (E/G).

Considérons alors la fonction
£ : L(E/G,E)~» L(Ax (E/G),E)
telle que f(v) soit l'application bilinéaire continue
(a,x) = a.v(x) = v(n(a.v(x))).

L'application f est holomorphe, puisqu'en fait c'est une fonction quadra-
tique de v. Elle induit donc une application holomorphe (notée encore f)
du sous-espace affine UGc Q(E/G,E). Nous sommes donc dans la situation d'un

modéle, et U ﬂ_gA(E) est donc muni d'une structure d'espace analytique. On

G
vérifie alors facilement que, lorsque G parcourt G(E), les UG’\ QA(E)
forment un recouvrement ouvert de QA(E) tel que les structures d'espace

analytique de ces ouverts se recollent pour faire de _(_}A(E) un espace ana-

lytique.
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Voici un cas oll intervient la grassmannienne QA(E)’ Supposons que le
A-module de Banach E soit de type fini, et plus précisément qu'il existe

une suite exacte directe

f f f by
Il n-1
0 - Ln -+ Ln_1 e Ll + L° * E,

ol chacun des Li est somme directe d'un nombre fini d'exemplaires de A ;

les fi sont des applications A-linéaires continues, la suite est exacte,
et "directe" signifie que le noyau et 1'image de chaque f, sont des sous=-
espaces directs (au sens des C-sous-espaces, non des sous-A-modules). L'en-
semble QA(O,Ln,...,LO,E) des A-complexes formés avec les Li et E est
muni d'une meniére évidente d'une structure d'espace analytique banachique ;
le sous~espace §A(O,Ln,...,LO;E) des suites exactes directes en est un
sous-espace ouvert, donc est aussi muni d'une structure d'espace analytique
banachique. On définit canoniquement un morphisme d'espaces analytiques

banachiques

$: §A(0’Ln""’Lo’E) - EA(E) 5

~

1l'application des espaces sous-jacents associe & chaque suite exacte directe
1'image de fo : Lo + E, qui est un élément de EA(E). On démontre que le
morphisme ¢ est lisse, c'est-d-dire que tout point de EA(E) posséde un
voisinage ouvert U au-dessus duquel §A(O’Ln""’Lo’E) s'écrit comme le
produit de U par une variété analytique banachique, le morphisme ¢ &tant alors
le morphisme de projection. Ce fait joue un rdle important dens la technique

de construction dont on va maintenant parler briévement.

Troisidme partie : bréves indications sur les techniques de démonstration.

I1 s'agit de résoudre le problime universel posé & la fin de la premiére
partie. Pour cela, on formule un probléme analogue, mais ol 1'on permet &
l'espace S d'&tre un espace analytique banachique (X reste un espace ana=
lytique de dimension finie, et E un faisceau cohérent sur X). Alors l'espace
S xX est analytique banachique, et il faut voir ce qui doit remplacer la
notion de faisceau cohérent S-plat pour un faisceau F sur SxX.

Observons d'abord que tout espace analytique banachique Y posséde un faisceau

d'anneaux QY(E) (il ne @éfinit pas entilrement la structure, mais il n'en
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existe pas moins), On notera désormais Oy 1le faisceau gy(c), malgré la cop=
fusion que cette notation pourrait théoriquement engendrer., Sur l'espace S x X,
. . c . - -
un faisceau F est dit S-anaplat si c'est un falsceau de -O-S x X modules satis
faisant & une condition supplémentaire qu'on va d'abord formuler dans le cas ol

. n
X est un ouvert U d'un espace numérique C :

Définition : sur S x U, un O & U-faisceau F est dit Seanaplat si, pour
tout point (so,xo) € S x U, il existe dans un voisinage V x W de (so,xo) une

résolution finie de F :

(R) O-+L ~»1L
- - e

> ¢+ L. L +F >0,
- w -—

1 ]
ou_chaque _L_l est somme directe d'un nombre fini d'exemplaires du faisceau struc=-

tural 9-V

' 2 Al _~
avec l'anneau P-W,x (considéré comme module sur O W,(5,x)

momorphisme défini par l'injection x - (s,x) de W dans V x W), on obtienne

« o telle que si, en chaque point (s,x) € V x W, on tensprise (R)
au moyen de l'ho-

une résolution de O ® F , noté F(s)_ .
= 4 x Q-V x W,(s,x)-s'x b4
Dans le cas général ol X est un espace analytique (de dimension finie), on
réalise localement X comme sous-espace d'un ouvert U d'un espace numérique,
donc S x X comme sous-espace de S x U ; un O x-;t'a.isceau Fy sur S x X, est

dit S~anaplat, si le -QS " U-fe.iscee.u de S x U-squi induit F sur S x X et
O en dehors, est S-anaplat,

On montre ensuite que, lorsque S est de dimension finie, la notion de faise
ceau S-anaplat sur S x X é&quivaut & celle de faisceau cohérent sur S x X et
S-plat.

Cela dit, voici comment on reformule le probléme universel : soit X un es=

pace analytique donné (de dimension finie), et soit E un faisceau cohérent sur
X + On considére la situation suivante : S est un espace analytique banachique,
et F est, sur 1'espace S x X, un sous-faisceau de p“(g) (lequel est Swanaplat)
tel que p*(_g:_)/j’_ soit S-anaplat et S-propre. On cherche un (S,F) qui soit uni-
versel ; cela veut dire que si on a un autre systéme (S',F'), il existe un unique
morphisme ¢ : 8' - S (morphisme d'espacesanalytiques banachiques) tel que F'

se déduise de F par le "changement de base" ¢ . -
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Alors Douady prouve que ce probléme universel a une solution (H,B_).
Une fois l'espace H obtenu, il peut, en utilisant le critdre de finitude,
montrer qu'en fait H est de dimension finie en chacun de ses points
(N.B. Les dimensions des composantes irréductibles de H ne sont pas néces-
sairement bornées).

Il reste & indiquer succintement quelques points essentiels des techniques

utilisées pour construire 1l'espace cherché H et son faisceau.

Proposition l.- Soit U un ouvert de ¢° 3 soit F un faisceau de QSXU-
modules sur S xU, et soit S, € 5 tel que, pour tout xe U, F admette
une résolution libre de longueur p au voisinage de (so,x) [p #étant indépen-
dant de x ]. Alors si K est un produit de compacts K xeoax K (ol Kica!)
contenu dans U, F admet une résolution libre de longueur p au voisinage
de {so} xK.

(Lorsque l'espace S est réduit & un point, on retrouve les "théorémes
A et B" de la théorie des faisceaux cohérents).

Soit K un compact convexe, d'intérieur non vide, dans CBn, et soit E
un espace de Banach, On introduit l'espace de Banach B(K;E) formé des
applications continues K + E, holomorphes & l'intérieur de K ; on démontre

que
B(K;E) ~~ B(X) @E E, ol B(K) désigne B(K;C).
Pour un faisceau cohérent F, on définit

B(K;F) = B(K) ® ) r(K;F),

r(k,0
od T(K,F) désigne le module des sections de F au-dessus de K. On munit
B(K3F) d'une topologie d'espace vectoriel en écrivant F, au voisinage de
K, comme conoyau de L, + L, (faisceaux libres de base finie), et en prenant
la topologie du conoyau de .B(K;Ll) > B(K;LO) ; elle ne dépend pas du choix

de la résolution. Cette topologie fait de B(K;F) un espace de Banach si elle

s s st Lt .
est séparée ; il en est ainsi lorsque K est un compact privilégié pour F

par 13 on entend qu'il existe, au voisinage de K, une résolution de F :

O+L +L 3 +ees Ly »L; »F

qui donne naissance & une suite exacte directe d'espaces de Banach :
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Rappelons qu'une suite exacte est directe si le noyau et 1'image de chaque
application linéaire de la suite sont des sous-espaces directs). Alors il
en est de méme pour toute résolution de F, et le conoyau de l'application

B(K;Ll) +B(K;L°) est un espace de Banach.

Proposition 2.~ Etant donnés des faisceaux cohérents Ei en nombre fini
dans un ouvert U de L , chaque point x €U posséde un systéme fonda-
mental de voisinages compacts convexes (en fait, de produits le see X Kn)
qui sont privilégiés pour chacun des Ei‘

Boit toujours U un ouvert de ¢ , et soit maintenant E un faisceau
cohérent sur U. Si K est un compact privilégié pour E, 1l'espace de
Banach B(K;E) est un module sur 1l'algdbre de Banach B(K) ; on a donc une
grassmannienne -(-;B(K) (B(K;E)), qu'on notera EK(E) pour abréger. Soit alors
5 un espace analytique banachique, et soit F un sous-faisceau du faisceau
p*(E) sur S xX, tel que p*(E)/E soit S-anaplat. On montre que l'en-
semble des s € S tels que le compact K soit privilégié pour F(s) et
E/F(s) est ouvert. Soit 5, cet ouvert. Pour s e S¢» le Banach B(K;F(s))
apparalt comme la fibre d'un fibré vectoriel analytique de base SK 3 de plus

1'application s B(K;F(s)) est 1'application sous-jacente & un morphisme
d'espaces analytiques

5 > Sp(x
On montre inversement que tout morphisme S QK(E) définit un faisceau F

° 3
sur S xK (lg désignant 1'intérieur de K), tel que p*(_E_:_)/_Ij soit

(B(K;E)) = G (E).

S-anaplat. En outre, le serpent se mord (presque ! ) la queue. De 1ld on
déduit un faisceau "universel” sur -(-;-K(E) xK .

A partir de 13 il y a encore beaucoup de technique pour arriver d cons-
truire le solution du probléme universel, Il n'est malheureusement pas
possible de donner plus de détails. Disons seulement que l'espace universel
H est construit localement ; au voisinage de chacun de ses points, il est
construit comme un sous~espace analytique d'un produit de gressmenniennes du
type Q_K(g), ce sous-espace étant le "noyau" d'une double fléche. En utili-

sant deux recouvrements emboftés, on montre alors que H satisfait au critére

de finitude.
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