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Séminaire BOURBAKI Mai 1965
17e année, 1964/65, n® 292 a

CORPS DE FONCTIONS MEROMORPHES SUR UNE SURFACE DE RIEMANN

par Serge LANG

(d’aprés ISS'sA [1])

Soit X wune surface de Riemann non-compacte. On sait depuis longtemps que X
est déterminde (4 la conjugation complexe prds) par 1'anneau des fonctions holomor-
phes. ISS'SA vient de résoudre le probléme analogue pour le corps de fonctions mé-
romorphes en montrant comment on peut caractériser 1l'anneau & partir du dit corps.
(Soit dit en passant que le probléme était posé depuis longtemps, et que les ana-

lystes y avaient travaillé.)

THEOREME 1. - Soient X une surface de Riemann non-compacte connexe, A 1'an-

neau des fonctions holomorphes sur X et K(X) son corps de fractions. Si B est

un anneau de valuation discréte de K (contenant les constantes), alors B est

l'anneau local d'un point sur la surface de Riemann, et A est l'intersection de

tous les anneaux de valuation discréte de K contenant les constantes.

Démonstration. - Nous allons démontrer 1'assertion suivante : Toute fonction ho-

lomorphe sur X est contenue dans B , autrement dit, A C B . Le théoréme en est

une conséquence -immédiate.

On se raméne au cas ou X est le plan complexe comme suite. Soit f holomorphe
sur X, et supposons le théoreme démontré pour la fonction z sur C . Par pull-
back, 1'anneau de valuation B induit Wi anneau de valuation discréte sur le corps
K(g) des fonctions méromorphes sur G, et si 2z est dans un tel anneay, il s'en

suit que f est dans K(X) .

Soit v la valuation (notée additivement) correspondent & B . Supposons que z
ne soit pas dans B, i. e. que z ait un pdle en "v . Soient p un nombre premier,
et {ni} une suite d' fzntiers tels que 1< n, < p - 1, et tels que le développe~
ment p-adique Zni pl n'appa.rtier.xt 4 aucun nombre rationnel. Soit f une fonction
entiére ayant un zéro d'ordre n, p:L en i pour i=1, 2, «ss , et pas d'autre

zéro. Pour chaque entier positif N , posons
i

N n.p
a oy i
PN(z) = igl (z - 1) .
Alors f(z)/PN(z) est une fonction entidre dont l'ordre de tous ses zéros (dans

G ) est divisible par pN"'1 , et par conséquent il existe une fonction entidre g(z)
telle que
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f(z) _ g(z)PN+1

Prenons l'ordre en v de ces fonctions, Comme 2z a un p8le en v , on voit que

PN(Z) a aussi un pdle, et que
N
ordv Py = (n1 P+ oeee +0g D ) ord  z .

Done,

_ N N+1
ord f = (n1 P+ eee tNgD ) ord z + p ord g .

On en déduit que ordv f ne peut 8tre un entier, d'ou contradiction.

(L*argument montre bien entendu beaucoup plus, si on l'applique a d'autres an-

neaux de valuation de K(g) .)

Nous avons déja caractérisé A comme étant 1l'intersection de tous les anneaux
de valuation discréte du corps K . Nous allons maintenant voir qu'il n'y en = pas

d'autres que ceux associés aux points de la surface de Riemann.

Pour chaque point 2z de X , soit fz une fonction ayant un zéro d'ordre 1 en

z et pas d'autre zéro sur X . Si pour un zZ, la fonction fZ a un ordre en v

qui soit > 1 , alors, pour sz # Zy s la fonction f ne peut gvoir un ordre en
v 21, et donc est une unité pour v . Donc 1'anneau de valuation discréte A(f )
est contenu dans B , et est donc égal & B . %y

Supposons que, pour chaque 2z de X , on ait ordv fz =0 . Alors v est tri-

viale sur toute fonction holomorphe n'ayant qu'un nombre fini de zéros.

Soit g n'importe quelle fonction dans A , et soit 2z, , z la suite de

1 e
ses zéros, qu'on peut supposer tendre vers l'infini. Soit z, uo autre point de
X . On peut trouver une fonction h ayant un zéro d'ordre arbitrairement grand en

LA telle que la fonction f = gh alt un ordre n, en z, (i=0,1,...)

i
avec ni|ni+1 . Alors la fonction f/f n'a que des zéros dont l'ordre est divi-
sible par n, o et il existe donc une fonction holomorphe ¢ telle que
o o
f/fz =¢ U, avec u inversible.
o

I1 s'en suit que ordV g est arbitrairement grand, ou O . Le premier cas ne peut
se présenter, ni le second, car autrement v serait triviale, ce qui démontre le
théorséme.
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