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Séminaire BOURBAKI

17e année, 19%4/65, n® 291 Mai 1965
1

AIGEBRES TENSCRIELLES ET ANALYSE HARMONIQUE

par Jean-Pierre KAHANE

(d'aprés N. T. VAROPOULOS [7], [8])

0. Introduction.

I1 s'agit essentiellement ici du contenu de deux trés récentes notes aux Comptes
Rendus de 1'Académie des Sciences (Séances des 3 et 24 mai 1965 [7] ot [8]).

VAROPOULOS introduit une nouvelle méthode pour attaquer certains problémes ouverts
en analyse harmonique, que je veux d'abord rappeler.

I' étant un groupe abélien localement compact infini, G le groupe dual, A(r)
est l'algébre de Banach constituée par les fonctions transformées de Fourier de

fonctions sommables sur G :

£(x) =IG f(e) e(x) ae , fe tha)
Iy =8l 2 o) = [ 15©)] ag

g(x) est la valeur en x du caractére E , et dE la mesure de Haar normalisée

sur G .

En 1958 et 1959 ont été démontrés deux théorémes importants.

THECREME O.1 (KATZNELSON, etc.). - Seules les fonctions analytiques operent dans
A(r) .

Cela signifie que, si & est une fonction définie sur J)- 1 , 10, et si
8 o fe A(l) pour toute f e A(r) & valeurs dans J)-1 , 1(, 5 est analytique
au voisinage de O dans tous les cas, et sur J- 1 , 1L si T n'est pas discret.

THEOREME 0.2 (MALLIAVIN). - Si I n'est pas discret, A(I') ne satisfait pas a
la synthése spectrale.

Cela signifie qu'il existe un fermé EcT , et une f e A([) , nulle sur E , et
non approchable dans A(r) par des g € A(I) & supports disjoints de E . On dit
alors que E est un ensemble de non-synthése (ou n'est pas ensemble de synthése) .

Dans le cas I = f , Ou aussi bien T = f » un exemple tré&s simple 4'ensemble
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de non-synthése avait été donné par L. SCHWARTZ en 1948 : & savoir une sphére (quel-
conque si T =K , suffisamment petite si I =T ). Ia méthode de MALLIAVIN, et
toutes les variantes qui en ont été donnédes (la plus récente, et la meilleure, se
trouvera dans [4]) semblent irréductibles & celle de SCHWARTZ. Et cependant ... (voir
ci-dessous) .

Les problémes ouverts concernent les ensembles fermés E c ', et le réle qu'ils
Jouent par rapport aux généralisations des théorémes 0.1 et 0.2 (d'ou le titre choi-

si par VAROPOULOS : "Sur les ensembles parfaits et les séries trigonométriques").

On désigne par A(E) 1'algébre de Banach formée par les restrictions & E des
fonctions e A(I') . Pour certains ensembles compacts E , qu'on appelle ensembles
de Helson, A(E) contient toutes les fonctions continues sur E ; il revient au
méme de dire que toutes les fonctions continues opérent dans A(E) . Pour 4'autres
ensembles E au contraire, seules les fonctions analytiques opérent dans A(E) ;
on dit alors que E est un ensemble d'analyticité. Par exemple, il en est ainsi si
E contient des mailles arbitrairement riches, c'est-a-dire que, pour tout n , il
existe Xy 9 X 5 eee , X €T tels que les 20 points Xootep Xt oeen + o) X
(sj =0, 1) soient distincts et appartiennent & E ([3]). Dans cette direction,
c'était 12 le meilleur résultat publié. Des travaux inédits, de KATZNELSON et
MALLIAVIN, concernent des ensembles aléatoires ; dans tous les cas qu'ils ont étu-
diés, ces ensembles sont presque sirement d'analyticité, & moins qu'ils ne soient,
pour des raisons évidentes, ensembles de Helson. Cela vient - pour le moment - &
1'appui de la conjecture selon laquelle tout compact serait soit ensemble de Helson,
soit d'analyticité.

En ce qui concerne les ensembles de synthése, la difficulté d'en obtenir une ca-
ractérisation a amené MALLIAVIN & définir, en 1962, les ensembles de résolution
spectrale : ce sont les ensembles fermés E c I' dont toute partie fermée est ensem-
ble de synthése. MALLIAVIN a montré qu'un ensemble de multiplicité, au sens de sé-
ries trigonométriques, est un ensemble de non-résolution ([5]). On a obtenu ensuite
d'autres exemples de non-résolution, parmi lesquels tous les ensembles parfaits sy-
métriques ([2]). On ne sait pas encore si tout ensemble de Helson est ensemble de

résolution.

VAROPOULOS met en évidence de nouvelles classes d'ensembles d'analyticité et d'en-
sembles de non-résolution : & savoir, respectivement, les sommes algébriques de deux
ensembles infinis et les sommes directes de deux ensembles parfaits. Pour les spé-
cialistes, c'est 12 un test de la puissance de sa méthode. Comme on va le voir, elle

apporte dans la question un point de vue nouveau et prometteur.
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1. Les algébres de Varopoulos.
La présentation qui suit s'inspire & la fois de [7] et [8], et de la trés élégante

mise en forme due & C. S. HERZ ([1]).

sont respectivement les

K est un groupe abélien compact, C(K) et C(K x K)
A(K)

espaces des fonctions continues & valeurs complexes sur K et sur K x K .
a déja été définie ; comme le groupe dual K est discret, on note
f= Z"aXX’ ”f”A=ZIaX|<°°‘
x&k
Notons V(XK) = C(K) & C(K) 1'ensemble des ¢ € C(K x K) qui s'écrivent

(1) =3 £.08, ,
j=1 J J

avec

(2) jzi ”fj”c(x) ng”C(K) <® .

(VAROPOULOS utilise la notation B(K) , qui a l'inconvénient de signifier déja beau-
coup de choses.) C'est une algébre de Banach, la norme ”¢"V(K) étant la borne in-
férieure de (2) pour tous les (fj R gj) qui satisfont & (1). On a les inclusions

topologiques
A(K x K) S5 V(K) S5 C(K x K)
et le spectre de V(K) est donc K x K .

Avant d'aller plus loin, une remarque : la structure de groupe intervient dans
la définition de A(K) , mais non dans celle de V(K) . L'intérat essentiel de ces
algébres de Varopoulos est d'introduire une structure de groupe quand on en a be-
soin, puis de la vider, puis de changer de groupe, etc. Le lecteur attentif s'en

apercevra peut-&tre dans la suite.
On définit maintenant deux applications linéaires M et P :
M P
C(K) —> C(K x K) —> C(K)

f e C(K) donne Mf(x , y) = £(x +y)

@ e C(K x K) donne Rp(x) IK o(x-y,y dy,

et on égréne les lemmes suivants :
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IEMME 1.1, - PM est 1'identité de C(K) .

Preuve : PMf(x) = IK M(x-y,y) dy = IK f(x) ay = £(x) .

IEMME 1.2. - M applique continfiment A(K) dans V(K) , et sa norme est <1 .

~

Preuve : x(x +y) = x(x) x(y) , done ”MX”V(K) < “x“A(K) ; on ajoute et on com-
pléte.

IEMME 1.3. - P applique continfiment V(K) dans A(K) , et sa norme est <l .

-~

Preuve : Il suffit de vérifier "R"”A(K) < “q’"v(K) quand 9 =f®¢g . Orona
dans ce cas Rp=f » g , et comme

(3) £ = g"A(K) < “fHLZ(K) ”g“LZ(K) < "fnc(x) ”g”c(x) ’

le lemme est démontré (la premiére inégalité (3) se voit en appliquant & la trans-
formée de Fourier 1'inégalité de Schwars).

IEMME 1.4, - MA(K) est constituée par les ¢ € V(K) gqui ne dépendent gque de
x +y (c'est-d-dire ¢(x, y) =f(x+7y) ).

Preuve : Lemme 2 dans un sens, et lemme 3 dans l'autre, en remarquant que Pp =T
(lemme 1).

A ce stade, on a déja :

THECREME L.l. - Seules les fonctions analytigues opérent dans V(XK) .

Car, d'aprés le lemme 4, si une fonction opére dans V(K) , elle opére dans MA(K) ,
done dans A(XK) .

Démontrons maintenant :

THEOREME 1.2, - V(K) ne satisfait pas la synthése spectrale.

Nous allons le déduire (la remarque aura son importance plus tard) du fait que,
pour le groupe K considéré, A(K) ne satisfait pas la synthése spectrale. Soient
en effet E un fermé de non-synthése dans K , et fe A(K) une fonction, nulle

s

sur E , non approchable par des g €A(K) & supports disjoints de E . Soit
B ={(x,y) | x+yeBlcKxK.

Considérons Mf , et une fonction yE€ V(X) nulle au voisinage de E¥ . D'aprés

les lemmes 3 et 1,

£ = Pully gy = 1PCE - Dl () < M = ¥y gy -
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Or g = Py a son support disjoint de E . Donc Mf , qui s'annule sur E* , n'est
pas approchable dans V(K) par des fonctions ¢ nulles au voisinage de E* , ce

qui démontre le théoréme.

[
\

Autre démonstration (C. S. HERZ). On égréne quelques lemmes supplémentaires.

LEMME 1.5. - Pour toutes f € C(K) et ¢ €C(K xX) , on a
P(eMf) = (Rp)f .

Preuve : Comme lemme l.l, mutatis mutandis.

LEMME 1.6. - Soient 3 un idéal dans A(K) , et &% 1'idéal engendré par MJ
dans V(K) ; alors & = P3¥ . "

Preuve : Lemmes L.5 et 1.3.

LEMME 1.7. - M2mes hypothéses ; alors, pour les adhérences de 3 dans A(K) et

de 3* dans V(K) , ona 3 = P& .

Preuve : Lemmes 1.6, 1.2 et 1.3.

Conséquence : Si deux idéaux fermés différents 3, et_ 32 dans A(K) ont la
méme enveloppe E , on vérifie facilement que 3 et 83 ont la méme enveloppe
E¥ , et ils sont différents d'aprés le lemme 1.7. Cela permet la traduction & V(K)
de tous les résultats bizarres qu'on connait sur les idéaux fermés de A(K) ([6]).

2. BEtalement des V(K) .

Dans ce paragraphe, K sera, sauf avis contraire, le groupe compact D, produit
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dénombrable de groupes & deux éléments. Pour ce groupe particulier, les théorémes
sur A(K) se démontrent de fagon assez simple, comme je 1'esquisserai tout &
1'heure (voir plutét [4]).

Soient ' un groupe abélien localement compact, non.discret pour le moment, et
K, et K2 deux parties de TI' homéomorphes & K , satisfaisant & la condition
suivante (qui traduit une sorte d'indépendance assez faible) :

(i) Tout x er s'éerit au plus d'une fagon sous la forme

X=X +X5, xleKl, xzeKé.

Posons S = K, + K2 . On a les bijections canoniques

Kx K —> K1><K2—--—>K1+K:2

qui permettent d'identifier C(K x K) et C(S) . Dans ces conditions, V(K) s'i-

a

dentifie & une partie de C(S) : c'est "1'étalement" de V(K) .

LEMME 2.1. - Avec 1'identification précédente, A(S) S, V(K) , et 1'injection
est 3 norme déeraissante.
Preuve : 2 8 x(x, + %) =2 a x(x) x(x) .

Faisons maintenant une hypoth&se beaucoup plus forte (satisfaite en particulier

si K; et K, sont deux parties disjointes d'un méme ensemble de Kronecker ([6]) :

(i1) K, nK, =¢ ; onnote K' =X UK, ;

(1ii) soit vy 1le plus petit sous-groupe multiplicatif du cercle |z] =1 ob les
caractéres de I prennent leurs valeurs ; alors toute fomction continue £ K!' -y
est aprrochable sur K! , & moins de T = 1/3 prads, par un caractére ¥ , c'est-a~dire

lx(x) - g(x)] £M pour tout x €K' .

LEMME 2.2. - Sous_les hypothéses (i), (ii), (iii), V(K) —*=» A(S) , et la norme
de 1l'injection ne dépasse pas 36 .

Preuve : Soit ¢ € V(K) , c'est-a-dire

q;(x1 + x2) = ‘El fj(xl) gj (xz) (xl €K , x,¢ Kz)

jzl ”fjnc(xl) ”gjnc(}(2) < 2”‘"”\/(}() .

(iii) entraine que K, et K2 sont des ensembles de Helson, et plus précisément que
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”fj”A(Kl)'s zufj“c(xl) ’ ”gj”A(Ké) £ zugj”c(xz)

( 2 désignant au besoin une constante absolue suffisamment grande, de méme que

36 , etc.). Donc

= (%) %,(x,) ,
olx, +x)) Xliz Bpoxg X1V X2t
(4) I e | < 8ol .
X19%X2 X17%2 v (K)

Soient £: K' —> y 1la fonction dont la restriction & K, est Xy (1=1,2),
et x =x(x, » xp) 1le caractére défini par (iii). Posons

To(x) = 2 a X(x) N

On a, d'aprés (iii),
Iy Gey) %o (=) = x(1y) (P lly gy < 20+ 1 =G,
done
e - olly () < % llelly () 3
d'autre part, d'aprés (4),
%5l ) < Sllelly ) -

En itérant, on voit que
”T(T - I)n (P”A(K) <8 ”(T - I)n (P”V(K) ’

I = D% olly gy G 1@ = D™ allyy

dtol, en ajoutant,

lellg (k) < 36llelly ) -

COROLLAIRE. - Sous les hypothéses (i), (ii), (iii), V(K) = A(S) , et les normes
sont équivalentes. On peut donc traduire pour A(S) les théorémes L.l et 1.2.

On utilise encore un lemme, que nous ne démontrerons pas (cf. [6] pour des énon-

e¢és voisins).
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IEMME 2.3, - Si E c T contient la somme algébrique de deux ensembles parfaits,
métrisables, il contient aussi un S = K, + K, satisfaisant & (1), (ii), (iii).

Et on obtient :

THEOREME 2.1. - Si Ecr contient la-somme algébrique de deux ensembles parfaits,
E est ensemble d'analyticité.

THEOREME 2.2. - Méme hypothése : E est un ensemble de non-résolution.

On peut améliorer le théoréme 2.1 (de fagon qu'il s'applique aussi & des groupes
I' discrets). Voici, sommairement, comment. On considére K = Dn , produit de n
groupes & 2 éléments, au lieu de D_ . On peut démontrer (4 défaut du fait que

seules les fonctions analytiques opérent !), que la fonction

N(r)

if,
NA(D )(r) = sup |le™ ||
n
(sup = sup pour f réelle , “f”A(D ) <r)
n

satisfait &

N(r) > er/2 pour r<r , lmr =«.
N

Alors il en est de méme pour NV(D )(r) (lemme 1.4). Donc, si E contient la somme
n

algébrique de deux ensembles finis K, et K2 4 n éléments, satisfaisant (i),

(ii), (iii), on a

1
NA(E)(r) 23g er/:2 pour T <T ,

et on sait que, si cela a lieu quel que soit n, E est ensemble d'analyticité
((2D).

On obtient :

THEOREME 2.3. - Si, pour tout entier m > 0, E contient la somme algébrique de

deux ensembles finis de m éléments, E est ensemble d'analyticité.

(Ici, au lieu du lemme 2.3, on utilise le fait que, si E satisfait & 1'hypothése,
il contient aussi, pour tout n , la somme algébrique de deux ensembles K, et K2
de 2" &léments, satisfaisant a (i), (ii), (iii).)
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3. Le théoréme de Malliavin déduit de 1'exemple de Schwartz.

On va appliquer le théoréme 2.2, qui montre qu'aucun A(') ne satisfait la syn-
thése ( I' non discret) & partir du fait que V(D ) ne la satisfait pas, et le
théoréme 1.2 dans le cas particulier K = 23 ou (voir début de la démonstration)

il résulte de l'exemple de Schwartz.

PROBIEME. - Sachant que V(IB) ne satisfait pas la synthése, prouver que V(Dm)

ne la satisfait pas non plus.

Quand on aura répondu positivement, le théoréme de Malliavin sera démontré, pour
tous les groupes non discrets, avec fort peu de calculs, et une méthode trés diffé-

rente de celles jusqu'alors employées.

Soit s : D° —> 13 une application donnée par les développements binaires :
(51 y Eg ces) —> (o ) € Eq B oeee 5 0, €n 85 €g *or s O, ) € 59 R

Elle est continue, surjective, et méme bijective si 1'on supprime de 23 et de D

deux ensembles de mesure nulle. En composant & droite avec s et s , ona

o) — co) — (D)
et, en tensorisant ces applications,

() & ¢(P) —> o) $c0) — I(P) & (D)
que nous notons
1]

V() L v) > vi(D)

Chaque application est & norme décroissante, et l'application composde
oot VT — ()

qui est 1'injection canonique, ne peut diminuer la norme d'aucun élément (on le voit
en régularisant). Donc l'application ¢ : V(EB) ——a-V(Q) estun homomorphisme iso-

métrique. Il lui correspond une application continue du second spectre dans le pre-

mier :

T: D xD —> T xT
(oo} [--] - An

Soient maintenant E un fermé de non-synthése dans T3 T3 , et fe V(T3) une
fonction nulle sur E , non approchable dans V(TB) par des g nulles au voisinage
de E . Supposons, par absurde, que of soit approchable dans V(Dm) par des
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h € V(D) nulles au voisinage de ¢~ E . Alors o'cf = f serait approchable dans

V'(TB) par des ch € V'(f) , nulles au voisinage de E . En régularisant, on ob-

tient une approximation de f dans V(f) par des g nulles au voisinage de E ,

contrairement & 1'hypothése.

Le probléme est ainsi résolu.
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(3]
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