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Séminaire BOURBAKI
17e année, 1964/65, n® 289
Mai 1965

METHODES OPERATIONNELLES DANS L'ETUDE DES PROBLEMES AUX LIMITES

par Pierre GRISVARD

1. Motivation.

L.l On se propose de résoudre le probléme aux limites suivant : Etant donné
fe Lp(Q) (Q cylindre I xQ,avec I=)0,T(, T<+wo et Q ouvert borné
"régulier" de R" ), on cherche u , solution de

u, /et , Muel (@, logam,
! Iu = - 3u/3t + A(D)u =f dans Q ,
(1.1)

u(0, x) =o dans Q,

Cj(D)u =0 sur Ix3Q, j=1,2,...,m,

"

on A(D) = 2 a, D%, D
0!|52m
soit fortement elliptique ( L est alors un opérateur Earaboli_que) , 1.7 e.

B/ox; 4 -0, a/axn) est tel que (- 1)”‘1+1 A(D)

1
Re(- 1)m+ IOIIZ_Q_ a, §Q>O’ geﬁn) £#0,
=2m
et ou les CJ.(D) = IZ °5 o D¥ sont m opérateurs d'ordre < 2m -1 (les a, et
oi<m, ’
cj o sont des fonctions différentiables de la seule variable x Q ).

1.2 On peut reformuler le probléme (1.1) de la manitre suivante : On pose E =LP(Q) s

1]

-e

D, = Lp(wim(n ; {CJ.})) = {u p¥ue Lp(Q) , lel g2m, Cj(D)u 0 sur I x aQ} s

o} ,

alors A = A(D) et B = - 3/ot sont des opérateurs lindaires non bornés dans E R

1
Dy = owp(Lp(n))

]
[}

{u ; u, du/fdt e Lp(Q) , u(0, x)

de domaines DA et DB respectivement.
La propriété suivante est évidente :

(i) B est un opérateur fermé, de spectre vide et

II(- B + }‘)—1”E-E < 1/Re A pour Re A > 0 .

D'aprés LIONS [10] dans le cas p = 2 , et AGMON [1] dans le cas Ll <p< + o (hy-
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pothése que nous ferons toujours dans la suite), si on suppose que,pour tout A
avec /2 < arg A < 3m/2 et pour tout x € 32, € vecteur tangent non nul & 3Q
en X, et n désignant la normale & 30 en x intérieure a Q , les polyndmes
en t: C, (g + tn) sont linédairement indépendants modulo ﬂ (t -t ) ou les
tk sont 1es m racines de partie imaginaire positive dqu polynéme en t :

(- l)m+l A%(E + tn) - A ( ), alors on a

(ii) A est un opérateur fermé, et il existe 9, < n/2 et fo tels que (A + )
soit inversible et ||(A + h)'l“EqE c /IAI pour |A] > P, &t O < arg A 2m-6_.

Enfin on vérifie aisément ceci :

(iii) Les opérateurs (bornés dans E ) (A + A)—l et (-B+ A)-l commutent
pour |A[| > P, &L 6 Sargrs2am-o_ .

Ceci posé, le probléme (1.1) est équivalent au suivant : Etant donné f € E , on
cherche u , solution de

u € DA n DB s

(L.2)
Au + Bu=1f .

Nous allons étudier ce probléme sous les hypothéses (i), (ii), (iii).

2. Interpolation et opérateurs non bornés.

2.1 On rappelle la définition des espaces d'interpolation réels de LIONS-
PEETRE [11] : Soient Fi , 1=0, 1 deux espaces de Banach continfiment plongés

dans le m@me espace de Banach F ; on désigne par (Fo R Fl)e (0<e <1,
b
l ¢ pg +wo) le sous-espace de F formé des x qui, pour tout t > O , peuvent
s'écrire
x = v(t) + w(t)

avec

+o0 -8 P 400 L-e P

o7 vy at/t+ [ It w(t)|lp dt/t <+ =

o o ¢} 1

(Fo s Fl)e b est un espace de Banach pour la norme naturelle.
3

Les espaces ainsi construits ont la propriété d'interpolation : Si Gi , 1i=0,1
est un second couple d'espaces de Banach analogue au couple Fi , i=0,1, et si
1 est un opérateur lindaire continu de F dans G , quil applique Fi dans Gi ,

i=0,1,alors n est linéaire continu de (F_, Fl)e,p dans (G , Gl)e,p et,

(l) Le symbole ° signifie que l'on prend la partie homogéne d'ordre maximum de
1'opérateur.
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PROBLEMES AUX LIMITES

de plus, on & la majoration
l-g 0
(2.1) m < il =l .
=l (Fo’Fl)e,p"(Go’Gl)e,p F -G, F,-G;

Enfin 1'application réitérée de la construction, rappelée ci-dessus, conduit &
des espaces du méme type ; plus précisément d'aprés LIONS-PEETRE [11], on a 1l'iden~
tité :

(2.2)  ((F,,F), _ 5 (F ,F)

- F F .
eo’po o’ elypl)eyp ( o’ 1)(1—9)90+991,p

2.2 Considérons & présent un espace de Banach E et un opérateur A (non

borné) linéaire fermé dans E ; DA est un espace de Banach pour la norme du gra-

phe, et 1'injection de D, dans E est continue. Sous des hypothé&ses convenables

A

sur A , on peut expliciter (DAm , E)e,p :

THEOREME 2.1. - On_suppose que (- A+ t) est inversible pour t 2 0 et que
-1
[-a+ ) fgpsc/(t+1), alors (D, , E)
mé des x tels que A

est le sous~espace de E for-

0,p

I i O e AP at/t < +w .
o]

COROLLAIRE 2.1, - Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on a 1'identité
o _,D

) = (D
I ot

Pour les démonstrations, renvoyons simplement 3 [6], [7].

, D v)t,p , lorsque m(L - @) + 0o =p(l - t) + vt .
A

3. Le théoréme principal.

3.1 On revient au probléme (3.2) : Il s'agit d'inverser l'opérateur A + B .

Par analogie avec 1'identité

(a + b)-l :-Eﬁz fY (a + z)"1 (- b+ z)_1 dz ,

oW a et b sont des nombres complexes et Yy un contour simple d'indice 1 par
rapport & b et d'indice zéro par rapport & - a , on introduit 1'opérateur

(3.1) S =-Ei;-IY (A + z)-l (- B+ z)_1 dz ,

o y est un contour simple joignant o e 19 3 o %19 (eo <9 <m/R) et tel

que le spectre de - A (ensemble des z pour lesquels (A + z) n'est pas inversi-
ble) soit "extérieur" & v . Ia fonction
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2> (h+2) (<B+ g
admet une majoration en 1/ Izl2 lorsque Izl - o sur le contour vy , et est holo-
morphe au voisinage de vy ; par conséquent (3.l) définit S comme opérateur linéai-
re continu dans E .

L'analogie scalaire n'est pas compléte puisque sous les hypothéses (i), (ii),
(1ii), 1'opérateur A + B n'est pas inversible en général (on peut construire des

contre-exemples) ; cependant on a :

THEOREME 3.1. - Sous les hypothdses (i), (ii), (iii), S a les propriétés sui-

vantes :
(1) S(Au + Bu) = u pour u €Dy nDp ;

() ASu + BSu =u pour weD, nDy;
(3) S est linéaire continu de E dans (D 2 E)y n (D 2 E), .
A ® B

£ 3@

2!
L'espace (DA2 , E)%,w n (DB2 s E)%’m est un espace trés "voisin" de D, nDy .
Nous verrons plus loin que, grice & cet énoncé, on peut construire des sous-

espaces de E dans lesquels la restriction de A + B est inversible (d'inverse S ).
3.2 Démonstration des points (1) et (2) : On a

1
S(Au + Bu) = —— u_ d
( ) 2mi 'fY z %%

avec
u = (A+ 2 B+ )t Bur Bt (s ) A
=B+ u-@rn
= (/D) (=B + 2™ Bus (1/2) A+ ) au,
d'ou

S(Au + Bu) = - (- B + z)"1 Bulz:O =u,
ce qui prouve (1).
Pour démontrer (2), on remarque que la fonction
z —> (A + z)_l (- B+ z)"1
admet une majoration en 1/ |z|2 sur vy , comme opérateur linéaire continu dans

DA n DB 5 par conséquent, on a Su € D, n DB et

1
AS BSu = — v_dz
v 2ni J\Y Z
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avec .
v =A(A + z)-l (- B + Z>-1 u + B(- B + z)"1 (4 + 2)”

(- B + z)"l u- (4 + z)-l u=u ,

d'ou
ASu + BSu =z u ,

ce qui prouve (2).

3.3 Démonstration du point (3). Pour prouver que S est lindaire continu de
E dans (D 5 E)%’m » il -suffit,d'aprés le théoréme 2.1, de voir qu'il existe C

tel que, pogr f eE, onait
(3.2) [48%(- B + )7 s, < o||£]
) E= E

pour tout t > O . Par un calcul analogue au précédent, utilisant 1'"identité de la
résolvante" et 1'identité suivante
CBet)P e BeaT (a0 P as,

on obtient 1'identité
tB2(— B + t)—z st :-—L7 f tzz(- 7 + t)m2 (-B + z)"l (A + z)—L fdz .
2mi Yy
On en déduit la majoration
Cte
2 =2 . -2
1£B7(- B + £)7 sfl|p < =t J“Y It - 2|™ laz| ||filg »

d'ol (3.2). La démonstration du fait que S est linéaire continu de E - dans

(p E)% . ©st analogue.
2

AR
3.4 Nous allons utiliser le théoréme 3.l en remplagant E par DB ; précisé-
ment, posons E = DB , et notons A et B 1les restrictions des opérateurs A et

B a E , alors

~={xe Dy nDy; Axe DB} , Dﬁ = DB2 .

I1 est évident que A et B vérifient les hypothéses (i), (ii), (iii) , dans E ,
et par conséquent § , restrictionde S a E , est lindaire continu de E dans

(D~2 , B), n (D~2 , E), . Nous savons donc en particulier que S est linéaire
7,° B 5
continu de E dans (D 5 E), et de Dp dans (D, ,Dy), . Par interpola-
B 2% B B

tion, en utilisant le corollaire 2.l et 1'identité (2.2), on en déduit que S est

linéaire continu de (D_ , E) dans (D 5 DB)e p? et par conséquent S est
B )

B’ 8,p
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linéaire continu de (DB , E)
dans (BB , E)

8,p dans Dy , et S et BS sont linédaires continus
3

0,p ° Comme A est fermé, 1'identité
2

ASf = Sf - BSE ,

qui est vraie pour f € DA n DB , se prolonge par continuité a (DB s E)9 b’ car
b
nos hypothéses impliquent que DA n DB est dense dans DB , donc aussi dans
(DB s E)e 0 d'aprés LIONS-PEETRE [11]. On & zinsi prouvé :
b

COROLLIAIRE 3.l. - Sous les hypothdses (i), (ii), (iii), 4 + B est un isomor-
phisme de

(A,B)
Wi’ ={ueD, nD, ; Au, Bue (D E)
(D E)g {ueDy nDy; Au, (g » g o)
's
sur (DB , E)e,p , d'inverse S .
Remarque.

L Dans 1'énoncé précédent, on peut évidemment intervertir les rdles de A et B.
2° On a obtenu le corollaire 3.l en appliquant le théoréme 3.l & un sous~espace
de E ; on aurait pu au contraire appliquer le théoréme 3.1 3 des extensions de E ,
on aurait ainsi obtenu des résultats d'isomorphisme dans des espaces plus "grands"

que E .

4, Application aux équations paraboliques.

4,1 On revient au probléme concret (L.1) ; il faut interpréter les espaces
1
. D'apps - 1 "
(DB s E)e,p D'aprés le théoréme 2.1, (pr(Lp(Q)) s Lp(Q))B,p est le sous-espace
de Lp(Q) formé des fonctions u telles que

= p(i-g) rt % rs b
fo r IQ lu(t , x) - re Io efPu(s, x) ds/P at ax dr/r <+ » .

Cette condition compliquée est équivalente, d'aprés LIONS-PEETRE [11], a la sui-

vante, lorsque 1l - 6 < l/p,

_fT‘fT‘fIu(t,x)—u(r,X)‘pdxdtdr<+m’
o o Q It - r|1+P(1—9)

et par conséquent (DB , E) n'est autre que 1'espace w;'e(Lp(Q)) déja utilisé

e,p
par de nombreux auteurs pour généraliser, au cas des exposants non entiers, les es-

paces de Sobolev (cf. par exemple [4], [12], [13]).

Compte tenu de ceci, nous avons prouvé :
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THEOREME 4.1. - Sous les hypothéses du n® 1, et pour 1 < p<+w, 0<s<l/pp,
le probléme

u, /et , ¥ ue W (L @), lol s2m,
Iu = - du/ot + A(D)u =f dans Q,
u(0, x) =0 dans Q,

cj(D)uzo sur Ix30, j=1L1,...,m,

admet une solution unique pour f € WS(Ib(Q))
De m8me, en échangeant les réles de A et B , on obtient un énoncé analogue pour
l<p<+w,et O0<s<1l/2mp, ou ws(Lp(Q)) est remplacé par L Od @) , ce

dernier espace désignant le sous-espace de L (Q) formé des u telles que

Jo Ja Jg lele i mele, AW e
-

4.2 On peut encore appliquer les résultats du n° 3 aux équations paraboliques,
en prenant pour E un espace différent de Ib(Q) . Prenons par exemple

-8 s !
B =S () = (W5, (5,, @)

avec -s>-1+1/p (L/p+1/p' =1) ; on vérifie facilement les hypothéses (i),
(i1), (iii) sur les opérateurs A et B définis comme suit :

-8 ¢, ;R0
W (W C.

“=a , (c,)))

=f{u; Du e w;S(Lp(Q)), lol < 2m, C (Pu=0 sur Ixpa, j=1,...,m

D

A

Dy = (L (@)
={u; u,duft e W;S(Lp(ﬂ)) , u(0,x) =0} ={u e W;-S(Lp(ﬂ)) ; u(0, x) =0},

avec Au = A(D)u pour u €D, et Bu=- 3u/d3t pour u €D

A B °

Dans ce cas, d'aprés LIONS-PEETRE [11], on a

_ yl=s-6
(o W (L, ()

B’ E)G’p - p

pour 1 -3s-9<1l/p et # o .Enchoisissant 6 tel que L -s-9< 0 , On
obtient 1'extension du théoréme 4.1 au cas o -1 + 1/p<s< 0. Le cas exception-
nel 1 -s5-9=0 estle plus intéressant, nous allons le détailler : On a alors

(g , By , = BA(L (@)

(1'espace ainsi obtenu ne dépend pas du choix particulier de s ). On ne sait pas
pa
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caractériser explicitement 1'espace B;(LP(Q)) (sauf dans le cas p =2 ou il

coincide avec LZ(Q) ), on sait seulement que les inclusions suivantes ont lieu

(c£. [7], [13]) :

.1 °
(4.1) BP(LP(Q)) c LP(Q) pour L<pg?,
4, ° o .
(4.2) Bp(Lp(Q)) > LP(Q) pour 2 < p< +

On a donc :

THEOREME 4.2. - Sous les hypothéses du n® 1, et pour L <p<+w , le probléme

u, /ot , ¥ ue B;(Lp(n)) s ol g2m,
Iu = - 3u/d3t + AD)u=£f dans Q,
u(0, x) =0 dans Q,

cj(D)uzo sur Ix3, j=1,..,n

admet une solution unigue pour f € B;(Lp(ﬂ)) .

4.3 Compte tenu de 1'identité Bg(Lz(Q)) = LZ(Q) , on a complétement résolu
le probléme (1.1) dans le cas p = 2 . Le théoréme 4.2 joint & un résultat sur les

intégrales singuliéres permet de résoudre le probléme (1.1) dans le cas p g2 .

Pour commencer, on explicite les problémes aux limites non homogénes correspon-

dant aux problémes résolus dans le théoréme 4.2 ; pour cela, on utilise :

LEMME 4.1. - Soit w telle que

w,owet , ¥ we Lp(Q) lo| < 2m ,

alors il existe v telle que

v, /et , D v e B;(Lp(ﬂ)) lo] < 2m ,
st que
w(0, x) =v(0, x) dans qQ,
cj(n)wzcj(D)v sur I x 30 j=1, «o. , m

(ef. [7] pour la démonstration 4'énoncés voisins). On en déduit :

IEMME 4.2. - Sous les hypothéses du n® 1, et pour ! < pg 2 , étant donnée w
telle que

w, aw/ot , 0¥ we L,(@) lo| < 2m
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il existe u telle gue

&

u, aufdot , D ueLp(Q) , lol g2m,

Lu = - aw/dot + A(D)u = 0 dans Q ,

u(0, x) =w(0, x) dans Q,

Cj(D)u:Cj(D)w sur Ixd3Q, j=1, ..,m.

En effet, soit v comme dans le lemme 4.1, ona ILv =f € B;(Lp(ﬂ)) , et par
conséquent on peut, d'aprés le théoréme 4.2, trouver une fonction a telle que
; o
a, da/at ,D ac€ B}O)(Lp(ﬂ)) lo| < 2m

avec la=f dans Q et a(0,x) =0, Cj(D)a:O sur Ix30, j=1,...,m;
W=v-a estla fonction cherchée compte tenu des inclusions (4.1).

D'aprés ARNESE [5], JONES [8], KREE [9], L posséde une solution élémentaire T
telle que

£ —> {w, aw/ot , D¥w} (le|] <2m) avec w=r=# I”Q
soit linéaire continu de Lp(Q) dans (Lp(Q))3 .

Nous pouvons & présent résoudre le probléme (l.1) pour 1 < pg R ; en effet,
soit f € Lp(Q) ; posons w =1 % %IQ ; soit u la fonction donnée par le lemme

4,2, on a alors évidemment

L(w-u) =f dans Q ,

(w-u(0, x) =0 dans qQ,

Cj(D)(w—u):O sur Ixa, j=1,...,m,
et par conséquent, on a démontré :

THEOREME 4.3. - Sous les hypothéses du n® 1, et pour 1 < p< 2 , le probléme (1.1)

admet une solution unique pour f € Lp(Q) .

L'extension du théoréme 4.3 au cas p » 2 peut &tre obtenue soit & 1l'aide de mé-

thodes analogues & celles utilisées ci-dessus dans le cas 1 < pg 2, soit plus

simplement par transposition du résultat obtenu pour 1 <p<g 2.

5. Extensions diverses.

5.1 On peut évidemment varier les hypothéses (i), (ii), (iii) : Il suffit que
1'on puisse trouver un contour simple v tel que le spectre de - A soit "exté-

rieur® & vy et que le spectre de B soit "intérieur" & v , la fonction
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z —> (A + z)_l (- B + z)"l

admettant sur vy une décroissance en 1/|z]? dans £(E , E) . Céci permet notam-
ment de résoudre une vaste classe de problémes aux limites pour des opérateurs guasi-
elliptiques.

5.2 Il n'y a aucune raison de se borner & étudier des équations de la forme
A + B avec des méthodes de ce type. Par exemple, si z > A(z) est un polyndme
& coefficients opérateurs non bornés dans E , on peut chercher l'inverse de 1'opé-

rateur A(B) sous la forme

Eii IY A(z)"l (- B+ z)-'1 dz .

Ceci permet de résoudre une classe de problémes aux limites pour des opérateurs
paraboliques d'ordre supérieur en t , généralisant au cas p # 2 les résultats
d'AGRANOVIC-VISIK [3], et également de retrouver, en évitant la construction des
noyaux de Poisson, les principaux résultats de AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (2] sur les

problémes aux limites elliptiques.
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