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STRUCTURES ET GROUPES DE WEYL

par Jacques TITS

Séminaire BOURBAKI
17e année, 1964/65, n° 288

Février 1965

Soient G un groupe algébrique linéaire défini sur un corps k, B un k-

sous-groupe parabolique minimal, N le normalisateur d’un k-sous-tore déployé
maximal de B, et £ , g., N, les groupes de points rationnels de G, B , N

sur k . Il existe entre les groupes Gk , Bk , Nk un ensemble de relations for-
melles qui constituent, disons en bref, la "décomposition de Bruhat" de Gk’ et
dans laquelle le "groupe de Weyl" W = n Nk) joue un r8le essentiel. Cette

même situation se retrouve dans d’autres groupes importants, qui ne sont pas des

groupes Gk du type envisagé plus haut (par exemple les groupes de Ree, les grou-

pes d’une algèbre à division K de rang infini sur son centre, ...) ; il
est donc naturel de l’axiomatiser (cf. n° 1.3). Dans tous les cas rencontrés jus-

qu’ici, le groupe de Weyl est soit le groupe de Weyl d’une algèbre de Lie complexe

semi-simple, soit un groupe diédral d’ordre 16, soit un groupe affine engendré
par des réflexions ~3~, soit encore un produit direct de groupes appartenant à ces

divers types. Ce fait n’est pas fortuit. Le but du présent exposé est en effet de
montrer que le groupe de Weyl W d’une décomposition de Bruhat d’un groupe "abs-
trait" G est toujours un groupe de Coxeter (résultat obtenu indépendamment par
H. MATSUMOTO [5] et par le conférencier [Séminaire de l’Université de Chicago,
printemps 1963[))~ et que, si G est fini, W est produit direct de groupes de

Weyl "ordinaires" et de groupes diédraux d’ordre 16 (théorème de Feit-Higman
[4]). L’exposé se place en fait à un point de vue un peu différent de celui de
cette introduction, et sensiblement plus général : au lieu de groupes avec décom-

position de Bruhat, on considère des objets de nature "combinatoire", les "com-

plexes avec structure de Weyl" ; à tout groupe avec décomposition de Bruhat est

canoniquement associé un tel complexe, mais la réciproque n’est pas vraie.

1. Définitions. Enoncé des résultats.

1.1 COm lexes. - Un co lexe sera ici un ensemble avec parties distinguées,
les simplexes, telles que toute partie d’un simplexe et toute partie réduite à un

point soient des simplexes ; les points de l’ensemble seront aussi appelés sommets.
Soient A et B des complexes ; un morphisme A -~ B sera une application d’en-

sembles qui envoie tout simplexe de A bijectivement sur un simplexe de B . La



somme de deux complexes est le complexe dont l’ensemble sous-jacent et les ’sim-

plexes sont respectivement la somme des ensembles sous-jacents et les sommes de

simplexes des deux complexes (ce n’est pas une somme directe au sens de la catégo-

rie).

Soient A un complexe et a un simplexe de A. Les parties de a sont aussi

appelées facettes. La codimension d’une facette b est le cardinal de a - b .

Une chambre de A est un simplexe maximal de A ; une cloison est une facette de

codimension 1 d’une chambre. Deux chambres sont mitoyennes si elles ont une

cloison commune. Une suite de n + 1 chambres aO’ y ... , an est une galerie de

longueur n si ai et sont mitoyennes pour tout i (0 ~ i  n) ; elle
est géodésique s’il n’existe pas de galerie de longueur  n et d’extrémités

aO ’ an . Tous les complexes dont il sera question ici seront supposés vérifier
les deux conditions suivantes :

(Cl) Tout simplexe est contenu dans une chambre; p

(C2) Deux chambres quelconques sont les extrémités d’une galerie.

Il résulte immédiatement de ces hypothèses qu’un simplexe a la même codimension
dans toutes les chambres qui le contiennent ; 9 on appellera celle-ci la codimension

du simplexe (dans A )~ et rang de A ~ f la codimension du simplexe vide. La dis-

tance de deux simplexes a ~ 9 b , qu’on notera d.(a , b) , est le minimum de la

longueur des galeries dont les extrémités contiennent respeotivement a et b .

Un complexe est mince (resp. spacieux) si toute cloison est commune à deux cham-

bres exactement (resp. à trois chambres au moins).

1.2. Com lexes 0(G 9 G1) . Complexes de Coxeter. - Soient G un groupe, I

un ensemble d’ indices, Gl ( i E I) des sous-groupes de G et Gl ( i E I) l’in-

tersection de tous les Gj Ci E I ~ j ~ i). On notera A(G ~ s Gl) le complexe

dont l’ensemble sous-jacent est l’ensemble de classes latérales

et dont les simplexes sont les parties de cet ensemble qui ont une intersection

non vide. Ce complexe remplit manifestement la condition (Cl) ; il remplit la con-

dition (C2) si et seulement si les engendrent G.

Une matrice de Coxeter est une matrice symétrique de type (I , I). ~ M= ((mij))
(i , j ~ I), à coefficients m.. E N u {~} , tels que m.. = 1 ou > 1 , selon

que i = j ou ~ j . Le groupe de Coxeter W = W(M) , associé à M , est le grou-

p e défini par un système générateur { r , 1 ( i E T } et les relations 



Le complexe de Coxeter. r(M) associé à M est le complexe ~(W ; W1) ~ où W1
est engendré par les r. (j t i). Ce complexe vérifie (Cl) , (C2) ; on sait ([z1~
[6]) qu’il est mince. Lorsque W(M) est fini, donc représentable par un groupe

engendré par des réflexions, le complexe de Coxeter n’est autre que le complexe

découpé sur une sphère par le système des chambres, au sens usuel. Si W(M) est

le groupe de Weyl d’une algèbre de Lie complexe semi-simple (resp. d’une algèbre
de type A , B , ... ; resp. est un groupe diédral d’ ord.re 2m ), M , W (M) et

r(M) sont dits cristallographiques (resp. de type A , B , ... ; resp. de type
.

1.3. Structures de Weyl. BN-paires. - Une structure de Weyl dans un complexe
6 est une famille g de sous-complexes minces telle que

(Sl) Etant donnés deux simplexes de 0 , il existe au moins un élément de S qui
les contient p

(S2) Etant donnés deux complexes appartenant à S , il existe un isomorphisme de

l’un sur l’autre qui laisse fixe tous les points de leur intersection.

Il est clair que tous les éléments de S sont alors isomorphes à un même complexe
mince F . Les éléments de S (resp. le complexe r ) sont (jusqu’à nouvel ordre)
appelés les squelettes (resp. le complexe de Weyl) de la structure ou, par abus de

langage, de 0 .

[L’abus n’est pas si grand qu’il peut paraître. On montre en effet qu’un complexe
A possède au plus une structure de Weyl maximale, dont les éléments sont tous les

sous-complexes minces ¿ contenant au moins une chambre de A et tels que la

distance de deux chambres quelconques de Z soit égale à leur distance dans 6.
Si en outre r est fini, £ est nécessairement maximale et est donc la seule

structure admise par A .]
Un complexe doté d’une structure de Weyl sera dit structuré.

Une BN-paire dans un groupe G est une paire (B ~ N) de sous-groupes engen-

drant G telle que H = B n N soit distingué dans N ~ et que le quotient W =N/H
possède un système générateur R satisfaisant aux conditions suivantes (avec des
conventions de notations évidentes) :

Ces conditions déterminent R ~8~ et impliquent que les éléments de R sont

d’ordre 2, car



Le groupe W et le cardinal de R sont appelés groupe de Weyl et rang de la pai-
re (B ~ N) . Celle-ci est irréductible si R n’est pas réunion de deux parties

propres permutables.

Pour tout r soit Wr le sous-groupe de W engendré par les s 

s ~ r . Il résulte de (BN 1) que Gr = BWr B est un sous-groupe de G . Soient A

le complexe a(G ; Gr) , E le sous-complexe formé par l’ensemble

(et les simplexes qu’il contient), et b la chambre {G~*} . Compte tenu de ~~1~,
il est facile de voir que A est spacieux et que l’ensemble des translatés droits

de E forme une structure de Weyl dans 6. Le complexe structuré ainsi défini

sera dit associé à (B ~ N) . Le groupe G opère sur A (par translations à

droite), N normalise Z , et B est le normalisateur de b . Réciproquement,
soient A un complexe spacieux structurée E un squelette, b ~ 03A3 une chambre,
et G un groupe opérant sur A comme groupe d’automorphismes. Supposons que les

sommets (points) de b soient deux à deux non-équivalents pour G et que G

soit transitif sur les paires formées d’un squelette et d’une chambre de celui-ci.

Alors, le normalisateur de b et le normalisateur de L dans G forment une

BN-paire.

Soient k un corps, G un groupe algébrique défini sur k, B un sous-groupe

parabolique défini sur k minimal, et N le normalisateur d’un sous-tore déployé
sur k maximal de B . Alors, (Bk ~ Nk) est une BN-paire dans Gk [1] (ici,

Xk désigne le groupe des points de X rationnels sur k ) 9 le complexe associé

à celle-ci sera dit associé à G sur k .

1.4. Deux théorèmes.

THEOREME 1. - Le complexe de Weyl d’un complexe spacieux structuré est un com-
plexe de Coxeter. En particulier, le groupe de Weyl d’une BN-paire est un groupe

de Coxeter.



THÉORÈME 2 (FE IT-HIGMAN [4]). - Le complexe de Weyl d’un complexe spacieux struc-
turé fini est somme d’un complexe cristallographique et de complexes de type P(8)
(en nombre  0 ). En particulier, le groupe de Weyl d’une BN-paire dans un grou-
pe fini est produit direct d’un groupe cristallographique et de groupes diédraux

d’ordre 16 .

La démonstration de FE IT-HIGMAN, dont nous indiquons les grandes lignes au § 3,
fournit aussi des renseignements de nature arithmétique sur les complexes structu-
rés finis de rang 2 (proposition 6)~ Lorsque le rang est supérieur à 3, on a
des résultats plus forts que nous énonçons ci-après à titre documentaire, et bien
qu’ils sortent du cadre de l’exposé.

1.5. Complexes structurés de rang  3 : éléments de classification.

THEOREME. - Soit A un complexe spacieux fini de rang r >.3 aui ne soit pas
somme de complexes de rangs inférieurs. Alors, il existe un corps fini k et un

groupe algébrique G défini et simple sur k, de rang relatif r , tel Que Q

soit associé à G sur k o

Le corollaire suivant est une conséquence facile, mais non immédiate de ce théo-
rème. è

COROLLAIRE. - Un groupe fini simple possédant une BN-paire irréductible de rang
r > 3 est le groupe dérivé du groupe des points rationnels d’un groupe algébrique
relativement simple de rang relatif r sur un corps fini.

Pour certains complexes de Weyl particuliers, le théorème précédent resté vala-
ble sans l’hypothèse de finitude :

PROPOSITION. - Tout complexe spacieux structuré dont le complexe de Weyl est de

Dn (n >, 4) ou Ei (i = 6 , 7 , 8), est associé à un groupe algébrique dé-
ployé de ce type.

On trouvera dans [9J des renseignements sur le cas des types Cn , F4 .

2. Démonstration du théorème 1.

2.1. Ensembles préfondamentaux et produits amalgamés. - Soient E un ensem-

ble et W un groupe opérant à gauche sur E . Une partie A de E sera dite
préfondamentale pour W si w E W et wA n A ~ ~ impliquent w = 1 . L’existen-
ce d’un tel ensemble implique évidemment que W opère effectivement sur E .



Soient I un ensemble d’ indices, hl. (i e I) des sous-groupes de Y engendranti

11 , et A. (i e I) des parties de E dont l’intersection B = n A, n’ est pasi i

vide et telles que A, soit préfondamentale pour V.. Pour tout iJ e V , soit
i 1

2(w) la longueur minimum de w exprimé comme mot en éléments des Wi . On s’in-
téressera à la propriété suivante de (1 ; (V. ) ; (A, j) .

i i

(P) Pour tout w e Î;1 et tout 1 ± 1 , il existe w , é V , tel que wB c w. A. ,i i i i

et on a w) = g(w) - L(w.) .
i i

Elle implique que B est préfondamental pour V ; en effet, si B n wB / / , il
résulte de (P) qiie, pour tout j é I et tout w, e kI . , w. wB c w. A . , etJ J J J J
1(w) = f(ww.) - t(w.) , et cette dernière relation implique que w = 1 .

J J

Exemple. - Soient I = 1 ) , V = ( 1 , r ) d’ ordre 2 (c = Î 1) , et V =
E e

(groupe diédral) d ’ ordre 2m (m G lI u (oJ) , m j 2j , et supposons que WB = E .

La condition (P) signifie alors que les ensembles wB (w e V) sont deux à deux

distincts et qui on peut indexer les éléments de W par les éléments x de Z/(2m)
de telle façon que

On dira, dans ce cas, que A+ _1 déterminent une division radiale de E (relative-

ment à W , r ).
il

Le lemme suivant est une version "abstraite" d ’un lemme-clef dans la démonstra-

tion des propriétés fondamentales de la "représentation contragrédiente" d’un grou-
pe de Coxeter ( [ z] , [ 6~ ) .

LEMME 1. - Soient E , W , Wi , A. (i E I) comme plus haut, et soit Wi.
(i , j E I) le groupe engendré par Wi et W.. Supposons que, pour toute paire
d’ indices i , j (W..; Wi , Wj ; ; A.) possèdent la propriété (P) .

ij i j J
Alors, il en est de même de (W ; {Wi} ; {Ai}) , W opère effectivement sur E

et est le produit des tdi j amalgamés suivant les Wl (solution du problème uni-
ver se l Wi ~ Wij ~ W ) .

Les deux dernières assertions sont conséquences immédiates de la première (re-

marquer que le produit amalgamé en question opère sur E par l’intermédiaire de

W et satisfait aussi aux conditions de 11 énoncé).

Posons



Pour tout n on notera (P ) la condition (P) avec l(w) = n , et (Q ) la

propriété suivante

(Q) Pour tous i, j e 1 , w E W , avec et 1,(w) = n , il existe

w.. E 4Jij tel que wB c w.. A .. , et on a

où l’(wij) exprime la longueur minimum de wi. J comme mot en éléments de W. 1
et W ..

J

et (Q0) sont évidents.

+ ~ (Pn+1 ) . Soient ,~(w) = n + 1 et i E I . Posons

Si i = j , (Pn) implique qu’il existe wi E W, 1 tel que

wB = w. 1 w. l w’. 1 A. 1 et l(w’-1i w’) _ l(w’-1i w-1i w)  n donc = n .

Soit au contraire i ~ j . Il existe alors wl. J E W00FF, J tel que

Vu l’hypothèse de l’énoncé, i1 existe wi E W, tel que1

Mais alors, vB = v, w’B d w! . A. , c w! A. , etj ij ij i 1

(p ) + (Q 1) > (Q) . Soient .e ( w) = n et i, j El, i -/:. j . Si wB cA..,
+ (Qn-1) => . Soient l(w) = n et i , j E I , i ~ J 

’ 

. Si wB cAest vérifié. Supposons donc, pour fixer les idées, que wB ~ A, et soit 
J



W. E W. tel que WB c w.. A. , d’où ~(w~l w) = n - 1 , en vertu de (P ) . D’après
1 1 ~ 

~. 1 1. n

(Qn~l ) ~ il existe tel que

2.2. Pliages et réflexions. - Soit r un complexe mince. Un pliage de r

est un endomorphisme idempotent n tel que toute chambre soit l’image par n de

0 ou 2 chambres. On utilisera beaucoup la remarque banale suivante :

(i) Si une galerie g n’est pas entièrement contenue dans nr, son image par n

est, après effacement des répétitions, une galerie de longueur strictement infé-

rieure à celle de g .

Soient b, b’ deux chambres mitoyennes. Supposons qu’il existe deux pliages rc ,

n’ tels que n’ b’ = b et nb = b’ . Alors, ces pliages sont uniques, nr (resp.

rt’r ) est la réunion des chambres c telles que d(b, c) > (resp.  ) d(b’ , c) ,
on a

et l’application qui cofncide avec rc sur n’r et avec n’ sur ~I’ est un au-

tomorphisme involutif de r qu’on appellera la réflexion par rapport à la cloison

bnb’ . 
°

PROPOSITION 1. - Un complexe mince r est un complexe de Coxeter si et seulement

si. étant données deux chambres mitoyennes quelconques b, b’ , y il existe un plia-

ge n de r tel que rcb - b’ .

"Seulement si" est facile. Montrons "si", et supposons donc la condition véri-

fiée. Notons d’abord que

Tous les termes d’une galerie géodésique ... , am contiennent l’inter-

section d = am des extrémités.

En effet, supposons que d c ai et £ 9 on pourrait alors raccourcir la ga-

lerie par le pliage qui amène a. 1 sur a..



Soient b une chambre, y b. ( i ensemble d’indices) ses mitoyennes,

ni le pliage tel que ni bi = b , ri la réflexion par rapport à di’ W le groupe

d’automorphismes de r engendré par les ri (i E I), et E l’ensemble des cham-

bres de r . Pour toute partie J de 1, soient dJ l’intersection de b et

des bi (i E J) et WJ le groupe engendré par les ri (i E J). Il résulte immé-

diatement de (ii) que, pour toute chambre c telle que existe un

w E WJ tel que wb = c ; en particulier W = Wr est transitif sur E . On a

car si c e E , c ~ b , et si bi est le second terme d’une galerie géodésique
d’extrémités b , c , on ne peut avoir c e ni E , en vertu de (i).

Nous montrerons plus loin que

(iii) Pour tous i , j E I , ni E et déterminent une division radiale de
E par rapport à W ~ r. , r..
Supposons ceci établi. Il résulte alors du lemme 1 et des remarques qui précèdent
que W est le produit des Wij (i , j e I) amalgamés suivant les lU. , c’est-à-
dire est un groupe de Coxeter, qu’il est simplement transitif sur E , et que W-
est le stabilisateur de dj dans W . Mais tout ceci implique que r est un com-

plexe de Coxeter.

Reste à établir (iii) . Soient i , j donnés, et E’ l’ensemble des chambres

contenant De ( i) , il résulte que si c E n. E n x E , b est le seul élé-
ment de E’ tel que d(c , = d(c , b) . En transformant ce résultat par

on voit que, pour toute chambre c , il existe une unique chambre (p(c) E E’
telle que d(c , d(c , (p(c)) (l’existence résulte immédiatement de la dé-
finition de la distance). L’application cp permute évidemment avec l’action de

d’autre part, il résulte encore de (i) que

Or, il est facile de voir que 03C0i E ’ , x. J Et déterminent dans E ’ une division

radiale relativement à V .. , r. , r .. Il en est donc de même de n. E et x E

dans E . 
lJ i J 1 1



2.3. Rétractions. - Soient A un complexe structuré, Z un squelette, et

b E Z une chambre. Il résulte de (S2) que, pour tout squelette Z’ contenant b,
il existe un isomorphisme cp~, : E’ -~ ~ (évidemment unique) induisant l’identité
sur b ~ et que, si Z’ et Z" sont deux squelettes contenant b ~ et 

coïncident sur Z’ n ~~’ . Mais alors, dl après (BN 1) ~ les se ~~recollent"

en un endomorphisme idempotent (D : : ~ -~ ~ , que nous appellerons la rétraction de

centre b de 6 sur 1 . On a cp-~ (b) _ b .

PROPOSITION 2. - Soient c , c’ deux simplexes et bU , y ... , , b
une galerie de longueur n = d ( c , c’ ) , , te lle ~ue c c bc et c’ c bn . Alors,
tout squelette contenant c , c’ et l’un au moins des b. , contient toute la ga-
lerie.

Supposons que le squelette en question, soit E , ne contienne pas la galerie.

Quitte à intervertir éventuellement c , c’ , , on peut supposer qu’il existe un i

tel que bl c Z et b. l+ 1  E . Soit b c Z la chambre mitoyenne de bi telle

que Alors, la. rétraction de centre b de 6 sur Z amène

b. 1 sur b. , donc raccourcit la galerie ... , b , ce qui est absurde

puisqu’elle conserve c, c’ . .

COROLLAIRE 1. - Soient E un squelette, b c Z une chambre, d une cloison de

b , et ... , bn une galerie géodésique telle que d c bO . Alors la rétrac-
tion de centre b de £ sur Z a li ue U bi injectivement dans E .

En effet, soit 03A3’ un squelette contenant b et b . D’après la proposition2,
il contient tous les b. , y or il est appliqué injectivement sur ¿ par la rétrac-

tion de centre b, en vertu de la définition de celle-ci.

PROPOSITION 3. - Soient Z un squelette. et b, b’ deux chambres mitoyennes.
Supposons qu’il existe une chambre non contenue dans Z et contenant b n b’ ; 3

alors Z possède un pliage amenant b’ sur b .

Soient une chambre contenant d = b n b’ , 4l un squelette contenant

b et b" , cp (resp. cp’ ) la rétraction de centre b (resp. b’ ) de 0394 sur

$ (resp. E) ,. et ~ = cp’ ~ ~p . On a

D’autre part, en vertu du corollaire 1, toute galerie géodésique dont le premier

terme contient d est appliquée injectivement dans Z par ] . On en déduit ai-

sément que la restriction de ] à Z est un pliage.

Le théorème 1 est une conséquence immédiate des propositions L et 3.



3. Démonstration du théorème 2.

3.1. Réduction au rang 2 . - Au rang 2 , le théorème signifie que le com-

plexe de Weyl d’un complexe, spacieux structuré fini de rang 2 , est de type Pn’
avec n = 2 , 3 , 4 , 6 ou 8 .

Soient M une matrice de Coxeter, 0394 un complexe structuré de complexe de

Weyl r(M) , et a un simplexe de codimension 2 de A . Soit A le complexe
de rang 2 défini comme suit : les sommets de A a sont les simplexes de codimen-
sion 1 de A contenant a, et deux tels simplexes forment un simplexe de A
s’ils appartiennent à une même chambre de A . Il est immédiat que A est un
complexe structuré dont le complexe de Weyl est de type p(m(a)) l’entier m(a)
parcourant l’ensemble des coefficients non diagonaux de M lorsque a parcourt
l’ensemble des faces de codimension 2 d’une chambre de A . Si on suppose le

théorème démontré pour le rang 2 , et si A est fini et spacieux, on a m(a) =2 ,
3 , 4 , 6 ou 8 et la classification montre que r(M) est alors somme d’un com-

plexe cristallographique et éventuellement de complexes de type P~a) .
Dans la suite, A désignera toujours un complexe structuré de rang z ~ dont le

complexe de Weyl est de type P(m~ .

3.2. Principe de la d émonstrati on. Lemme fondamental. - On se propose, lors-

que A est fini, de lui associer une "matrice d’ incidence" A ; on. établira pour
celle-ci certaines identités, conséquences des propriétés géométriques de A . et
qui s’avèreront contradictoires lorsque m ~ 2 , 3 , 4 ~ 6 ou $ ~ en vertu du

LEMME 2. - Soient A une matrice, f un polynôme. 0 une racine simple de f ,
et f(x)/(x - 9) . Si f(A) = 0 alors tr est un entier.

En effet, y soient Si les racines caractéristiques de A . Alors,

or = L ou 0 selon que e = ou 0

3*3. Chaînes. deux espèces de sommets. - Deux sommets a . b sont voi-

sins (ou incidents) si {a ~ bj est une chambre. 0 Une suite de sommets a....... a.
est une chaîne de longueur n si et a.~ sont voisins pour tout i 3 elle

est réduite si ai-1 ~ ai+1 pour tout i , et géodésique si, en outre, la galerie
(de longueur n - 1 ) formée par les chambres est géodésique. -La. ré-
duction d’une chaîne est la chaîne qu’on en déduit par répétition, autant de fois



qu’il est possible, y du procédé consistant à effacer deux sommets successifs a. ,
ai+1 ~ lorsque = . Par rétraction sur un squelette, on voit immédiate-

ment que toute chaîne fermée (a0 = an) est de longueur paire. Il s’ensuit qu’on
peut partager l’ensemble S des sommets de A en deux parties complémentaires

S I et telles que deux sommets appartenant à une même partie (sommets de
même espèce) ne sont jamais voisins. Pour tous a, b E S , on posera

selon que a ~ ou =b.

PROPOSITION"4. - La longueur d’une galerie fermée 

Soient g une galerie fermée de longueur minimale, b E ~ une chambre, a le

côté ou le sommet opposé à b dans le polygone formé par g y et E un squelette
contenant a et b . La galerie g est réunion de deux galeries d’origine b et

d’extrémités contenant a . En vertu de la minimalité de g ~ ces deux galeries
sont géodésiques, donc elles sont contenues dans E (proposition 2)~ et g l’est

aussi, d’où notre assertion.

COROLLAIRE 2. - Soient a ~ b deux sommets. Si e(a, b)  m , toutes les chai-

nes de longueur  m et d’extrémités a, b ont même réduction, de longueur
e(a , b) . Si e(a, b) = m et si a’ est un sommet voisin de a , il existe une

unique chaîne de longueur m et d’extrémités a, b contenant a’ .

3.4. Sommets opposés. Les nombres s , t . - Deux sommets a ~ b sont opposés
si e(a ~ b) = m . Deux tels sommets sont de même espèce ou d’espèces différentes
selon que m est pair ou impair. Du corollaire 2, il résulte que deux sommets op-

posés sont contenus dans le même nombre de chambres.

PROPOSITION 5. - Si ~ est spacieux, deux sommets de même espèce ont toujours

un opposé commun.

Soient a, y b des sommets de même espèce et c un sommet opposé à a  tel que

e(a , c) + e(b , c) soit maximal. Supposons c non opposé à b . D’après le co-

rollaire 2, c possède au plus un voisin c1 tel que e(b , ci)  e(b , c) (il
en possède effectivement un si c ~ b ). Soient c’ un voisin de c différent de

c. ~ c~ l’unique voisin de c’ t tel que e(a , c2)  e(a , c’) (corollaire 2),
et c" un voisin de c’ distinct de c et de Alors, toujours en vertu du

corollaire 2, on a



d’où une contradiction avec la maximalité de e(a, c) + e(b , c) .

COROLLAIRE 3. - Si 0394 est spacieux, deux sommets de même espèce ont le même

nombre de voisins. Si en outre m est impair, deux sommets quelconques ont le mê-

me nombre de voisins.

Dans la suite de la démonstration, on supposera toujours 6 spacieux et fini,
et on notera s + 1 (resp. t + 1 ) le nombre des voisins d’un sommet appartenant
à SII (resp. Sr)’ et N le nombre des éléments de SI ; 3 on a s ~ t > 2 , et
si m est impair s = t .

3.5. La matrice A et ses puissances. - Toutes les matrices dont il sera

question ont leurs lignes et colonnes indexées par Les coefficients d’une
matrice E seront notés cab(S) (a, b E SI). Soit A la matrice telle que

soit égale au nombre de chaînes de longueur 2 et d’extrémités a, y b .

On voit aisément, par induction sur n, que c est égal au nombre de chai-
nes de longueur 2n et d’extrémités a, b . Il résulte du corollaire 2 que ce

nombre dépend seulement de n ~ s , t et e (a. , b) ; 3 son calcul est un simple exer-
cice d’analyse combinatoire et ne sera pas reproduit ici. La partie du résultat
qui sera utilisée plus loin fait l’objet du lemme ci-après. Etant donnée une série
de puissance ~(s , t) en et , on note [~(s , t)] 

n 
la somme des

termes de ~(s , t) dont le degré 
, 

total en et t 1/2 est  n .

IEMME 3. - Soit f un polynôme en une variable x, à coefficients dans.

On su ose que f , consi d é r é comme fonction de x , s , t , est
homogène de degré k. Soient a, b E SI . Alors. si e (a , b)  2(m - k - 1) ,
on a

Si m = e(a , b) , t + 1 . Enfin, la somme des coefficients
d’une ligne ou d’une colonne de A est égale à 1 + s + t + st .

(Noter que, par l’hypothèse d’homogénéité, on se ramène immédiatement au cas où
f(x) ~X ~ avec 1 .)

Le lemme suivant est conséquence immédiate du précédent.

lEMME 4. - Soient f comme plus haut et k  m - 1 . Alors



3.6. Fin de la démonstration. - On pose m=2m’+l-e (e=0 ou 1), et
Z = {~ ( ~=1~ ~~ll}. Soient ~ le polynôme (à coefficients entiers,
de degré m’ - e ) ayant pour racines simples les nombres de la forme Ç + ~
(~ Z), et

On vérifie "aisément", à l’aide du lemme 3~ que g(A) est proportionnelle à la
matrice dont tous les coefficients sont égaux à 1 . Il s’ensuit, toujours en ver-
tu du lemme 3, que si on pose

on a f(A) = 0 . Il est clair que, pour tout ç E Z ,

est une racine simple de f(x) . On peut alors appliquer le lemme 2 à

A , f et 8 ( ~) . La quantité tr qui y intervient se calcule à l’aide
du lemme 4; à un facteur rationnel près, son inverse est

où on a posé b(Ç) = (st)1~2 (~ + ~~~) et c(~) _ ~ + ~ z. Si m est impair,

s = t , et

doit être rationnel pour tout ç E Z , donc m = 3 . Soit m pair. On peut expri-
mer b(Ç) et c(ç) comme fonctions rationnelles (à coefficients entiers) en

a ( ~) , a(- ~) , s , t , et on vérifie que ces fonctions ne peuvent prendre la for-

me 0/0 pour s, t ~ 2 . Puisque - ç E Z , il s’ensuit que b(Ç) et c ( ~)
doivent être rationnels pour tout ç E Z . La rationnalité de c(~) signifie que

m = 2 , 4 , 6 ou 8 ; celle de b(Ç) donne, en prime, la

PROPOSITION 6. - Si m = 6 (resp. 8 ), st (resp. 2st ) est un carré.
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