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Séminaire BOURBAKI

17e année, 1964/65, n° 278
Décembre 1964

[Rédaction de mars 1966]

ANALYSE SPECTRALE DES FONCTIONS MODULAIRES

per Roger GODEMENT

1. Notations.

On désigne par k un corps de nombres algébriques, par A 1'anneau des adéles
de k , par G le groupe algébrique SL(2) - on espére faire mieux les prochai-
nes fois - et par G, (resp. Gy ) le groupe localement compact (resp. discret)
des points de G & coordonnées dans A (resp. k ). Une "fonction modulaire" se—
ra, en premiére approximation, une fonction définie sur G, et invariante & droi-
te par Gk » et on se propose d'éerire plus ou moins explicitement la décompogi-
tion en sommes continues de représentations irréductibles de Gy de la représen-
tation unitaire "évidente" de GA dans l'espace de Hilbert Iﬁ( / Gk)

On désignera par dx et d*x les mesures de Haar des groupes A (additif) et
A*  (multiplicatif). On notera V 1l'espace vectoriel canonique de dimension 2 ,
dlolt V= K2 y ot T, = 2? ; on désignera par S(V,) 1'espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat sur V, ¢ ce sont les sommes finies de fonctions décomposables
p(x) = ﬂq,p(xp) , ou 9, est indéfiniment dérivahle & décroissance rapide si p
est une place & 1'infini, ol P est localement constante & support compact si p
est une place finie, avec enfln la condition que, pour preaque tout p fini, %
soit égale & 1 sur les vecteurs & coordonndes entiéres et & 0 sur les autres.
On sait que la transformation de Fourier sur VA définit une bijection de S(V A
sur S(V )

On utilisera dans GA les sous-groupes suivants : le sous-groupe UA des ma-

trices unipotentes ((1) x) avec x € A , le sous-groupe H, des matrices diago-

nales g 1 /t) ol t € A* | ainsi bien. entendu que les groupes discrets Uk et

Hk correspondants, et enfin le sous-groupe compact maximal M = TTMP 5 OU Mp
est un sous-groupe compact maximal de Gp pour p infini, et est, pour p fini,
le sous~groupe SL(2 , o ) ol °p est 1'annean des entiers de kp On g alors
G = M.H, U, , ot si dh du et dm sont des mesures invariantes sur H, T
et M, une mesure imrariante sur G, est donnée par

) dg=lpw) @ an o s =t* s n=(¢ %)
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R. GODEMENT

et ol |t| désigne la valeur absolue d'un élément de A* . Comme U/U et M
sont compacts, on peut normaliser leurs mesures de Haar par les conditions

(1.2) .f /

du=1, fMdm:l .

D'autre part, on seit que Hk c HK , sSous=groupe de HA défini par la relation

|ph)| =1, et que HX/Hk est compact, HA/HX étant isomorphe 2 R¥ (auquel on
peut 1l'identifier en plongeant _Rj: dans chaque complétion 3 1'infini de k par
t > t.1 ). Ceci permet encore de normaliser la mesure de Haar de H , en lui

A
imposant d'&tre choisie de telle sorte que 1l'on ait

(1.3) J‘HA/Hk |8(h)|® dh = 1/s pour Re(s) >1 .
|p(h) |>1

Les relations (1.1), (1.2) et (1.3) déterminent la mesure de Haar sur Gy (31
serait utile de calculer la mesure en question en fonction de la mesure de Tama=

gawa de G, , en raison par exemple de la relation (4.28 ter) ci~dessous).

Rappelons enfin (voir par exemple le § 1 de l'exposé [3]) que 1'espace homogeéne
GA/Gk est de volume fini, et plus précisément que, si 1l'on désigne par HA(c) la
partie |p(h)| < c de H, , alors le quotient mA(c)UA/Hk Uy (ou, si 1l'on pré-
fére, tout ouvert fondementel pour H_ U, dans Mi,(c)U, ) est un ouvert fondamen-
tal pour Gk dans G, pour tout ¢ > 0O assez grand.

Enfin, dans ce qui suit et & partir du n° 3, la lettre x désignera un caractire
de HA trivial sur Hk » 1. e. un Grossencharakter du corps k . On utilisera in-
tensivement les méthodes inaugurées par TATE dans sa thése ([15], voir aussi [8]).

2. Série de Fourier d'une fonction modulaire. Le spectre discret.

On sait que le groupe additif A est isomorphe & son groupe dual - de fagon
précise, on peut trouver un caractére 7(x) de A tel qu'en posant 'ry(x) =7(xy)
on définisse un isomorphisme y +——> Ty de A sur son dual ; on peut méme
choisixj 7 de telle sorte que 'ry soit trivial sur k si, et seulement si,
¥y € k . Nous supposerons réalisée cette condition, et si u= (é )1{) et v= (é 31')

sont deux éléments de U, , rous poserons (u, v) =1lxy) .

Soit alors & wune fonction modulaire ; pour g € G, donné, 1l'expression &(gu)

A
est une fonction sur UA invariante par Uk s elle se développe donc en une série
de Fourier
Ca) s = 2 @@, W o e =Ty s @D

V Tk

neUk
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ANALYSE SPECTRALE DES FONCTIONS MODULAIRES

En particulier, le coefficient

2.2 ° )=.f ) du
(2.2) 3 (g u,/o, 3(gu

"terme constant" de la série de Fourier, est visiblement invariant & droite par
Hk et U, , et on dira que & est une Spitzenform (ou cusp-form, ou forme para-
bolique) si 1'on a §°(g) = O ; l'ensemble de ces formes paraboliques est évidem-
ment stable par les translations & gauche ; le premier résultat essentiel, cas
particulier d'un théoréme obtemu récemment par GEL'FAND et PJATECKIJ-éAPIRO [2] et
applicable & tous les groupes lindaires algébriques, est le suivant :

Soit Lg(GA/Gk) le sous-espace invariant fermé de L2(GA/Gk) formé des formes
paraboliques ¢ € LZ(GA/ Gk) . Alors la représentation unitaire de GA dans l'es-

pace de Hilbert Li(GA/Gk) est somme directe hilbertienne discréte (par opposi-
tion aux sommes "continues") de représentations irréductibles gui interviennent

avec des multiplicités finies.

Indiquons brievement, d'aprés [5] et [9], le principe de la démonstration. La
représentation "évidente" de G, dans L2(GA/Gk) , dont il a été question au dé-
but du n® 1, consiste & attacher & chagque g e Gy 1'opérateur uniteire

(2.3) T,: a(x) > (g™ x)

dans Lz(GA/Gk) . On peut alors attacher & chaque fonction F intégrable sur Gy

1'opérateur "de convolution"

(2.4) Tp = IGA T, Fle) dg

évidemment donné, ici, par

(2.5) Tet) = Jg 267 0w =Sy T ) &

Gy

Pour établir le théoréme, il suffit, d'aprés un résultat classique, de montrer que

N

les restrictions & L§(GA/Gk) des opérateurs TF sont compactes, et en fait, il
suffit méme de le prouver pour des fonctions F continues 2 support compact "as-
sez nombreuses" pour qu'on puisse les utiliser pour approcher la mesure de Dirac
sur G, ; il suffit, par exemple, de le faire lorsque F est la restriction 2
G, = SL(2 , A) < M,(A) d'une fonction de Schwartz-Bruhat & support compact sur
1'anneau M,(A) des matrices 2 x 2 & coefficients dans A , puisqu'évidemment
SL(2 , A) s'identifie topologiquement & une partie fermée de M,(A) . On suppose
done, dans ce qui suit, que F est de ce type.
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R. GODEMENT

Si 3 € Li(GA/Qk) et si ¥=T,%,ona
-1 -1
(2.6) 1) = Iy ™) ) ay =gy w0 @ 2w

et comme la fonction u ()—> F(xuy—l) » pour ue U, , est dans S(4) modulo
identification de UA avec A , on peut lui appliquer la formule sommatoire de
Poisson, ce qui conduit a

(2.7) ) =do py 30 & I L ey, e
k

Posant x=m h u et y= my hy Uy (on rappelle que G, = M, U, ), on voit

aussitdt, en posant

(2.8) Kelx, ) = 2 Jy Flay™) @, M @,
Uk A
que

(2.9) Klx, y) = [pn)|™ Z (u’1 , ) f F(m uh h; ) (u, h;l Th) du .
Uy

I1 est clair que si Ki(x, y) # O, 1'ensemble

-1 -1
xUAy _meAhxhy .

rencontre le support, compact, de F dans Gy , et comme m o, my restent dans

le compact fixe M , on en conclut que h h;l reste dans un compact fixe de HA s

de sorte que, lorsque x et y varlent de telle sorte que KF(x ,¥)#£0,

1
fonctions F_ y(u) = F(mx

m ') restent dans un compact fixe de l’espace
S(UA) des foﬁctions de Schwartz-Bruhat sur UA , ainsi par suite que leurs trans-
formées de Fourier ; celles-ci sont donc & décroissance "uniformément rapide" &
1'infini, et par suite il existe sur U, wune fonction f de Schwartz-Bruhat qui
domine les transformées de Fourier des fonctions F X,y ; identifiant f a une
fonction sur A , et tenant compte du fait que 1'a11tomorphlsme u —> huh de
U, multiplie par p(h) le paramétre de u , on obtient donc, en distinguant dans

(2.9) le terme 7 = 0 des autres, une majoration de la forme

(210)  [Kplx , 3) -y Peay™) aul < ls)I™ 5 e .
A Tek*
Mais comme & est une forme parabolique, on a trivialement
-1
(2.11) IGA/Uk o(y) dy IUA Flay ) du=0
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puisque cette intégrale passe a travers & , et (2.7) s'éerit aussi

(2.12) 1) =Jg gy 40 o 50, ) =Sy wlew™) )

Corme on 1'a vu plus haut, le premier membre (2.10) ne peut 8tre différent de zéro
. -1 -1 . . _
que si h hy , ou hy h,~ , reste dans un compact fixe (; de Hy : tenant comp

te de (2.,10), on obtient donc une majoration

(2.13) lt(x)] < |pn)|™

-1
x Hf |8(mtm) | |g(h)| dn dh du x 2 f£{p(b )™ 7] .
M.Quh U, /Ty - X
Supposons alors que x reste dans un ouvert fondamental & du type décrit au
n® 1. Comme Iﬁ(hx)l = 0(1) dans &, il est clair que 1l'ensemble MYy h UA/Uk ,
sur lequel on intégre & dans (2.13), reste contemu dans un ouvert analogue &' ,

et par suite que

(2.14) ”f

W g, /o, ¢ [[pE)| n dn

<o la)] o < {JGA/Gk 212 ay}® = Jall,

A

(le signe < indique une inégalité valable & un facteur constant prés). D'autre

s

part, plongeons R¥* dans A¥ de telle sorte que chaque t € R¥ g'identifie 2
1'idele de k dont la p-composante est t.1 si p est une place & 1tinfini, et
1 sinon ; quand x reste dans &, il est clair que B(hx)"'1 reste dans le pro-
Guit d'un compact de A* par un intervalle (e s + o( de R , avec ¢ > 0 ; les
propriétés de décroissance rapide a 1'infini des fonctions de Schwartz-Bruhat mon-

trent alors que l'on a
(2.15) 2 f[B(hx)"l 1 < IB(hx)|N pour x €6
Tek*

quel que soit 1l'entier N . Portant (2.14) et (2.15) dans (2.13), on en conclut
que l'on a

(2.16) |15 80| < [p(n) [V [lel, pour x €& ot &€ Io(Gy/G)

quel que soit N >0, et comme la fonction x w—> |p(h, )IN est dans L* ® ,
pour N > 1, on en déduit aussitdt que Tp est compact dans L (G /GL) , ce qui
achéve la démonstration du théoréme 1. [Modulo le lemme suivant : soient X un
espace, L une mesure sur X, et T un opérateur continu dans un soug-espace
fermé % de L (X, u) ; on suppose qu'il existe une fonction positive

PEL(X,V')
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R. GODEMENT

telle que 1'on ait |T &(x)| < p(x) ||g|z pour tout & € ® ; alors T est compact.
Démonstration : on peut supposer ¥ = 12 (x , w) en complétant au besoin T par O
dans le sous-espace orthogonal & ¥ . L'application & +>» T ¢(x) est une for-

me linéaire continue sur L2(X , W) pour presque tout x , donc
Ta(x) = Kix , ¥) 8y) dy
avec, par Cauchy-Schwarz,

J ik, 912 ay < 90?2
dtou

‘”I IK(X,y)’2dXdy<+m ’

ce qui prouve méme que l'opérateur considéré est du type de Hilbert-Schmidt.]

3. Séries d'Eisenstein : prolongement analytique et série de Fourier.

Considérons une fonction ¢ e S(V,) , et posons

G) Llgsx, s = J’HA olenle;)] X |80 |¥2 an = I, ole(e)t] X8I [¢]° art

oi e, désigne le premier vecteur de base de V, ; on obtient évidemment une
fonetion L du corps k , & la Tate-Iwasawa, l'intégrale converge pour Re(s) >1,

et on a 1tidentité

-g/2
G.2) oem s n s 9 =T (g 5 x 5 9 x(®)]s()|™Y
On en déduit aussitdt que la série

L(3Y5X:2s)

= 2
veQ /B0, ¥

converge pour Re(s) > 1 , et en introduisant la série théta

(3.3) E(P(g 35X, S)

5 _ : . L _ 0
(3:4) e%(g, ) = LUk ¢leyh(e;)] = gevi:,g;éo ole(e)t] st h=(5 ;) »
il vient visiblement
(3.5) B e s x s o) =y gy on(e, ®) X p()]® an

Mais en introduisant la transformée de Fourier

(3.6) ox, y) = '”AxA plu , v) 7(xv = yu) du dv

de la fonction ¢ sur 1l'espace vectoriel adélique Vy =4 x A , la formule somma-

toire de Poisson montre aussit6t que l'on a
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ANALYSE SPECTRALE DES FONCTIONS MODULAIRES

(3.7) #(0) + ex(e , 1) = [p()|(5(0) + o¥(e , W)} ,

et en introduisant la fonction entidre
oo _ ) s
(3.8) E(gsx,9) = IHA/HK ex(e , B) x(n)|p(n)|" dn
|p(n) [t
il vient immédiatement
- 0 &(0
(3.9) Flesx, o) =Elesx,s) +Blesx,!-s -6(x)[52(gl+-15'°-£;-2§] ,
avec 6(x) =1 si yx est trivial, et = 0 sinon. On voit donc que la fonction

E(P(g 5 X 5 8) se prolonge a tout le plan, avec tout au plus des pSles simples en

s=0 et s=1, ot que 1'on a 1'équation fonctionnelle

(3.10) E(P(g;x,S)=E$(g;§,1-S) .

I1 est instructif de calculer les coefficients de Fourier

(3.11) Ef;(g 53X, 8) = IUA/Uk E(p(gu 3%, 8)(w, M) du

de la fonction modulaire Ecp(g 5 X » 8) « En introduisant la matrice w = ((1) -01)
qui normalise H , et en tenant compte du théoréme de Bruhat pour SL(2) , i. e.
de la relation Gk = Hk Uk U Uk wHk Uk , 11 vient

(3.12) E(@sx,s) =L(g;x,2s) +2L(g&ws;x,2s) ,
P ¢ u @
k
d*ol l'on déduit immédiatement les formules
o
Gas) e, 9 =Lk, 20 ¢ dy Llewsx, 20 @,
(3.14) Eg(g 5 X, 8) = J'UA L(P(guw 5x 5 2s)(uw, 1) du si Née .
Ces intégrales (qui font intervenir des fonctions de Bessel classiques et p-
adiques) convergent pour Re(s) > 1 , mais le prolongement analytique de la série

E(P(g 3 X » 8) montre tout d'abord que (3.14) est une fonction entidre de s , in-
variante par ¢ , x , 5§ +—> $ s X » 1 = 8 ; de plus, en examinant la fagon dont
les deux terues de (3.13) se transforment par g +—> fh , 6t en tenant compte
de (3.10), on trouve immédiatement la relation

(3.15) IUA L‘P(guw 5 X , 28) du = L¢(g 53X, 2 -28) ,
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R. GODEMENT
de sorte qu'il vient
(3.16) E;(g;x,s):L(P(g;X,Zs)+L$(g;)'(,2—-25) .

Cette fonction est entidre si y # id 5 si x est le caractére unité, L (g;x ,2s)
peut posséder des pbles simples en s =0 et s=3%, et L.(g ;X , 2 =-2s) en

s=1 et s=4%, les pdles en s =% se neutralisant nécessairement.

4, Décomposition suivant les représentations de M .

Soit p wune représentation unitaire irréductible du groupe compact M < G, dans
un espace de Hilbert de dimension finie #(b) ; une fonction F sur Gy (défini-
tion analogue pour des fonctions sur VA ) sera dite d'espéce b si elle prend
ses valeurs dans 1'algébre des endomorphismes de #(b) et vérifie 1l'identité
F(mg) = b(m) F(g) . Si F est une fonction scalaire sur G, , il est clair que

(4.1) 7 () = v @™ Flug) @

est d'espéce b , et le théoréme de Peter-Weyl dit que l'on a

(4.2) F(mg) = 2 din(v) .Tx(F, (g) b(m)]
b

2 . P
avec convergence au sens de L7 (M) au moins. Toutes les opérations, que nous avons
effectuées au précédent mméro, ne faisant intervenir que des translations & droite,
sont compatibles avec la décomposition précédente suivant les représentations de
M L]

Considérons en particulier la série E(P(g 5 X s 8) pour ¢ d'espéce b . On a
trivialement

(4.3) L(P(mhu 3 X 5 28) =0(m) L(P(X , 2s) x(m)|pm)|™° ,

ou l'on pose

(4.4) Lx » 28) =L(e s x , 29) = IA* ole, ) x(®)[6]%2 axt
on a évidemment

(4.5) b (hu) L(p(x , 28) = x(h) L(P(x , 2s) si ueMnH U, ;

en désignant par ®(b s X) le sous-espace des vecteurs a € ®(pb) tels que

(4.6) p(u)a = x(h)a pour hueMnH U, ,

et par P(b , x) 1'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace %(b ,x)
de %(b) , lequel est du reste de dimension 1 , il vient
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(4.7) L(P(x , 28) = P(b , x) L¢(X ,» 28) ,

et (4.3) donne alors
(4.8) L (o 5 X 2s) = o(m) P(v , x) x(n)|p(n)|™® L » 29) 3

posant, ce qui est légitime car il n'y a pas d'ambigiiité,

-3
(499) Llg; v, x, 28) =b(m P, x) x(h)|s(h)| si g=mm ,
on trouve donc

(4.10) L(P(g 5% 28) =L(g; b, x, 2s) Lq,(x )y 28) ;

introduisant, pour Re(s) > 1 , la série

(4.11) E(g3b,%x,8 = 2 Llgysd,x,=2s)
B Uy
=E(gsb,x, 8 Pb,x) ,

on trouve en définitive

(4.12) Eq,(g 35Xy 8) =E(@;d,x, s L(P(x 3 28)

pour toute fonction ¢ € S(VA) d'espéce b .

Si k est le corps des nombres rationnels, les séries précédentes se réduisent,
dans le demi-plan de Poincaré, aux séries étudiées par HECKE (voir par exemple
[6]), MAAS [11], [12], ROELCKE [13] et SELBERG [14], celui-ci se plagant naturel-
lement dans le cadre beaucoup plus général, et en tout cas nettement plus diffi-

cile, des groupes fuchsiens de premiére espéce. Ce sont les séries
s=k/2
5%

z
(cz + A |ez + 4

2s=k ?

ou 1l'on somme (par rapport &8 c , d ) sur une classe de congruence modulo N
(1'entier N dépend des "conducteurs" des composantes p-adiques de la représen-
tation b , et l'entier k de sa composante & 1'infini). Les séries analogues
pour un corps de nombres k quelconques ne semblent pas avoir été étudiées dans
la littérature (ce qui se comprend facilement en raison de la complexité des cal-
culs si 1'on s'en tient aux méthodes classiques de Hecke), & l'exception de celles
qui s'introduisent dans la théorie des fonctions modulaires holomorphes des grou-
pes de Hilbert-Blumenthal, et pour lesquelles la question du prolongement analyti-
que paxr rapport au paramétre s ne se pose naturellement pas.

La formule (4.12) montre que les séries E(g ; b , X , s) se prolongent analy-
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tiquement et que 1l'on a

(4.13) E(g5b:X:S) L(p(X:ZS)ZE(g;b,iyl"S) L(,b()?,z-ZS)

pour tout ¢ € S(V,) d'espéce b , le produit E(g; b, x , s) L (x 5 2s)
n'ayant au surplus que des pbles simples (tout au plus) pour s =0 et s=1 .
On déduit de 14 le prolongement analytique de la série E(g 3 b , X , S) , en
cholsissant convenablement ¢ . Le plus simple est de poser

o(x) =Tl cpp(xp) ,

et de choisir comme suit les facteurs locaux P Pour un idéal premier p de
k, ot b estnon ramifide (i. e. induit 1'identité sur la composante p=-adique
Mp de M), et pour lequel, par conséquent, le caractére x n'est pas non plus
ramifié (donc induit 1'identité sur le sous-groupe o"l; de k; formé des unités

de 1'anneau o, des entiers de kp ), on prendra

1 si le vecteur x € Vp est entier,
(4.14) tpp(x) =

0O si x n'est pas entier ;

si par contre la représentation b n'est pas triviale sur Mp (p fini), on

prendra

b(m) P(b , x ) si x=m(e;) pourun me Mp ,

(4.15) (pp(x) = .
0 si x¢ Mp(el) ;

la contribution des idéaux premiers de k au calcul de L (X R 2s) est alors

égale, 4 un facteur constant prés, au produit de P(b , x) par

(4.16) T [ =-Xe/me*t
bp:id

by

ou bp désigne la restriotion.de b 2 Mp 3 si 1'on introduit la fonction

(4.17) LK, s) =TT [1 - x(@)/8(p)®™

de Hecke associée 3 X (le produit précédent est étendu & tous les p premiers
ol x n'est pas ramifié), et si 1'on désigne par S 1l'ensemble des p premiers
ou bp est non triviale, mais ot x est non ramifié (circonstance qui peut se
produire : le groupe SL(2) d'un anneau fini admet des représentations irréducti-
bles non triviales qui contiennent la représentation unité du sous~groupe des ma=
trices triangulaires), on voit que la fonction (4.16) est égale, & un facteur
constant pres, 2
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- 7 2
(4.18) LXK, 28) TT [1 -x(p)/N(@)®] .
peS
Si maintenant p est une place & 1l'infini, et si kp = R, on peut supposer que
Mp = S0(2) et que b se réduit sur Mp 4 la représentation

(4.19) ) —> exp impe s

cos § - sin @
sin © cos ©

ol m_ est un entier ; on a alors nécessairement une relation de la forme

m iv
(4.20) Xp(t) = sen Pie)j¢] P,
ol v est réel, et en choisissant
, I"‘pl 2 2
(4.21) cpp(x) = (x1 + 1x2) exp[ - 11(}:1 + xz)]

avec le signe + si mp>/0 , et le signe - si mp.<.0 , et ou X o, %, dési-
gnent les coordonnées du vecteur x € Vp = R2 , on trouve dans le calcul de

L‘P(X » 2s) une contribution proportionnelle &
(4.22) 7o s + —%(Ip,pl - ivp)] .

Enfin, pour une place p ou kp = C , on peut supposer que Mp = SU(2) » et que
la contribution de M_ & la représentation irréductible b de M est la repré-
sentation évidente de SU(2) dans 1l'espace des polynSmes homogénes de degré p
sur V_ = ¢ ; le caractére Xp devant 8tre un poids de bp est nécessairemeng
de la forme

(4.23) xp(t) = No TPV ,

ol Vo est réel, et ou By est un entier tel que

. = p (mod2) H

4.24) -p_<p <
( PSSP =P

p>"pY "p’?

les coefficients de b_(m) sont alors des polynémes homogthes de degré p, en
les coefficients de la matrice m , de sorte que 1l'on peut choisir

)
(4.25) cpp(x) =d(m) P(d , x)t P exp(~ ntz) si x = m(el)t avec t >0

- cette fonction est évidemment de classe C~ et & décroissance rapide. La con-
tribution de la place p dans le calcul de L‘P(X » 28) est alors, comme on le
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voit aussitft, proportiomnelle a

-2 .
(4.26) P(b , x)m S r{2s + %(pp + u.p - :wp)] .

On voit donc en définitive qu'il est possible de choisir la fonction ¢ de telle
sorte que 1l'on ait

(4.27) L‘P(x , 28) =¢eld , x, s) LX, 28) Pb , x) ,

ot L(X , 2s) est la fonction (4.17) de Hecke, et ol
(4.28) e(b, x , 8)

=0 T rls(lu |-iv)] T rl2sek(p s -iv )] T (i (®)/N()?]

4 un facteur constant prés ; on pose bien entendu n = [k : Q] .

On déduit immédiatement de 13 les conséquences suivantes. Tout d'abord la fonc-
tion E(g ; b, x , 8) est méromorphe dans tout le plan, et son produit par la
fonction (4.27) n'a de p8les qu'en s =0 et 8 =1 ; ces pdles sont simples, et
disparaissent si b n'est pas la représentation unité. Comme le facteur (4.28) ne
posséde aucun zéro dans le demi-plan Re(s) > O, on en déduit que, dans ce demi-
plan, les pdles de E(g ; b, x , s) sont tout au plus les zéros de la fonction
L(x , ?s) et le point s =1 . Comme L(x , 2s) ne s'annule pas pour Re(s) > %,
on en déduit que la fonction E(g ; b , x , s) est holomorphe dans tout le demi-
plan Re(s) > % , & l'exception de la fonction E(g ; id , id, s) qui admet dans
ce demi~plan un p8le simple en s =1 avec un résidu qui, d'aprés (4.12), est né-
cessairement égal & ¢ :?p(O)/L(P(id , 2) pour toute fonction ¢ € S(VA) inva-
riante par M . Comme

L(d, 2) = IGA/UA olgle,)] dg

on a donc la formule
(4.28 bis) (0) ) p(x) dx = ol glegle,)] dg = cf dg Z olgle)],
A G, /Ty 1 G/ Gy =2
§#0
et si on la compare avec la formule de WEIL ([16], p. 55) on voit que la mesure de
Temagawa de GA est c.dg ; comme GA/Gk est de volume 1 pour la mesure de

Tamagewa, on obtient done, avec le choix de dg adopté ici, la relation

(4.28 ter) J‘G/ dg = 1/c ot c=ResE(g; id, id, s) .
A Gk s=1
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Enfin, (4.13) conduwit & une équation fonctionnelle pour les séries d'Eisenstein,

a4 savoir
(4.29) E(@sv,x, 58 =E(g;b,x,1-8)ub,x, s ,
ou
_ L@()_(,Z—2s)
(4.30) 4 , x , 8) =P, X) =5 T P(o , x) ,

la fonction ¢ étant choisie comme plus haut. Cette fonction est méromorphe dans

tout le plan, et méme holomorphe pour Re(s) >3 [y compris si b est triviale,
car alors les pdles simples en s = 1 dans la fraction L@()—(' y 2 = 28)/L‘P(X , 28)

se neutralisent] ; on a évidemment

(4.31) Le()‘( ,2=-23) =u(d,x, s Lv(x , 28)

pour toute fonction ¢ € S(VA) d'espéce b ; on observera qu'‘ici la transforma-
tion de Fourier § +—> § porte sur les deux variables dont dépend ¢ .

D'autre part, la formule (4.11) conduit immédiatement, pour les coefficients de
Fourier de E(g ; b , x , s) , & des expressions analogues & (3.13) et (3.14), en
particulier a

(4.32) Eo(g;b,x,s):L(g;b,x,28)+-r Liguw 5 b , x , 2s) du ;
Uy

comparant avec (4.29), on déduit immédiatement de 13 que

(4.33) IUAL(guw;b,x,2s)du=L(g;b,i,2-28)q(b,x,s) ,

en sorte que

(434) E°(gsb,x,s) =L(gsv,x,29) + Llgsb,x, 2-28)Ulb ,x,s) .

Comme L(g ;b , x , s) se réduit a P(b , X) pour g =e , la compatibilité
avec (4.29) exige que

(4.35) u(v,Xx,1-s)uld,x,s) =P0,x); u,x,s)ul,Xx,.-s)=P0b,%X) ,

en sorte que U(b , x , s) peut s'identifier 3 un isomorphisme du sous-espace
®(b , x) sur le sous-espace #(b , X) . Nous verrons plus loin - relation (6.16) -
que cet isomorphisme est isométrique pour Re(s) =% , i. e. sur la droite criti-

que.

5. Transformée de Laplace d'une fonction modulaire.

Soit & une fonction modulaire. Puisque la fonction &°(g) est invariante 3
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droite par H_ U, , il s'impose d'étudier sur H, 1la fonction h +— s°(gh) ,
et puisqu'elle est invariante & droite par le sous-groupe discret Hk , il s'impo-
se de lui faire subir une transformation de Fourier ou de Laplace sur le groupe
HA/Hk « On est ainsi conduit & introduire la transformée de Laplace de & , & sa-
voir la fonction

(5.1) Besx, o) ZIHA/%( ©(en) X a1 an

laquelle - & supposer qu'elle ait un sens - vérifie évidemment 1'identité
2~ -1
(5-2) Q(ghu 3 X s S) = 8(g 3% s S) X(h)lﬁ(h)ls »

et dépend d'une varisble complexe s et d'un Gr&ssencharakter x . L'identité
(5.2) signifie que, pour x et s domnds, et si Re(s) =% , la fonction
8(g 5 x , s) appartient a 1'espace vectoriel de la représentation de G ()
induite par la représentation

(5.3) ho—> x(0)]p(n)|5E

de dimension 1 du sous-groupe HA UA de GA , laquelle est évidemment unitaire
puisque 1'on a Re(s) =4 . Malheureusement, l'intégrale (5.1) présente une nette
tendance & diverger pour Re(s) = £ , €t on ne pourra atteindre cette "droite cri-
tique" que par prolongement analytique, comme on va le voir. Nous allons tout d'a-
bord montrer que, si la fonction ¢ est bornée et & support compact modulo Gk s

1'intégrale (5.1) converge pour Re(s) >1 .

(*) Soient G wun groupe localement compact, P un sous-groupe fermé de G , et
d.p une mesure invariante & droite sur P ; posons dlpzdr(p-l) et drpzA(p)dlp;
soit %(G , P) 1l'espace des fonctions ¢(g) continues et & support compact modu-
lo P qui vérifient o(gp) = ¢(g) A(p)~! ; il egt facile de voir qu'il existe sur
%(G , P) une forme linéaire positive ¢ +—> | @(g) et une seule qui est inva-
riante par les translations & gauche de G . Cela dit, soit p t+—> T(p) wune

représentation unitaire de P dans un espace de Hilbert F ; soit KT(G , P)
1'espace des fonctions continues ¢ ¢ G ~3> F qui vérifient

olgp) = T(0) ™ olg) alp) 2

et sont & support compact modulo P ; pour ¢ , ¢ € J(T(G , P) il est clair que la
fonetion <(p(g) , qy(g) est dans %(G , P) , ce qui permet de définir sur XT(G,P)
un produit scalaire

@, =3 @, @) ,

et dlobtenir, par complétion, un espace de Hilbert ; en faisant agir G sur les
fonctions ¢ considérées & l'aide des translations 3 gauche, on obtiemt alors,
par définition, la représentation unitaire de G induite par T .
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Si en effet § est mille en dehorg de S. G , ou S est compact, la fonction
) (gh) pour g domné et h variable, est nulle en dehors de H ng. SGk
partie de H, sur laquelle |p(h)| reste au large de O comme on le voit facl-
lement ; il reste alors & vérifier que 1'intégrale J‘H /8 lB(h)]l'S dh conver-

: ls(® %
ge pour Re(s) >1 , ce qui est clair.

Pour obtenir le prolongement analytique de la transformée de Laplace 3(g;yx , S) ,
nous allons calculer le "produit scalaire" de la fonction § et d'une série

d'Eisenstein, i. e.
IGA/C']( E(g 55, x, 5)* a(g) dg

) IGA/deg Gk/%ku Mevsv,x, 5 aley) = IGA/HkUkL(g 35, x, 5)*a(e) dg
i

=fMdmeA/Hkla(h)ldhf /v, [ (m) P(o , x) x (B) (8|~ ]# x 8 () a

d'ol immédiatement

(5.4) IGA/G]( E(g 30, x , 5)* a(g) dg = 3(b »y X s 8)

ou l'on a introduit la b-composante

(55) 30, %, 9) ={d@ msx, o) am=p0,x) 30, x, o

de la transformée de Laplace de & .

Ces calculs sont justifiés au minimum si ¢ est bornée et & support compact
mod Gk , et si de plus Re(s) > 1 . Mais en fait, il est clair que si & est bor-
née et 3 support compact mod Gk > le premier membre de (5.4) a toujours un sens.
I1 s'ensuit aussit8t que la fonction S(b s X » s) se prolonge analytiquement a

tout le plan, et est holomorphe pour Re(s) > >%, sauf si P et x sont triviaux,

auquel cas la fonction %(b , x , s) admet un p6le simple en s = 1 , avec un ré-

sidu égal 2
(546) o 8(e) dg = cle , 1) =, s(e) g /| d
G/ G ’ G/ G G/
ou ¢ est le résidu (indépendant de g ) de E(g; ,id, 8) en s=1, et

(8, 1) 1le produit scalaire dans ? (G /Gk) de la fonction § et de la constan-
te 1 . En outre, on a 1'équation fonctionnelle

(5.7) g(b,x,S):l{(b,x,g)*g(b,')'(,l—s) .
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Quant 3 3(g ; x , s) , on la calcule immédiatement en fonction des intégrales
(5.5) ; le résultat obtenu est que

(5.8) $(g5)(:S)=ZSP[$(D}X,S)L(g;b’)(.:z"zs)] ’
b

ou le symbole Sp désigne la trace multipliée par la dimension de la représenta-
tion b correspondante. Nous déduirons plus loin de 13, et de (5.7), une équation

fonctionnelle pour la transformée de Laplace 2 , & savoir la relation

(5.9) IUAg(guVI;x, s)du="%g;x,1~s) .

6. Transformées de Laplace des fonctions by -
Considérons la représentation unité du sous-groupe H Uy de G, ; silton dé-
sire construire la représentation de G, induite par celle-ci, on est amené &

congidérer les fonctions F(g) qui sont invariantes & droite par Hk UA et telles
que 1l'intégrale

(61)  FR= jGA/%UA |P(e)|* ag = IWHk |F(n) % |8(h)| dn an

converge (il y a ici une mesure invariante sur le quotient puisque Hk UA est
unimodulaire). Si l'on veut essayer de plonger cette représentation dans la repré-
sentation de GA dans 1l'espace L2(GA/ Gk) , on est amené & transformer chaque
fonction F en une fonction invariante & droite par Glc « Supposant tout d'abord,
dans ce muméro, F continue et & support compact modulo H U, pour éviter des
questions de convergence, on est ainsi amené & former la fonction modulaire

: . 0 -1
(6.2) GF(g) = 2 Flgy) = F(g) + 2 F(gw) ol W= (1 0 )
G 1] U
/U k
("théoréme de Bruhat"). Evidemment eF est continue & support compact mod Gk s
et on a

6.3) ¢%g) =4, o (gu) du=F(g) + F'(g) 2 Pg) =4 Fleww) du ,
(6.3) op(g u,/u, Crplew) @ (g g oh F'(g y, Flew) a

de sorte qu'en posant
(6.4) tee 5 x5 9 = Jy fp 7@ X@Ip)| ¥ @

on obtient immédiatement

(6.5) 6F(8;x, S):I..F(g;x,2-23)+J‘UALF(guw;§Z,23) du .
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Comme h +—> F(gh) est continue 2 support compact mod H_, 1'intégrale (6.4)
converge quel que soit s et représente une fonction entiére de s ; par contre,
1'intégrale figurant au second membre de (6.5) ne converge que pour Re(s) > 1 .

Posant
(6-6) B0, x, ) =d s a5k, o) @
on a, d'aprés le mméro précédent, 1'équation fonctionnelle
(6.7) Bpd , x5 8) =uld , x , 8,0 , %X, 1 -8 .
Mais si 1'on pose
(6.8) LF(g;b,x,s):fb(m)-ll-l;.(mg;x,s)dm,

il est clair que

(6.9) 6F(b,x,s)=LF(b,x,2-2s)+fLF(uw;b,§,2s)du ,

ou 1l'on a posé

(6.10) (b,x,s) =L.(esb,x, s) I F(umh) b(m)-l;(—(lT)IB(h)ls/zdmdh;
Lp Ly M, /8

d'autre part, la fagon dont LF(g 35 ,X, s) se transforme par g +—> mghu
montre aussitét que

(6.11) I'F(g;b’i:S)=L(g;b’)-(;3)11-(b:;(:3):
de sorte qu'en utilisant (4.33), il vient
(6.12) IUA I.F(uw;b,)-(,Zs) du=4(p , %, s) LF(b,;(',Zs) .

Portant dans (6.9), il vient donc

(6.13) 'éF(b s X5 8) =Ly, x,2-25) +u, %, s) Le(d 5 X , 28) .

De 14 et de (6.7), on déduit la relation

(6.14) [P(o , x) =4(d , x, 8% U , x, L ~s)] Le( , x , 2 = 28)
=0, x, 3 -ub , X, )] Lb,%, 25) .

Mals si 1'on remplace la fonction F(g) par

IHA/Hk F(gh-l) w(h) dh ,

ol w est continue a support compact sur HA/Hk s on congtate immédiatement que
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Lp(v , x , 2s) est multiplié par le facteur
A S
dx 5 o) =0 wm) X®em)|%an
HA/I-[k
de sorte que (6.14) subsiste si 1l'on multiplie le premier membre par O(x , 1 = s)
et le second par 6‘)6{ , s) ; comme il ne saurait exister de relation linéaire non
triviale entre &(x , 1 - 8) et &(X, s) , on en déduit que chaque membre de

(6.14) est nul, et comme F est arbitraire, il s'ensuit aussitdt qufon a les re-
lations

(6015) l{(b > K o E)* :‘I(b ’ i » s) ’
(6.16) Yo , x , S)* 4 , x,1 -8 =P, x) ;

du reste, (6.16) se réduit a (4.34) modulo (6.15).

7. Calcul du produit scalaire de deux fonctions 6 .

Soient F et G deux fonctions invariantes & droite par Hk UA » et continues
a support compact mod Hk U, - Nous allons calculer le produit scalaire des fonc-
tions modulaires 6, et 6, dans l'espace LZ(GA/Gk) , i. e. 1l'expression

(7.1) (eF,eG>=fGA/erF(g> @ =l o EH{U Fley) ogley)
k

I WRCOCL S [ o, /0, 7€) oG8 8 - g/, F@R) 0G(ab) [5(r) | aman
- IHA/HK{F(mh) |p(n) |°}{og(nt) [B(0) " P an

le signe % indiquant 1'imaginaire conjugué quand c'est un scalaire, et l'adjoint

quand c'est un opérateur ; on suppose ici g réel. Comme les fonctions
1
Fun) |g(n)[® et ol(mh)[p(n)| ™

gont, sur HA/Hk , bornées et intégrables pour ¢ > 1 (pour la premiére c'est
évident, pour la seconde cela résulte de l'existence de 8G(g 5 X , 8) pour
Re(s) > 1 ), on peut appliquer la formule de Plancherel sur HA/Hk , ce qui con=-
duit visiblement & la relation

(7.2) 2mi(ey, , eG) =2 IM dm IRe(s):a LF(m 3 X, 28) é‘G(m 5 X, S)* ds
X

3 b%x J\Re(s)=o Sp[LF(b » % 5 28) E)G(b » X, B)¥] ds
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d'aprés PETER-WEYL. Ceci suppose a priori o > 1 . Mais les fonctions qu'on inté-
gre sont holomorphes dans le demi-plan Re(s) 2% , & 1l'exception de 1la fonction
aG(id , id , §)* qui posstéde, en s =1 , un pdle simple de résidu égal

(7.3) c= Rels E(g ; id , id , s) = 1/volume de GA/Gk , d'aprés (4.28 ter) ;
S=

de plus, ces fonctions décroissent & 1'infini assez vite pour que 1l'on puisse dé~
placer le contour d'intégration jusqu'ad la droite critique Re(s) = % : ctest évi-
demment le cas de LF(b s X s 28) en vertu du théoréme de Paley-Wiener si l'on
suppose que la fonction F(g) est de classe G par rapport aux composantes a
1l'infini de g ; et pour montrer qu'il en est de méme de /éG(b s X » 8) , il suf-
fit, d'aprés (6.13), de montrer que la fonction u(d , x , s) est & croissance
polynomiale au plus en s dans le demi-plan Re(s) > % , ce qui résulte par exem-
ple de (4.30) ou (4.31) : le rapport L(X , 2 - 2s)/L(x , 2s) est, dans le demi-
plan Re(s) > 4 , & croissance logarithmique & 1'infini (voir par exemple [7],

§ 46 et 47), cependant que les rapports de la forme I'(t =s+ a)/r(s+a) ou
r(2 -2s + 8)/T(2s + a) qui proviennent des places 3 1'infini sont, dans chague

bande verticale, & croissance polynomiale.

2

On peut donc bien, dans (7.2), intégrer sur la droite critique Re(s) = 3,2
condition bien-entendu de tenir compte au passage du résidu corregspondant au péle
simple s =1 dansle terme de (7.2) qui correspond & b =id , x =id . Le résidu
du facteur eG(id , id , B)* est, d'aprés (5.6), égal a c_@(;—l_) 3 on a donc en

s =1 un résidu égal 3

(7.4) c.lp(id , id , 2)(9G , 1)
mais d'aprés (6.10) on a
(7.5) Lo(id , id , 2) = ffmA/Hk F(mh)|g(h)| dm dh = IGA/HkUA F(g) dg
= GA/H](Uk F(g) dg = IGA/Glg eF(g) dg = (GF ’ 1) H

le résidu cherché est donc égal a

(7.6) clop , 1)(6g , 1)

et il reste & appliquer le théoréme de Cauchy, ce qui donne
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2mi (0 , 65) - 2mic(ey , 1)(eg » 1)
-2 Loy UL 4 % 5 28) B0, x , B%] as

= 2 yRe(S):% SP[LF(b s X s 2 =28) 6G(b s X s s)*] ds
%X 1n(s)>0

+ DX fRe(S)z% SplLy(d , x , 2s) 6G(b » X s 1 = s)*]ds
X Inm(s)>0

et en utilisant 1'équation fonctionnelle (6.7), on trouve

2 fsp[LF(b » X 5 2 = 28) 'éG(b y X s 8)¥] ds
Dyx

o I spligto , x 5 29) 8,0 , %, s ul , X, &) as ,
78

ol 1l'on intégre sur la moitié supérieure de la droite critique. En groupant le

terme b , x de la premitre somme avec le terme b , X de la seconde, on trouve

BN

une contribution égale & llintégrale de la fonction
— A .
SP{[LF(D » Xy 2=-28) +4d, x, s) LF(D y X » 28)] ec(b » X 5 8)#}
A A
= Sp[eF(b » X » S) eG(b » X S)*] >
d'aprés (6.13), de sorte qu'en définitive on obtient la formule

(707) (eF’ GG)= C(OF’ 1)(9(}’ 1) "’51171' Z jRe(S):%Sp[éF(b » X s S) /éG(b » X S)*] ds .
%X 1m(s)>0

On notera que l'on a, d'aprés (4.28 ter),
c=1 / I dg ;
Gy/ Gy
si 1'on utilisait la mesure normalisée, i. e. telle que GA/Gk soit de volume 1
(il se trouve que c'est la mesure de Tamagawa de G ), les produits scalaires cal-
culés dans la nouvelle mesure s'obtiendraient en multipliant par c¢ 1les expres-

gsions utilisées ici ; si donc 1l'on affecte d'un indice 1+ 1le produit scaleaire
calculé 2 1'aide de la mesure normalisée, on obtient am lieu de (7.7) la formule

(7.8) (GF ’ 9(}).‘.

= (0 1), (0> D, 2 2 S () SPLE00 5 x5 9) B0, x, o)
%X In(s)>0

Si 1'on somme par rapport 2 b dans la formule précédente, on trouve évidemment
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(7.9) (@,Y)T=ch§‘fdsfMg(m;x,S)"‘Y(m;x,S)dm+(Q,1)T (v, 1),

lorsque les fonctions modulaires § et Y sont de la forme 8p » avec F conti-
me & support compact mod H U, , et ol 1l'on intégre sur la moitié supérieure de
la droite Re(s) = } . Considérons alors, pour Re(s) = 4 , la représentation
(unitaire de dimension 1 )

(7.10) m —> x(b)|p(n)|52

de HA Uy etla représentation unitaire de Gy qu'elle induit (voir la note du
n® 5). Comme on 1'a vu au n° 5, la fonction (g ; x , s) appartient 3 1'espace
de Hilbert %(x ; s) de la représentation en question, et si 1l'on note &(x , s)
1'élément de #(x , s) ainsi obtenu, la formule (7.10) stéerit

(r.11) (2, ), =§§i—§-f (8(x , 8) , ¥(x , 8)) ds+ (3, 1, ¢, 1,

ol 1l'on intégre par rapport & s le produit scalaire, dans %(x , s)', des vec~
teurs &(x , s) et ¥(x , s) . Si l'on note % le sous-espace fermé de Lz(GA/Gk)
engendré par les B » et dans lequel ces fonctions sont partout denses, il est
clair que le groupe GA opére sur % et sur les ®(x , s) d'une fagcon compati-
ble avec 1'application & +—> &(x , s) , de sorte que (7.11) apparatt comme une
décomposition de la représentation évidente de Gy dans ¥ en la somme continue
des représentations de G, dans les X(x , s) , et de la représentation unité de
GA » qui intervient dans la décomposition avec la multiplicité 1 .

Si 1l'on veut attribuer & l'expression "somme contimie" le sens précis qu'on
trouvera par exemple dans [3], il faut vérifier que les "champs de vecteurs"
(x » 8) —> &(x, s) associés aux fonctions de la forme 6p permettent de mu-
nir canoniquement la famille des #®(x , 8) d'une structure de famille contimue
d'espaces de Hilbert, et qu'ils sont partout denses dans 1'espace des champs de
vecteurs de carré intégrable. Cela résulte des propriétés suivantes. Tout d'abord
les produits scalaires (&(x , s) , ¥(x , s)) sont continus et intégrables puis-
que ce sont les restrictions & Re(s) = %2 de fonctions analytiques et 3 décrois-
sance rapide dans le demi-plan Re(s) » 4 . D'autre part, pour x et s domnés,
les vecteurs 3(x , s) sont denses dans #(x » 8) , par exemple parce qu'ils for-
ment, un sous-espace invariant alors que la représentation de Gy dans %(x , s)
est irréductible comme le montrent les raisonnements classiques de GEL!FAND et
NAJMARK. Enfin, la famille des champs de vecteurs &(x , s) reste stable lorsqu'on
multiplie ceux-ci par une fonction "arbitraire", ou presque, de x et de s, di-
sons par la transformée de Fourier d'une fonction w(h) sur HA/Hk qui est con-
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tinue & support compact et c le long de la composante & 1l'infini de HA ¢ il
suffit, pour le voir, d'examiner la fagon dont varie la transformée de Laplace de

eF lorsque 1l'on remplace la fonction F par la fonction

I F(gh) o(h) dn .

Hy/H

Pour parvenir & une décomposition compléte de la representatlon de G dans
2 /Gk) , il faut encore examiner le sous-espace de 1° (¢ /G ) orthogonal aux
eF s or, ce n'egt autre que le sous~espace L (G /Gk) des formes paraboliques.

En effet, pour 3 e 1 (G /G ) et F(g) contlnue 4 support compact modulo B Uy,

on a

o) =gy @ 7@ ae = Iy ) TE@lse) man

comme le montre un calcul trivial - voir (7.1) ~'et comnme F est "arbitraire", on
en déduit immédiatement que ¢ ne peut &tre orthogonal aux 8p que si =0 ,
comme annoncé.

En définitive, on voit que le "spectre" de L (G /Gk) se compose 3

(1) d'un spectre discret avec multiplicités finies dans le sous-espace des for—
mes paraboliques,

(2) de la représentation unité, comptée une fois,

(3) d'un spectre continu, formé des représentations de la "série principale",

intervenant chacune une fois, la mesure spectrale étant - & un facteur prés - la
mesure de Lebesgue.

Voir [1] ; les démonstrations ne semblent pas avoir encore été publiédes.

8. Equation fonctionnelle des transformées de Laplace.

Reprenons une fonction modulaire ¢ continue et & support compact mod Gk , et
supposons qu'elle se transforme suivant une représentation de dimension finie de
M - de sorte que les fonctions s(b » X » 8) ne sont différentes de O que pour
un nombre fini de classes b . La relation (6.15) permet alors de mettre 1!équa~
tion fonctiomnelle (5.7) sous la forme

(8.1) 3(b,x,S)=q(b,§,s)$(b,i,1~s);
on en déduit aussitdt la relation

(8.2) J dlew s x,s) du=3(gs%x,1 -5 ,
Uy

en utilisant (5.8) et (4.33) ; le premier membre de (8.2) converge pour Re(s) <O
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comme on le voit facilement en comparant avec (4.33), qui converge pour Re(s) >1 .
Mais d'autre part
_ -
[ 8w sx, o am=l; &l ©un x®pm]'™ a
A

Uy B/t
)

U, /H & (guvh) x(0) |p(0) '™ au dn

|

UAHA/H]( Qo(ghuw) X(h) IB(h)ls du dh )

et la comparaison avec

Bes T, - =l 0 xpt)]” an

montre, puisque x et s sont arbitraires (& ceci prés qu'on suppose Re(s) <0
pour que les intégrales convergent); que 1l'on a

(8.3) by, o) @ = @

pour & continue & support compact mod Gk et se transformant suivant une repré-
gentation de dimension finie de M . Il est sans doute utile d'observer que la
convergence de 1'intégrale (8.3) n'est nullement évidente a priori, attendu qu'on
intégre ici sur un "horicycle" une fonction qui, sur cet horicycle, n'est pas 2
support compact. Nous ne voyons pas d'autre moyen de prouver la convergence de
(8.3) que d'appliquer Lebesgue-Fubini dans le calcul qui vient de nous y conduire,
en prenant s réel, pour x le caractére identité, et en remplagant § par |3

de fagon & n'intégrer que des fonctions positives.

I1 est intéressant d'appliquer (8.3) au cas ot & = by » avec F continue &
support compact mod Hk UA . Un calcul trivial - au point ou l'on en est - montre

que

(8.4) eﬁ(g) = F(g) + F'(g) o F'(g) = ) F(guw) au ,

voir du reste (6.3). On en déduit immédiatement la formule d'inversion suivante :

(8.5) Fi(g) = IUA Flguw) du = F(g) = IUA F'(guw) du ,

S

4 condition encore une fois que F soit continue & support compact modulo Hk Up»
résultat étrange df & GEL'FAND, GRAEV et PJATECKIJ-SAPIRO [1].

D'autre part, reprenons la relation (7.8) en supposant bp et g orthogonales

aux constantes, de sorte que
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(0.6) (9, 8g) =52 T Jp gy Soloplo 5 x 5 9) 8glo 5 x » )] ds

DX Tn(e)ob
si 1'on remplace x et s par X et 1 -s (i. e.par X et s, puisqu'on se
trouve sur la droite critique), les transformées de Laplace figurant am second
membre sont toutes les deux multipliées par U(b , X , 1 - s) ; mais (6.16) montre
que (b ,x , 1 =8)*U(®,x,1 -8 =P, x) surla droite critique, et par
suite le terme x , s de (8.6) est-égal au terme ¥ , S ; on en déduit que

(®p , 6g) = Z‘I‘Re(s)=% Splog(d , x , ) 6g(b , x , B¥) ds

ot l'on intégre cette fois sur toute la droite critique. D'aprés PETER-WEYL, il
vient donc

(F,e)- S -U (S)_%(-)F(m;x,s)eG(m;x,s)dmds ,
et comms 1'application (x , 8) +—> 6p(m; x, s) est la transformée de Fourier

s
de la fonction h +—> 9?.(mh)|a(h)|2 , d'aprés (5.1), on en déduit finalement

que

(8:7)  (op, 09 =21y, /i €50 o) p | aman = £ 1 gy o0 oG0) e

1'intégrale convergeant i cause, par exemple, des propriétés de décroissance a
1'infini de la transformée de Laplace de 6p - On en déduit que 1'application

3 —> q>° est (au facteur c/2 prés) un homomorphlsme 1sometngue de la repré-
sentation de G, dans le sous-espace de 1? (c /Gk) orthogonal au spectre dis-
cret, dans la représentation de C'A induite par la représentation unité du sous-
groupe Hk U, « Il est facile de voir, comme 1l'ont annonce GEL'FAND, GRAEV et
PJATECKIJ-SAPIRO, que l'image de ce oous-espace de L (G / Gk) dans la représenta-
tion induite en question, i. e. dans L (¢ /Hk ) , est formée des fonctions qui
satisfont & l'equatlon fonctionnelle (8.3). On obtlent ainsi en quelque sorte "la
Doitid" de I° (G /Hk UA) 3 car les representations (5.3) de la série principale,
qui interviennent dans L (G / Hk avec la multiplicité 2 = les represerrba—
tions x , s et X, S sont equlvalentes - n'interviennent dans L (G / Gk)
qu'avec la multiplicité 1 .

Faisons, pour conclure, les remarques suivantes. La premiére version de cet ex~
posé, rédigée en décembre 1964, a été complitement remaniée en février-mars 1966.
A en juger par les indications de la note [1], les méthodes de GEL'FAND, GRAEV et
PJATECKIJ-SAPTRO sont assez différentes de celles du présent exposé, qui ne sont
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pas non plus celles de SELBERG et LANGLANDS, puisqu'on a cherché & maximiser 1'u-
sage de l'arithmétique dans les démonstrations, alors que ces auteurs cherchent au

contraire 34 le minimiser !

On pourrait grandement réduire les calculs (et notemment éviter entidrement les
calculs du n°® 4) si 1l'on pouvait démontrer la conjecture suivante. Considérons,
comme au n° 3, une fonction ¢ € S(VA) et la fonction

o (g) = X olg(g)]

* g0 ’
évidemment invariante par Gk « I1 est facile de voir - d*autant plus que la chose
se trouve démontrée dans WEIL [16] -~ que © € e (GA/Gk.) , mais en général il est
faux que @ se trouve dans L2 5 une évaluation asymptotique utilisant la formm-
le de Poisson montre que l'on a ecp € L2(GA/Gk) si et seulement si

IA (Pfg(el)x] dx =0 pour tout g € GA .

Or la formule (8.6) est beaucoup plus facile & établir pour ces fonctions que pour
celles que nous avons utilisées. Le probléme est donc de démontrer a priori que
les fonctions 6 qui sont dans LZ(GA/Gk) engendrent le "spectre contimu",i.e.
sont partout denses dans 1l'orthogoral du spectre discret (formes paraboliques et

fonctions constantes).
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