HERVE JACQUET
La transformation de Radon sur un espace symétrique

Séminaire N. Bourbaki, 1966, exp. n° 285, p. 115-127
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1964-1966__9_ 115 0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1966, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1964-1966__9__115_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI

Se, 1 6 o 28
17e annde, 1964/65, n 5 Février 1965

LA TRANSFORMATION DE RADON SUR UN ESPACE SYMETRIQUE

par Hervé JACQUET

(d'aprés S. HELGASON [3] - [6])

1. Introductibn et notations.

RADON a démontré en 1917 qu'une fonction différentiable & support compact f sur
un espace euclidien est déterminde par son intégrale sur les hyperplans (cf. [7]).
En fait, RADON étudiait seulement le cas de la dimension 2 ou 3 , et c'est JOHN
qui a prouvé le résultat suivant (cf. [6]) : Si w est un vecteur unitaire, on
désigne par J(w , p) son intégrale sur 1'hyperplan {x e R® | (x, w) =p} o
( , ) désigne le produit scalaire. Soient dw 1'élément de surface sur la sphéere

wnité Q=51 et A 1le laplacien. Alors :

(1) £(x) = (ni)t™® Ain‘l)/z J 3w, ¢, ) aw  pour n inpair
(2) £(x) = (Zni)-n Ain-Z)/Q /5 dw /;:aoﬁggiw; ;2%7 pour n pair

(dans la derniére intégrale, on prend la valeur propre au sens de CAUCHY).

Cette transformation de Radon a de nombreuses généralisations en géométrie rie-
manienne. En particulier, nous étudierons dans cet exposé la situation suivante.
Soit S un espace riemanien globalement symétrique de type non compact, et soit
G la composante neutre du groupe des isométries de S ; G est donc un groupe
semi~simple réel dont le centre est trivial et qui n'admet pas de sous-groupe in-
variant compact non trivial. En particulier, on peut identifier G & son groupe
adjoint et les sous-groupes unipotents maximeux de ce groupe linéaire sont, comme
on sait, tous conjugués. Leurs orbites dans S sont les horocycles. Comme on va
le voir, G opére transitivement sur 1'espace des horocycles, espace que nous no-
terons 8 . De plus, chaque horocycle est une sous-variété fermée de l'espace S .
La transformée de Radon d'une fonction différentiable f 2 support compact sur S
est définie par intégration sur chaque horocycle par rapport & 1'élément de volume

induit par la structure riemanienne.

Soit G = KAN wune décomposition d'Ivasawa de G . Donc K est un sous-groupe

compact maximalde G , A un sous-groupe abélien et N un sous-groupe unipotent
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H. JACQUET

maximal. Alors S s'identifie canoniquement & 1'espace homogéne G/K . De méme

A

S s'identifie, comme nous le prouverons, & 1'espace homogéne G/MV , o M dési-
gne le centralisateur de A dans K .

Enfin nous donnerons, du moins dans le cas oi G admet une structure complexe,
une formule d'inversion permettant de calculer f en fonction de sa transformée
de Radon. Bien entendu, une telle formule existe dans le cas général, mais elle

est plus compliquée, et on obtient des résultats plus simples en se limitant 3 des
fonctions invariantes par K .

Introduisons maintenant quelques notations supplémenteires. Soient g , t , a ,
n les algébres de Lie respectives de G , K, A, N . Soit p 1'orthogonale de
t dans g pour la forme de Killing B de g . L'algebre a est donc une sous-
algébre abélienne maximale de p . Nous désignerons par £ 1'ensemble des racines
de ¢ par rapport & « , et, pour chaque A € I, par g, Ll'espace des X eg
tels que : (H , X) = A(H)X pour tout He a . Soit dy la dimension de gy . On
choisit un ordre sur les racines de telle fagon que si Z+ est l'ensemble des ra-

cines positives

'ﬂ:Z g.
ez
-
On pose
p:Z d)\.
ez,

. P a
Si o est une forme linéaire sur a« , on note e le caractere de A tel que :

e (exp H) = exp a(H) (He a) .

On note D(G) 1'algdbre des opérateurs différentiels invariants & gauche sur
G, QO(G) la sous-algébre des opérateurs différentiels qui sont de plus inva-
riants & droite par K , D(G/K) , ou simplement D(S) 1'algdbre des opérateurs
différentiels sur S qui- sont invariants par le groupe G . Rappellons que D(G)

s'identifie & 1'algébre enveloppante de ¢ et EO(G) an centralisateur de K

dans cette mme algeébre.

2. L'espace des horocycles.

Nous noterons O la classe de e dans S = G/K et, pour tout g dans G ,
par X+w> g.x Lla translation correspondante dans S = G/K . Avec ces notationms,

un horocycle est un sous-ensemble de S de la forme

(gFg™ n).0 (g, h dens G) .

116



LA TRANSFORMATION DE RADON

v A
THEOREME 1. - Le groupe G opére transitivement sur 1'espace des horocycles S s

et le stabilisateur de 1l'horocycle canonique N.O est le sous-groupe M .

En effet, soient g et h deux éléments de G . Posons h™- g = kan . Nous
avons alors

gg™ h = h(h™! gNg™! h = h(kemin! a7t k1) = nOax~l) .

D'ol dans l'espace homogéne S :

(e¥g™! 1).0 = nk. (N.0) .
Cela prouve la premiére assertion.

Prouvons la seconde. Il est clair que N laisse stable 1l'horocycle canonique.

D'eutre part, si m est dans M, m est un élément de K qui normalise N .D'ou
.0 = (m¥m~l).0 = N.0 .

En sens inverse, soit g = kan un élément de G qui laisse stable N.O . En
particulier, le point O est dans gN.O . Cela prouve l'existence d'un k! dans
K, etd'un n' dans N, tels que kamn' = k' . Vu 1'unicité de la décomposition
d'Ivasawa, on & a = e . Il suffit maintenant de prouver que k est dans M. La
relation IN.0 =N.O donne adkn cn +t . Si 1'on munit g/t de la forme quadra-
tique positive non dégénérée transportée de la forme de Killing par 1'isomorphisme

p g/t 1les images de @ et n sont orthogonales dans g/t . D'ou
adka c a + t .

Cela s'éerit encore adk™ a ca + % . Mais comme adk™ @ ¢ P , il vient enfin

adk-l a=a.

Ainsi k est dans le normalisateur de A dans K 3 s'il n'est pas dans le centra-
lisateur, il représente un élément du groupe de Weyl qui n'est pas trivial, et en
particulier change une racine positive en une racine négative. Désignons par N'
le sous-groupe unipotent engendré par les g) ot A décrit les racines négatives
on voit que

Wk~ o Nt £ {e}
ou. encore

NN' n K £ {e},

. -1
puisque kNk ~ c NK par hypothése. Or ceci entrainerait une contradiction avec le

lemme suivant :

IEME 1. - On a NN' nK = {e} .
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Prouvons donc ce lemme. On peut supposer G c GL(n , R) et la décomposition
d'Ivasawa de G 'bien placée" par rapport a celle de GL(n , R) . I1 suffit donc
de prouver 1'assertion suivante : Soient n une matrice trigonale stricte infé-
rieure, et n' une matrice trigonale stricte supérieure, telles que leur produit
k = nn' soit une matrice orthogonale ; slors n=n' =k =e . On a d'abord
k“ =1 ; d'ou klj =0 pour j #1 , la matrice étant orthogonsle. Ceci implique
nlj =0 pour Jj>1 . Alors kyy =1 A nouveau ceci implique kzj = 0 pour
j£2 et n2j =0 pour j >2 . De proche en proche, on obtient le résultat
cherché.

L'horocycle canonique est évidemment une sous-variété fermée de S . En vertu du
théordme précédent, il en est de mBme des autres horocycles.

D'autre part, le méme théoréme montre que 1l'on peut identifier S a 1'espace
homogéne G/MV . Comme MV est un sous-groupe fermé dans G , 1l'espace des horo-
cycles est ainsi muni d'une structure de variété pour laquelle G opere différen-
tiablement.

On va donner une autre description de §. Pour cela, on observe que la classe
de ka dans G/MY ne dépend que de a et de la classe de k dans K/M . En
effet, si

ka=k'amm (k,k'eX; a,a eldA; meM; nel),
on a aussi
ka = (k'm)a'n
et vu 1'unicité de la décomposition d'Ivasawa, ceci entraine
k=k'm et a=a'.
En d'autres termes, 1'application
(kM , a) > ka(N.0)

est une application bijective de K/MxA dans ,S\ . Elle est bien entendu différen-
tisble, et son application linéaire tangente est en tout point bijective. G'est
donc un isomorphisme de variétés, et 3 apparait comme un fibré de base G/K et
de fibre A .

Donnons maintenant une description de 1l'espace des orbites de MN dans ’s\ = G/MN s
c'est-a~dire de l'espace des doubles classes MI\G/MN . Soit M' 1le normalisateur
de A dans X et W = M'/M le groupe de Weyl de G par rapport & A . On sait
déja (BRUHAT - HARISH-CHANDRA) que l'espace des doubles classes MNA\G/MNA s'iden-
tifie au groupe de Weyl W . De fagon plus précise, tout €lément de G s'écrit :
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LA TRANSFORMATION DE RADON

g=mon am pnmn  (m,meM; o, mel; g ;aeh

ol m estun élément de M' dont la classe modulo M est bien déterminée par

la classe de g dans MAN\G/MAN . On peut d'ailleurs écrire aussi bien :
gE=mm m oan, .
Nous allons voir que a est lui-méme bien déterminé par la classe de g . Cela

montrera le thépréme 2 .

THEOREME 2. - L'espace des doubles classes MV\G/MV s'identifie d AxW.

Remarquons que tout élément de G s'éerit
B=nm, ey, .
Tout revient donc & prouver que la relation
. —_ 1
m,oa=n m an,m
entrafne a = a' . Or cette relation s'écrit encore
a= n'a'n2 m

1
est donc une conséquence immédiate du lemme suivant :

ol n' est 1'élément m;l n, m  du groupe unipotent N = m;l Nm . Le théoréme

IEMME 2. - On a
(W) n (48) = {e} .
Désignons par © 1'involution de Cartan de g :
(X +Y¥) =X - Y (Xet ; Yep),
et notons encore © 1'automorphisme de G correspondant. Il suffit de démontrer
le lemme lorsque N, est le groupe unipotent N' = 6(N) , car dans le cas général
1
Nw C NN' .
Soient donc n; , n, des éléments de N tels que :
(3) n; e(n2) =—ma ot meM et ac A.
Appliquons © en tenant compte de ma = am . Il vient :
2
8(n;)n, n, 8(n,) =u .
Mais m normalise N' de sorte que le lemme 1 nous donne m2 =e et n,n =e.

. 2 .
Soit beA tel que b” = a . Puisque m et b commtent, la relation (3) nous
donne :
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-1 -1y, =1
b n e(nl )b

"
=]

ou encore
-1
Se(S - m

en posant s = bt n .

Ecrivons s =exp X.k , o Xe€ep et ke K. On adonc m=exp2X . D'olx
m=e . Ainsi n e(nz) est dans A . A nouveau on peut supposer G c GL(n , R) ,
et la décomposition d'Ivasawa de G bien placée par rapport & celle de GL(n , R) .
On obtient alors aussitdt n o=n,=¢e. D'ol le lemne.

3. Opérateurs différentiels invariants sur l'espace des horocycles.

Nous noterons D(G/MN) , ou simplement Q(IS\) , l'espace des opérateurs différen-
tiels sur /§ = G/MN qui sont invariants psr G . Considérons 8 comme un fibré
de base K/M et de fibre A . Les opérations de G dans ce fibré sont compatibles
avec la fibration. Soit en effet kaN.0 (ae A) une fibre. Faisons opérer un é1é-

ment g de G . I1 vient :

g (kal.0) = (k, a2, 2)N.O ol gk = k, & n

1 171 °
Ainsi g transforme 1'élément (k , a) de la fibre {k} x A en 1'élément

(k1 )8 a) de la fibre {kl} x A .

A
Ceci donne un moyen de construire des éléments de D(S) . Soit De :SL(«) un opé-
rateur différentiel sur A , et notons D, 1'opérateur différentiel sur K/M x A
défini par
(DA f)(kM, a) = (Df‘kM)(a) ol ko(a) =f(kM, a) .
A
Transportons ensuite cet opérateur différentiel sur S par 1'isomorphisme précé-

N
dent. Il est clair que 1'opérateur D' ainsi construit est dans Q(S) .

THEOREME 3. - L'application D —> D' est un isomorphisme de 1'algebre S(a) sur

1'algébre 2(§) . En particulier, 1'algébre 2(§) est commutative.

Si 1l'espace homogéne § était réductif, on pourrait déterminer les éléments de
P_(g) en fonction des invariants du groupe MN dans 1'algébre symétrique de l'es-
pace tangent en 0 a /S\ . (T1 en est bien ainsi pour l'espace homogéne S = G/X )
(cf. [3]). Bien que G/MN ne soit pas réductif en général, nous allons voir que

A
l'on peut calculer B(S) en fonction de ces invariants.

Introduisons l'orthogonale I de m dans t pour la forme de Killing. On a

donc une décomposition de g en somme directe :
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LA TRANSFORMATION DE RADON

g = (1 + @)y (m+n) .

Désignons par o la projection correspondante de ¢ sur L + a. Le groupe MN

opére sur l'espace tangent T(é\ , 0) =g/m + n . L'application canonique de L + a
sur g/m + n est bijective et transforme 1'action d'un élément h du groupe MN
en 1'application

og°Adh: lL+asl +a.
Ainsi MN opére sur l+a et la détermination des invariants de MN dans 1'al-
gébre symétrique de T(é\ , 0) se raméne a celle des invariants de MN dans

S(l + a) . De fagon précise, on a le résultat suivant :

IEME 3. - L'algdbre des invariants de MN dans S(I + a) est égale & A S(a) .

Avant de donner la démonstration de ce lemme, montrons comment il entraine le
théoréme. Scit u 1l'application de ! + a dans s qui est composée de 1'appli-
cation exponentielle et de 1'application canonique de G sur g = G/MN. C'est un
isomorphisme am voisinage de O . En particulier si Q est un opérateur différen-

tiel sur 8 , il existe un élément Q de §(I +a) , et un seul, tel que
Q(f o u)(0) = (Qf)(0)

A
pour toute fonction f différentiable au voisinage de l'origine dans S . Si en
particulier, Q est invariant par G , il est a fortiori invariant par MN, et
cela entrafne que la partie homogéne de plus haut degré PQ de Q est un élément

de S(1 + a) dinvariant par MN donc un élément de S(a) d'aprés le lemme.

D'autre part, l'opérateur D' que nous avons associé & tout élément D de S(a)
vérifie évidemment
D(f o u)(0) = (D'f)(0) .
Par récurrence sur le degré, on en déduit aussitdt que tout élément de 2(§) est
de la forme D' pour un De S(a) qui est évidemment unique. D'ol le théordme.

Prouvons maintenant le lemme. Comme M centralise A4 , il est clair que tout
élément de M induit 1'identité sur S(a) . D'autre part, si neN , on a, pour
tout He a :

Adn(H) = H (mod n) .
D'ou
G o Adn(H) =H .

Ainsi n  induit 1'identité sur S(a) .

Pour démontrer la réciproque, il est plus commode de chercher les invariants de

MN dans §_(Ic + ac) . Le prolongement de ¢ & g, est une application de e
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dans Ic + C(c que nous noterons encore ¢ . Pour X € m, + M, , nous noterons
d(X) 1la dérivation de §(Ic + ac) qui prolonge 1'application linésire o o adX
de Ic + 9, dans lui-méme. C'est 1'action infinitésimale correspondant & 1'action
du groupe MN . En particulier, un élément Y de §(Ic + ac) , qui est invariant
par MN, est annulé par d(X) . Choisissons une sous-glgébre de Cartan L de g
qui soit invariante par 1'involution de Cartan et dont la trace sur l'espace p
soit égale & a . Alors h, est une sous-algébre de Cartan de 1'algébre de Lie
complexe 9 Désignons par A l'ensemble des racines de g, Per rapport & l)c s
per A, 1'ensemble deg racines positives, par P+ 1'ensemble des racines positi-
ves dont la restriction & a est non nulle. On choisit bien entendu 1'ordre sur
les racines de fagon que X  soit 1'ensemble des restrictions & a des éléments
de P+ .

Pour a e A, soit ae € A telle que ae(H) = a(6H) pour tout H e f)c . On sait
que O+> ~ ae est une hijection de P+ sur lui-méme et que
1 = 3 o(X +6x) n = 2 (CX, +0CX ).
¢ oep T ¢ at? ¢ aep -~

Pour a dans P_, posons E, =X, + 9(Xa) - S51i P est aussi dans P _, on a

a(x)(E,) =0 st p>- o

e

d(Xp)(Ea)zH,oﬁ He a HAO0,si B==-0a .

c b
Un calcul facile montre alors que les relations
d(Xglp = 0 (pes(l,+a), BeP)

entrainent p e §(ac) . D'ol le lemme.

4, La transformation de Radon.

Soient H un horocycle dans S et dsH 1'élément de volume induit sur H par

la structure riemanienne de S . Pour f € ©(S) , on pose

(4) o) = /H £(x) dsy He S .

La fonction f est la transformée de Radon de f . Il sera pius commode d'exprimer

(4) en termes de fonctions sur G . Soient

n: Go-G/K, X: G- G/MN
les spplications canoniques et soient
A A
(5) F=fon, F=zfon (fe®(s)).

L'application n+>n.0 de N sur 1l'horocycle canonique Ho = N.O trensforme la
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mesure de Haar dn en la mesure dsH (du moins si l'on choisit convenablement la

mesure de Haar sur N ). On a donc
F(g) = / F(gn) an .
I1 est clair que 1'application f v—-—>li\' est une application linéaire continue de
0(s) dans 0(3) .
Pour tout D e D(G) , il existe un élément unique D, € S(a) tel que
D-D € nD(G) + D(G)t .

Si 1'on désigne par v 1'automorphisme de S(@) , tel que v(H) = H + p(H) pour
H e a , on sait que
D> V(Dcc)

est une application de PO(G) sur 1'algébre I(a) des invariants de W dans
S(a) . Son noyau est DO(G) n D(G)t .

D'autre part, on sait que 1'algébre Do(G)/Do(G) n D(G)t est canoniquement iso-

morphe & D(S) . Finalement, on a un isomorphisme
r: D(S) - I(a)
et sussi d'aprés le § 3 un isomorphisme
T: ) »s) .
Pour chague D dans ~Q(S) , on note D 1'élément de S(a) tel que

AN
(D) = v(I(D)) .
THEOREME 4. - Pour tout f e 0O(S) et tout De ~IQ(S) , on a
(o) = D .
C'est un calcul immédiat & partir des deux remarques suivantes :

Si ¢ est une fonction différentiable sur G telle que @&(ngk) = ®(g) pour
tout neN, geG, ke K, alors

(D#) " = D_(%) D e D(G) ,
la barre dénotant la restriction & A (cf. [2], p. 247, et [5], p. 681).
Si ¢ est une fonction différentiable sur A ,

v(D)y = e~P D(ep ¢) D e S(a) .

123



H. JACQUET

5. La formle d'inversion dans le cas complexe.

On peut introduire une transformation duele de la transformation de Radon. Pour

A ~
chaque Y € ®(S) , soit ¢ la fonction sur S donnée par
¥(g.0) = /K P(gk.H)) dk .
D'une manidre imagée, on peut dire que la valeur de ¥ au point p de S s'ob-
tient en intégrant Y sur l'ensemble compact des horocycles passant par p .

Pour f e @(S) , soit If = (/i\’)v . Le probléme est de donner une formule permet-
tent de calculer f en fonction de If . Traduisons la encore les formules en ter-
mes de fonction sur G . Posons

F=fon, I =I_.0om.

I1 vient
Ip(e) =/ J Flgkn) dn dk .

Pour toute racine a € £ , soit Ha € a tel que
B(Ha , H) = a(H) (He a) .

Soit & =Tl Ha ol le produit est étendu & toutes les racines positives qui ne sont
pas multiples entiers d'une autre racine positive. Alors le tranformé de ¢ par
tout élément du groupe de Weyl est & ou - & . Par conséquent, 52 est en tout
cas un élément de 1'algébre I(a) des invariants de W dans §(a) . I1 Jui

correspond donc un élément Z de E(G/K) .

THEOREME 5. -Si G admet une structure complexe, il existe une constante c ,

non nulle, telle que

(6) gl = of , fe 0(s) .

Nous allons d'abord transformer quelque peu la formule. Pour xe G , notons M%

1'application de ®(G/K) dans lui-méme donnée par

Mx(f)(g.o) = /K fgkx.0) dx (fe ®(C/K)) .
Le lemme suivant est bien conmu (cf. [3]).

IEMME 4. - Tout D € Q(G/K) commute & tout opérateur Mx :

M (D(£)) = D(Mx(f)) (x€ G, DeD(G/K) , fe®G/K).
Appliquons ceci au calcul de If . On a

I.(g.0) = /N /K £(gkn.0) dk dn .

124



LA TRANSFORMATION DE RADON

Cela s'écrit encore

Ie

1

/N Mn(f) dn (intégrale vectorielle dans 1'espace ®(G/K) ).

Alors
EI, = /N 2(M (£)) dn = /N M_(3f) dn .

2

La formle & démontrer s'écrit donc :

(7) /K /N (8f) (gkn.0) dk dn = cf(g) .

Bien entendu il suffit de démontrer cette relation & l'origine, i. e. pour g=e .
On obtiendra la relation dans le cas général en appliquant la formule aux transla-

tées de f . Tout revient donc & prouver la relation

(8) /K /N (Ef) (kn.0) dk dn = cf(e) (f € (¢/K)) .

Traduisons une fois de plus les relations en termes de fonctions sur G . Posons

F=1fon et choisissons un Z' ¢ D(G) qui reléve = . On a donc

2 (cf. §3).

E'F = (Bf) ot et v(sgi) =&
La formle (8) devient

(9) /K /N (E'F)(kn) dk dn = cF(e)

2

ot F e®(G) et est invariante par K & droite. Posons
(10) F (g) = /K /N F(kng) dk dn .
Permittant encore une fois différentiation et intégration, on voit que (10) s'écrit

enfin
E'Fl(e) = cF(e) .

Mais Fl(ngk) = Fl(g) pour neN, geG, keK.Dolh (cf. §3).
(EIFI)_ =ef c‘;z(e"p Fl)
ol la barre dénote encore la restriction des fonctions & A . Finalement, on est

ramené an lemme suivant :

LEMME 5. - Pour toute fonction F e ©(G) et invariante A droite par K , on dé-

signe par ¢F la fonction sur A , définie par

¢p(a) = eP(a) /K /NF(kna) dk dn .

Alors il existe une constante ¢ £ 0 telle que

Fle) = o(&® 8 (e) .
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Ce lemme est un cas particulier d'un résultat plus général que nous allons énoncer.
Ce résultat est bien connu, et constitue une étape essentielle dans la démonstration

de la formule de Plancherel sur un groupe semi-simple complexe (cf. [1], p. 514).

Introduisons quelques notations supplémentaires. L'algébre ¢ admet par hypo-
thése une structure complexe et nous noterons Xy—= iX la multiplication corres-
pondante par i . Alors 1l'algdbre t est une forme compacte de 1l'algébre de Lie
complexe g , et p = it . L'algdbre complexe gbélienne { = a + ia est une sous-
algébre de Cartan de 1'algébre de Lie complexe g . Notons X' 1'ensemble des ra-
cines de g par rapport & B . Tout @ € I' g3 une restriction ® non mulle &

a, et I est l'ensemble des restrictions O des a € X' . La forme de Killing
B' de l'algébre complexe est reliée & la forme de Killing de 1'algébre réelle
sous-jacente par B = 2Re B' . En particulier, si H' est 1'élément de b tel que

Br(H, , H) =a) (Heb),

on a H& = 2Ha . De 14 résulte que 1l'on peut ordonner les racines X' de fagon que
tout a e X se restreigne en une racine positive a € X . De plus, pour a € ',
soit

g=Xeg| (X)=a®X, Hep}.

Alors g& est un sous-espace complexe de g de dimension 1 et le sous-espace
réel sous-jacent est justement g. . Ainsi toute racine B e £ est de mltiplici-
a

té 2 . En particulier, si

on a

p(4,) = p'(H) + P (H)  (H=H +if, , H ,Hyea).

Introduisons enfin dans 1l'espace euclidien réel 4 =a + ia les opérateurs diffé-
rentiels & coefficients réels
1 . = 1 .
DG. = E(H& - lH('I) R Da =7(H(.1 + 1Ha) (a € 2_:_) .

On a alors le résultat suivant :

LEMME 6. - Pour tout F e ©(G) , soit ¥, la fonction différentiable sur 1l'es-

F

pace euclidien § définie par

W) = exp(- (o' (H) + p7(H))) / /i Flim exp Hc™) e an

Alors il existe une constante ¢ £ 0 telle que

Fle) = ¢, ( ﬂ' Da'ﬁa ¥ (0) .

+
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Si on applique cette formule & une fonction invariante & droite par K, on voit
que WF(H + iH') = WF(H) pour H , H' € a . D'autre part, la restriction de Yo

& a est égale d &

P On en déduit enfin que sur «

_ 2P 5
(£ @) o exp = 2 ‘;';'D D, ¥ -
+

D'od le lemme 5, avec c = 2P ¢; » oo p est le nombre d'éléments de z .
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