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Séminaire BOURB?KI
15¢ année, U9&R /63, n°® 247
’ ? Février 1963

FOINTS ENTIERS SUR IES GOURBES DE GENRE > 1
par Frargois BRUHAT

(3taprés Serge LANG)

En 1R9, SIEGEL montrait, en utilisant un théoréme 4'‘epproximation diophantienne
(théoreme de Thue~Siegel) qfune courbe affine de genre > 1 , définie sur un corps
de nombres K , n'a qu'un nombre fini de points dont les cocrdonnées sont des
entiers d¢ X [7]. En 1934, MAHIER montrait que, pour une telle courbe de genre
1, il n'y & quiun nombre fini de points dont les coordomnéas sont dans un sous-
ammeau R de K , de type fini sur % (c'est-d-dire ne faisant intervenir qu'un
nombre fini de nombres premiers en dénominateur) [5]. En utilisant la théorie des
jacoblemnes et les résultats de ROTH [6], S. IANG reprend et généralise ces résul~-
tats au cas d'une courbe de genre >1 sur un corps K de type fini sur Q.

I. }butetgﬁ.

1. Notationse.

Dans tout 1l'exposé, la lettre K désignera un corps de caractéristique zéro qui
est, soit un corps de nombres, extension algébrique finie de Q (cas I), soit le
corps k(V) des fonctions rationnelles sur une variété projective V non singu--

liére en codimension 1 , définie sur k (cas II).

Dans chacun de ces deux cas, on considére une famille VY de valeurs absolues
de K , vérifiant une formle du produit avec multiplicités N(v) >1, clested
dire satisfaisant a :

(1) V xek*, ona v(x) =1 , sauf pour un nombre fini de v e ¥
(2) Il existe des entiers N(v) > 1 tels que

M v(x)N(v) =1 pour tout x e K* .

vey

N(v . T ty 2
On posera ”xl[v = v(x) v) > et on désignera par K le complété de K pour v .
Dans le cas I, on prend pour ¥ 1la famille des valeurs absolues prolongeant
soit la valeur absolue usuelle (notée l [ ), soit 1l'une des valeurs absolues

. . 2 A A
p-adiques (notée | lp ) de Q + On a alors N(v) = [Kv : Q._VJ .
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E BRUHAT

Dans le cas II, on considére les diviseurs premiers p de K définis sur k ,

c'est-a-dire les cycles T we , ot W est une sous~variété irréductible de codi~
mension 1 de V , définie sur‘une extension algébrique de k , et o W déerit
1'ensemble des conjuguées de W sur k . L'anneau local de p dans K est alors
1'anneau d'une valuation discrete normée x ~- ordp x de K o« On choisit une

constante ¢ , avec 0<e¢ <1 , et on pose :

(ord_x) degp

v (x) =C rdp
P

oy deg p désigne le degré projectif de P « lLa famille Y des valeurs absolues

v, satisfait bien & (1) et (2) puisque le diviseur d'une fonction est de degré

4
ZEeTO0e

2, Hauteur dans l'espace projectif _lzn .

1 N
Soit x €P , ratiomnel sur K, et soit (xg , ees , X)) € K™ un systéme de
coordonnées de x » On appellera hauteur de x le nombre

(3) h ) - ﬂ H -” *
K(x vey Sijp xl v

Vu (), cela ne dépend pas du choix des ccordomnéese En particulier, on plon-
gera K dans P, , et on posera pour x € K
(4) he(x) = I sup(l , ||XHV) .
ve¥

Si L est une extension algébrique finie, de degré r de K , la famille R

des valeurs absolues w de L , prolongeant 1'une quelconque des v € ¥ , vérifie
encore (1) et (2), avec N(W) = [f'w : ﬁv] N(v) . On montre alors facilement que,
sl x€P oest ratiomnel sur XK , on a :

b () =T
I1 en résulte que, pour X € P, » ratiomnel sur une extension algébrique finie L
de X , le nombre hL(x)l/r (avec r =[L : K] ) ne dépend pas du choix de L .

Ceci permet de prolonger la définition de hK aux points de ~I-)~n ratiomnels sur

une extension algébrique de K .

3+ Cas d'un corps de nombres.

Si K=Q etsi x :% , avec a , b €2 premiers entre eux, on a h(x) = h{(a , b).
Pour tout nombre premier p , on a \alp et Iblp <1 et l'un d'eux est égal

1.
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POINTS ENTIERS SUR LES COURBES DE GENRE > 1

Par sulte
(5) h(x) = sup(lal , [b]) .
De méme si x € P~ est rationnel sur Q, x = (x0 g see xn) avec X, €%,
premiers entre eux, on a :
(6) h(x) = Slilp lxi| .

En particulier un sous-ensemble de P , formé de points retionnels sur Q et

de hauteur bornée, est fini.

Pour étendre ce résultat aux corps de rombres, on aura besoin d'une approxima-
tion du lemms de Gauss pour une valeur absolue archimédiemne : soit
feKX) , e ,X], f:anXa ; posons pour vevy s

(7 v(f) = sup v(ca) .
a

Le leme de Gauss dit que 1l'on obtient ainsi une valeur absolue sur K[X yeee ,Xn]
lorsque v est non-archimédiemnee

LEME l. - Si v est archimédienne, 1l'on a

&) & 4dn
47 v(fg) g v(£) v(g) < 4% v(fe)
mt_m_f,geK[Xl,...,Xn]_aEgdegf+degg$d.

On se raméne au cas d'une variable en posant X; = o,

Le lemme 1 résulte alors aussit8t du résultat suivant s
i=r

Si f e K[X], =11 (x - ai) (avec @, € clbture algébrique K, de K,
=l

3 laquelle on prolonge v d'une maniére qmelcongue), on a

(9) 27011 sup(l , v(“i)) <v(f) 27 11 sup(L , V(ai)) .
i i
Dans (9), 1'inégalité de droite est triviale et celle de gauche se démontre par

récurrence sur le nombre d'indices i tels que v(ai) >2 .,
Du lemme 1 résulte que si l'on pose h(f) = h((ca)) y l'ona:
n n
(10) 448 n(rg) < n(e) nlg) < 4% ° n(ze)
8i deg f +degg<d et s'ilya s valours absolues archimédiennes dans Y .

Posons alors d =[K : Q] et soit x:= (x, 5 eee yx ) € P » rationnel sur
K . Posons f = inxi; on a

e(x) =he(8) =m ()%

95



FE BRUHAT

Pour tout Qeisomorphisme o de K dans la cldture algébrique de Q , ona
Iy (£7) = 1y (£) .
Posons - -

g
g_nof €Q[Xl,o.¢ ’Xn] H

d'aprés (10), il existe une constante c , ne dépendant que de 4 , telle que
hQ(o) < chQ(f)d = ¢ hy (x) .
Il en résulte que si x décrit un ensemble de hauteur bornée, les coefflclents

de g décrivent un ensemble fini. D'ol s

THEOREME l. - Pour tout entier d et toute constante k , l'ensemble des points

x de En satisfaisant 3 :
Q6) :Qlsa Bk

est fini.

COROLLAIRE, - Pour toute constante k , l'ensemble des points x € -I-:n rationnels

sur le corps de nombres K , et satisfaisant a hK(x) <k, est fini.

4, Hauteurs sur une variété.

Soit V une variété compléte non~singuliére définie sur K .

S8i ¢ est un morphisme de V danS un projectif __lfn , on posera
By (x) = by (¢ (<))
(pour x €V , rationnel sur une extension algébrique de K ).

Si we W -V estun morphisme, il est clair que

11 h =h ow .
(11) pos = T

Mais & un morphisme ¢ de V dans un projectif est associée une classe de divi-
seurs positifs sur V : on montre en effet que l'ensemble des diviseurs positifs
X sur V , ratiomnels sur K , tels qu'il existe des fonctions rationnelles
(yo s Ty s eee s yn) définissent ¢ et satisfaisant a :

(yj)=xj_x, xj;o, Xon...nX_n=¢
est une classe de diviseurs positifs pour 1'équivalence linéaire. On la notera
D(p) : on obtient un élément X € D(p) en prenant par exemple un systéme
(v, » e++ 5 ¥,) définissant ¢ , et en posant X =sup des diviseurs polaires
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POINTS ENTIERS SUR LES COURBES DE GENRE 2 1

THéORﬁ:ME 2¢ = Soient ¢, ¢' , ¢" des morphismes de V dans des projectifs.

(ce qui signifie qu'il existe des cons-

(1) Si D(p) =D(e') , alors htp N h‘P'

tantes ¢, et ¢, >0 avec ¢ h(P$h(P,\<c2 h(P).

(i1) si D(p) =D(9') + D(yp") , alors by Byt hq," .

(1i1) Si ¢ et ¢' sont des plongements (biholomorphes) et si D(p) et
D(p') sont algébriquement équivalents, alors pour tout € >0 , il existe des
constantes ¢; , ¢, >0 telles que :

lee l+e ’ . ~
cy By € gt S0 th (on écrira h‘P ~ h‘P')

Démontrons (i) : Soit X e D(p) =D(p') , et écrivons
= = - coe = . >
(p_(fo,...,fn) (fj)_Xj X X, n nX d XJ >0
0

‘P'=(go, LR )gm) (gk)=Yk-X Yk>/
Posons u, = fj/gk :tona (uj) = Xj - ¥, et par suite les fonctions
Uy, see , U sont sans zéros commms. Comme V est compléte, elles vérifient

une relation du type

(12) 1 ¢

= a, u
laj>0 ¢ )

Soit x un point de V. , xg€X uY, , et soit v € ¥ : on déduit de (12)

qu'il existe une constante c(X , k) telle que l'on ait
(13) sup v(£5(x)) 2 e , k) v(g (x))
i

et on peut prendre ¢ =1 , sauf pour un nombre fini de v s & Savoir les v
archimédiemnes et celles pour lesquelles il y a un coefficient a, avec v(ag) > Lo
On peut donc former le produit des inégalités (13), et on obtient finglement
l'existence d'une constante y(X) telle que :

(14) h‘P(X) > y(X) h(p' (x) pour x e Ve, x¢X

et on montre méme aisément que (14) est valable pour x eV, x¢X ot x
rationnel sur une extension algébrique de K .

On peut faire ceci en prenant successivement X = Xo s Xy eeey Xn s et on
en déduit
(15) h(x) > vh , (x)
P P
pour x € V rationnel sur une extension algébrique de K s avec y = inf Y(Xi).

Dtoh (i), i
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(ii) est immédiat : On considére le morphisme
u s (xo y see xn) x (yo y see ym) ~ (x:.L yj)
]
de P x P dane 2(n+1)(m+1)-1 « Alors le morphisme u o (p' x ¢") a pour

classe de diviseurs D(®') + D(®") et pour hauteur h‘P' h‘P" .

Pour démontrer (iii), on utilise le résultat suivant : 8i X € D(9) et si ¢
est un plongement, il existe un entier e >0 tel que pour tout diviseur 2
algébriquement équivalent & zéro, le diviseur Z + eX est associé & un plonge-
mente Soit X' € D(p!) . Pour tout entier n >0 , il existe donc un plongement
P tel que :

n(X - X') + X €D(¢ ) .

Si X e D(p,) , on a done
(n+e))(r\JnX‘+Xn

dtou
ey n® n
1
¢ ot To
°* (e/n) /
l+(e/n 1/n
h h, h/Msy n o>l .
9 M B B Fhgr 8T By 2

On en déduit aussitdt (iii).

COROLIAIRE. ~ Supposons que V soit une courbe. Soient X € D(p) et X'eD(p%.

Posons d = degré de X, d' = degré de X' . Alors om a :
~ . d/at

P 9'

On sait en effet que sur une courbe, deux diviseurs sont algébriquement équi-

h

valents si et seulement s'ils ont méme degré.

Remarques - La théorie des hauteurs est due essentiellement & SIEGEL [7] dans
le cas des courbes (corollaire du théoréme 2) et & WEIL [8]. Le (iii) du théoreme
2 est dfl, en dimension >1 , & IANG [3].

II. Le théoréme de Roth.

5. Un énoncé du théoréme de Thue-Siegel=Roth.

Nous conservons les notations précédentes. Soit K, une clbture algébrique de
K et choisissons pour toute v € ¥ une valeur absolue (notée encore v ) de

Ka. prolongeant v .
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POINTS ENTIERS SUR LES COURBES DE GENRE 2 1

THEOREME 3. - Soit S une partie finie de ¥ o Pour tout v € S , soit
av € Ka, e Soit ¢, P>0 . L'ensemble des x € K tels que :

(16) M anels, vlx - a ') < o ()P
VE

est de hauteur bornée.

I n'est pas question de donner ici la moindre indication sur la démonstration:

by

voir [4], chapitre VI. Indiquons comment on retrouve 3 partir du théoréme 3
1'énoncé "classique" du théoréme de Roth : on prend K =Q , S se composant de
la seule valeur absolue usuclle. On trouve que, pour @ €Q , l'ensemble des
-g- € Q satisfaisant &

o =2 o n@®™F
est fini. Mais
hE) =sup(lm| , In]) (si (m,n) =1)

et s1 = estvoisinde o, |n| et h(F) sont équivalents.
On trouve donc qu'il n'y a qufun nombre fini dféléments -;—;1- €Q tels que

C

m
Ia--ﬁlé?—;ﬁ-

6e Formulation géométrique du théoréme de Roth.

THEOREME 4. - Soit W une courbe projective non-singulidre, définie sur K .
Soit f e K(W) , non constante, et soit r 1'ordre maximum des pdles de f o
Soit A>2 et ¢ >0, L'ensemble F des points x € W , rationnels sur K

et vérifiant :
(17 eI, > e n(x) T

est de hauteur bornée.

(h est évidemment la hauteur relative au plongement projectif donné de W ,)
On commence par choisir une g € K(W) , c'est-a-dire un morphisme de W dans
P, , telle que hn hg » que g n'ait ni zéros ni p8les aux pbles de f et
prenne des valeurs distinctes en ces pdles : il suffit de prendre

8 X + ese +a_X
o o n a, , b €K

=% x + . + i
oo **° bnxn x

(ot (x0 y soe xn) sont les coordonnées sur W ) les a; et les bj n'an~-
nulant pas certaine polyn8mes. Naturellement, on utilise le corollaire du théo-

reme 2.
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Soit D 1le cycle des pSles de f et soit ©O 1l'anneau local de D dans K(f) .
Puisque f n'est pas constantg, K(W) est elgébrique sur K(f) , et puisque g
n'a pas de pdle sur D, g est entiére sur ©O . Soit P le polynfme minimal de
g sur K(f) : ona :

P(X) =Q() + £ a(e™t | x)
avec Q € K[X] et A ek[Y, Xx].

T,

Posons Q(X) =ll(x - ai) 1 (avec a, e K ) : on montre (en utilisant le fait

que g prend des valeurs distinctes aux points de D ) que les ordres de multi-
plicité r; sont <r.

Soit alors x €F, avec h(x ) > + @ o+ On peut supposer que v(g(xn)) reste
borné : sinon, on extraira une sulte partielle telle que v(g(x )) » « et on
remplacera g pa.r = .« Pour n grand, v(f~ (x )) est voisin de zéro d'aprés
(17) et v(A(f (x )§ , g(x )) reste borné. Comme P(f) =0, il en résulte quiil
existe une constante ¢ > 0 telle que

-1 1 o~

0 Tllete) = ol = ot < oyl ol S
X
n

L'un des facteurs du premier membre de (18) est donc trés petit, et par extrac-
tion de suite, on se raméne au cas ou ”f(xn) - al“v s DPar exemple, tend vers
zéro. On a alors

552 llex) - diILI;i 2, >0

d'oh e

3

£(x ) -all b —2
” xn) al v h(xn))\r

et puisque r, <r, on en déduit
%4
) - afl, s—2y (A >2)
h\xﬂ)

ce qui contredit lc théoréme 3.

III. Cas des courbes de genre 21 .

On garde les notations de II, et on suppose de plus que W est de genre >1 .
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POINTS ENTIERS SUR LES COURBES DE GENRE 2 1

7. Amélioration du théoréme 4.

Supposoné que W ait un point rationnel sur K . Ia jacobienne J de W eét
alors définie sur K , et noms désignerons par JK le groupe des points de J
rationnels sur K . On sait (forme faible du théoréme de Mordell-Weil) que pour
tout entier m >1 , le groupe quotient JK/mJK est fini, & condition, dans le
cas II, de supposer le corps des constantes k _a}gébriquement clos, ce que nous

supposons dans ce numéro (voir par exemple [4], chapitre 5).

THEOREME 5. - Soit f € K(W) , non constante. Pour tous ¢ , P >0 , llensemble
F des points de W , rationnels sur K , tels que
(19) v(£(x)} 2 ¢ n(x)P
est de hauteur bornée.

Vu le corollaire du théoréme 2, il suffit de démontrer le théoréme 5 pour un
plongement. projectif particulier de W : on supposera choisi un plongement pro-
jectif de J , et on considérera W comme plongée dans J (on sait qu'il existe
une famille de plongements canoniques de W dens J , définis & une translation
prés de J ).

Soit alors x €T , avec h(x ) » « . Puisque Ji/nJy est fini, on peut sup-
poser que les X, appartiennent tous 4 la méme classe a + mJK N

Considérons alors le revétement non ramifié w: J = J défini par wu) =a+m,
et oonaidérons sa restriction & W . On obtient un revétement non ramifié irréduc—
tible w : U-W , défini sur K (cf. [1], §4). Ona x « w (U) et on peut

donc choisir y e Up avec x = wo(yn) .

Par ailleurs, on sait que si X est un diviseur positif sur J , 1l'application
@~ ot (X) du Z-module des endomorphismes de J dans le groupe des classes de
diviseurs modulo 1'équivalence algébrique est quadratique (cf. par exemple [2],
ps R)e I1 en résulte que si X est un diviseur positif associé au plongement
choisi ¢ de J (c'est-a~dire une section hyperplane de J ), le diviseur
ot (X) , qui est associé au plongement ¢ ow de J , est algébriquement équiva-
lent 2 mz(X ~2a) ,ouencore a m X , car X et le trenslaté X - a sontalgé-

briquement équivalents. Le théoréme 2 entrafne alors que :
m2
h‘P Nhﬂpow::h(pow .
Prenons alors m suffisamment grand pour que (m2 ~1)p>3r, ot r est

1'ordre maximum des pBles de f , ou encore de f o W, On a
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m2-1

byl =, (07,)) > &) 1 (3,)
et 5 "
v(f o w(yn)) = v(f(xn)) 3 hq)(yn) (m =1)p

avec h(yn) + o, ce qui contredit le théoréme 4.

8. Ou 1'on montre que les points entiers sont de hauteur bornée.

Soit ® wun sous—ensemble fini de ¥ , contenant toutes les valeurs absclues
archimédiennes de vy et soit R un sous-anneau de K , dont les éléments a
sont entiers pour toutes les valeurs absolues v (nécessairement non-archimé-
diennes) de Y n'appartenant pas & ® (i. e. vérifiant v(a) € 1 ) pour toutes
les valeurs absolues v (nécessairement non-archimédiennes) de V¥ n'apparte-

b

nent pas a ¥ .

THEOREME 6. - Soit W wune courbe projective non-singulidre de gemre > 1 défi-

nie sur K et soit f e K(W) , non constante. L'ensemble F des points de W ,

ratiomnels sur K , qui ne sont pas des p8les de f et o f prend une valeur

appartenant 3 R est de hauteur bornée.

Si 1'on est dans le cas II, on peut supposer k algébriquement clos puisque les
hauteurs ne dépendent pas des corps des constantes. On pourra donc appliquer le
théoréme 5.

Soit x € F avec h(xn) >+ o0, 0na

1

M sup(t, v(eG))"Y)

veY

M sup(l , V(f(xn))N(v))
veR

Mais (corollsire du théoréme 2) h(f(xn)) X h(xn)6 avec & >0 , et par suite
h(f(xn)) + + » o Posons

h(f(x))

i}

N= 2 N(v)
veR

1
pour tout n assez grand, il existe une v e€ W avec v(f(xn)) > h(f(xn)) N et
on peut supposer que c'%st toujours la méme v , par extraction de suite. On a
alors v(f(xn)) > h(xn) /2N pour n grand, ce qui contredit le théoréme 5.

COROLIAIRE, - Soit K un corps de nombres et soit R un sous-anneau de K ,

de type fini sur 2 . Soit W wune courbe projective non-singuliére de genre > 1

définie sur K , et soit f € K(W) , non constante. L'ensemble des points de W ,

ratiomnels sur K , qui ne sont pas des pbles de f ct ou f prend une valeur

appartenant & R est fini.
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POINTS ENTIERS SUR LES COURBES DE GENRE 2 1

L'ensemble des valeurs absolues non-archimédiennes, qui ne sont pas toujours

<1 sur R, est en effet fini.

9. Cas des corps de fonctions.

L'interprétation de la condition "de hauteur bornée" fait appel dans le cas
fonctionnel (cas II) aux propriétés des jacobiennes et de leurs " K/k-traces® (voir
par exemple [4], chapitre V). Enoncons le résultat :

THEOREME 7. « Soient K un corps de fonctions sur k et W wune courbe pro-
Jective non-singuliére de genre > 1 définie sur K « 3i F est un sous-ensemble
infini de points de W , rationnels sur K et de hauteur bornée, alors il existe

une courbe WO définie sur k et une transformation birationnelle T : Wo > W
définie sur K o Si le genre de W est >2 , tous les points de F , sauf un
nonbre fini, sont images par T de points de Wo ratiomnels sur k « Si le genre
est 1, alors les points de F se trouvent sur un nombre fini de classes modulo

1'image par T du groupe des points de wo rationnels sur k .

Des théoréme 6 et 7, on déduit le théoréme suivant :

THEOREME 8, ~ Solent K un corps de type fini sur Q et R un sous-anneau de

K de type fini sur ﬁ . Soit W une courbe projective non-~singuliére de genre

>1 définie sur K « Soit f e K(N) , non constante. L'ensemble F des points
de W, rationmels sur K , gui ne sont pas des pdles de f et o f prend vne

valeur appartenant 3 R , est fini.

Supprsons F infini ; et soit k la fermeture algébrique de Q dans K . Les
théorémes 6 et 7 permettent de supposer que W est définie sur k et que llen-
semble F' des points de F , rationnels sur k , est infini. On raisonne alors
par récurrence sur la dimension algébrique n de K sur Q, lecas n=0 étant
le corollaire du théoréme 6o Si n >0, on prend un corps L avec k cL cK

et K de degré de transcendance 1 sur L « Soit © un anneau de valuation
discrete de K , contenant R et L, tel que le corps résiduel K!' =0/m soit
algébrique sur L et que la Yréduction" f' de f modulo m ne soit pas cons-
tante. En réduisant toutes les domnées modulo m , les points de F' donnent un
ensemble infini de points rationnels sur X' oh f' prend des valeurs apparte-

nant & l'image R' de R dans KXK' , d'ou, etce
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